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Przedstawiono algorytm wynikajacy z analizy nicustalonych drean izotropowych tarcz pro-
“stokatnych, poddanych dziafaniu sily ruchomej, Algorytm oparto na metodzie elementdw skoficzo-
nych. W apalizie zastosowano clement prostokatny o ofmiu wspolezednych uogdlnionych. Opiera-
Jjac sig na algorytmie zrealizowano program obliczer na komputer w jezyla ALGOL 1900 o nazwic
TARCZA. Przy uzyciu programu wykonano liczne realizacje obliczeniowe na maszynie Odra 1305.
© Wyniki obliczen przedstawiono na wykresach,

1. Wstrp

Problematyka nieustalonych drgan konstrukeji wywolanych przez obciazenia ru-
chome stanowi jedno z ciekawszych zagadnieri dynamiki budowli. Szybki rozwdj
eiektroniczﬁej techniki obliczeniowej oraz nowoczesnych metod rozZWigzywania stwa-
rza mozliwo$¢ analizowania pracy konstrukeji o duzym stopniu ztozonodci, ktéra mo-

ze by¢ nastgpstwem sposobu usytuowania konstrukcji w przestrzeni lub tez moze

by¢ zwigzana z koniecznoscia zastosowania w opisie duzej liczby wspdhzednych,

‘Metoda elementéw skoriczonych stosowana coraz powszechuiej, takze do roz-
wiazywania probleméw dynamicznych, w przypadku prostych zagadnien, np. drga-
nia belek, ram i plyt, wymaga opisu zawierajacego kilkanascie do kilkudziesiecin
wspilrzednych [1, 2, 3], Przy tej ilosci wspohrzednych algorytmizacja rozwigzah
moze byé przeprowadzona w sposob konwencjonalny, bez stosowania specialnych
zabiegéw polegajacych na oszcz¢dnym gospodarowaniu pamiccia operacyjng kom-
putera lub stosowania pamieci zewnetrznych.

‘W pracy podjgto prébe rozwigzania problemu, dla ktorego zastosowanie metody
elementéw skonczonych prowadzi, w szezegdlnosci przy uzycin najprostszych ele-
mentéw, do opisu zawierajacego znaczne ilogci wspotrzedaych. Jako cbiekt przyjgto
izotropowa tarczg prostokagtng, poddana dzialanin ruchomej sily skupionej.

Dodwiadczenia | wnioski otrzymane w pracy nad powyzszym zagadnieniem sta-
nowi¢ beda podstawe do podjecia problematyki drgas nicustalonych, przy opisie
zawierajgcym duze liczby stopni swobody (rzedu kilkuset).

2, OPIS ALGORYTMU

'Podstawa rozwigzan jest element prostokatny o o§min wspéirzednych, stanowig-
cych liniowe przemieszczenia jego weztéw (rys. 1).
Funkejg przemieszezen elementu prizyjeto w postaci’

an RESTE Wt
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Przemleszczema wezkéw elementu mozZna przedstawié za pomocy funkc_;l uiw
wzorarm nastepujacymi:

gi. (O=u(—a,b, 1), g5, (=v(—a, b, 1),
(= (—a, ~b,8), 9% O=v(~a —b,1),
@3, O=ula, —b,1), 43, O=v —b1),

g%, ()=u (@, b, ), gt, ()=v (@, b, 1),

gdzie symbole ¢], oznaczajg uogdlnione plzermeszczema weztow elementu

(2.2)
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Po wprowadzeniu zmiany zmiennych geometryczinych okreslonych za pomoca
WZOTOW

@3) f=xfa, n=yb, &Enel-L11,
funkcje przemieszezeni elementu przedstawiono w postaci

24 FEn =N & dO=q ONCmn,
gdzie B
(2.5) §e=10}0 Gor Clor B> The> B U Lacl”

oznacza wektor przemieszezen wezlowych elementu oraz

N__lNl]:[”n, Mya, Hisy Big, 15, Hiss oy, ’118]'

N, Hay, Bz, Ha3, Hags Has, Mags Bags flag

funkcje ksztattu elementu. Symbolem [ 1" oznaczono transpozycj¢ macierzy.
Mecierzowa funkcja N (£, #) ma elementy nastgpujace: '

iy ==, =(1-8) (1 +7)/4,

| ma=a=(1—8) (1=n)/4, | }
2.7 Rys=mnye=(1+¢) (1—m/4,
| nya=nps=(1 4 &) (1+1/4,

”12=”14=n16=”13=”21=n23:n25=n27~‘=0 .

(2.6)
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Wektor odksztalcen elementu ma postad

1 &N, -
o o
N 1 &N, ) )
2.9) E=]g |= E"W Ge=H{..
yx_v
1 oN, 1 8N,
Lo o Ta o2

Wektor naprezeit elementu ma postaé
- . oy
(2.9) . - o=10g, |=Dg,
Ty
gdzie D oznacza macierz sprezystosei. . 7
Dla plaskiego stanu napreZenia oraz przy zaloZeniu izotropowodct materialu
mamy [4]
(2.10) : D“—‘--_l_ Tiv 1 0 =FtD¥,
00 (1—vy/2

gdzie E oznacza modul Younga, v wspétezynnik Poissona oraz 7 grubosé tarczy.

Réwnavie rownowagi dynamicznej elementu ma postaé [2]

2.11 F B—dzg‘#}a dqe-l—K‘ Fo
(‘ } . e o dfz £ df eQe_ e’

gdzie wprowadzone zostaly nastgpujace oznaczenia:
wektor sil weztowych elementu (rys. 2)

(2‘12) Fez[Flle’ Flle’ Flzr." FZZe’ Ffe’ F23439 F;‘-e’ F;:e}T’

wektor rownowaznikow obcigzenia zewnetrznego

a b

(2.13) L B= | [NTp(xy, 0 dxdy,

i —a —b

macierz bezwladnosci elementu

i i
(2.14) : © Be=mab | [NTNdEdy,

-1 -1

macierz sztywnosci elementu

. i i
@15 KezEtffHTD*Hdédn,

-1 -1
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macierz tlumienia elementu [2],
(2.16) R.=rK,.

W powyzszych wzorach m oznacza mas¢ rozlozong elementu, a jp jest wektorem
obciaZenia zewngtrznego. ‘
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W przypadku obcigzenia elementu pionowa sitg skupioma P, poruqzajqcac sie
PO gornej krawqdm elementu ze staly predkodcia v, mamy

@D P, t)=[11:x g j: 3] - [—-PJ (x+a-0wr) 5 (y_b)]"
gdzie d () oznacza funkcje delia Diraca.
Uwzglednienie zmiany zmiennych (2.3) prowadzi do wzoru
(2.18) ' Fo=-—PN] (£1-1,1),
gdzie
ét:fat/a 0sér<2.

7. whasnosci funkeji N, wynika szczegolowa posta¢ wektora rownowazaikow
obciazenia Zewnetrznego:

-

(219 o= ——.2—[0,2—@, 0.0,0,0,0, "=~ - 5.

Wiclkosci fizyczne problemu przedstawiono za pomoca wiclkosei: dtugodei tarczy
lo, masy tarczy M,, sztywnodci tarczy Ef, (grubosci tarczy #o).

Po wprowadzeniu bezwymiarowych przemlcszczen i sit wezlowych okreflonych
wzorant

(2.20) de=geflo, F,=FefEtaly
oraz przy oznaczeniach

To=V M,jEts, t=1Ty, a=aly, b=pl,,
@221 m=pM,/I2,  Ets=eEt,, v=plo/To

r=pTg, P=yEty Iy, Et=ot/a,




DRGANIA TARCZ WYWOLANE SIELA RUCHOMA . 121

otrzymujemy bezwymiarowe rownanie réwnowagi dynamicznej elementu postaci

222) Fi=B §"+ R, §i+ K. g, — P,
gdzie 7
) 11
B:=uo:ﬁf fNTNdfd;;r,
-1 -1
1 i
(2.23) Ki=¢ [ [ HTD* Hat dy,
. ) —1:~1
*® * FOF . l o
R,=pK,, F, 3 S,

Symbolem () oznaczono rézniczkowanie wzgledem zmiennej 1.

7 postulatu réwnowagi sit weztowych elementéw w poszczegdlnych wezlach
otrzymujemy réwnania ruchu struktury postaci

2.24) B G+ R, g+ K, 4, =F),
kiére sg ukladem rownan rozniczkowych zwyczajnych, drugiego rzedu o stalych
wspolezynnikach. J :

Uklad (2.24) calkujemy numerycznie przy zastosowaniu wariantu SPK metody

stalego przyspieszenia [5] z wykorzystaniem zerowych warunkéw poczatkowych

(2.25) 4, (0y=01 g, (0))=0.

3. ANALIZA NUMERYCZNA

Opierajac si¢ na rozwazaniach z p. 2 zrealizowano program w jezyku ALGOL
1900 o nazwie TARCZA, w kidrym przyjeto nastepujgce zaloZenia organizacyjne:

a) tarcza dzielona jest na jednakowe elementy, ktdrych liczba okrelona jest
iloczynem N1%N2, gdzie N1 oznacza liczbe elementow w poziomie, N2 liczbe ele-
mentéw w pionie;

b) wymiary tarczy okreslaja wielkosci: d{ugoéc’ lp oraz wysoko$¢ h= yl, (para-
metr wysokosci y mozna specyfikowaé dowolnie);

¢} dowolnie mozna specyfikowaé parametry charakterystyczae: tlumienie p,
predkodé g, obcigZenia y oraz wspoltzynnik Peissona v;

d) obliczenia mozna wykonywaé dla dowolnej liczby krokow caﬂ(owama réownan
ruchu struktury;

e) przyjgto sta{a ‘grubosd tarczy, w wyiiiku czego otrzymano g=11 p=1;

) wyniki obliczen drukowane sa w tablicach zawierajacych przemieszczenia wez-
Iow strultury oraz sily wezlowe poszezegélnych elementdw,

Przy uzyciu programu wykonano liczne realizacje obliczeniowe. Wyniki niekts-
rych z nich przedstawione sa w niniejszej pracy.

e
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Przykiad 1. Rozwazono belke swobodnie podparts (rys. 3). Na wstepie dokonano
. oszacowat rozwigzan statycznych dla sity skupionej dzialajacej w érodku rozpigtosed,
Dla y=1, y=0,1 i v=0 otrzymano przemieszczenia §rodka belki zawarte w tablicy 1.

Tablica 1 .

ot _ N N2 willo
P

e 20 1 217,2

——  ———p—— & 30 1 242,7
40 1 248,4

L ’

1 . Jden S 40 2 249,2
o " 60 2 252,2
Rys.3 80 2 255,1

Dokladny wynik bez uwzglednienia wplywu sit poprzecznych jest réwny 250 Ios
a z ich uwzglednieniem 256 /,. Dla podziatu 40%1 wyniki réznig sie nieznacznic
od wartodci doldadnych (0,69 lub 3%). W analizie dynamicznej ten podzial moze
by¢ uznany za wystarczajacy.

Na rys. 4 przedstawiono przebiegi dynamiczne przemieszezenia §rodka belki dla
podzialdw: 201, 301 i 40-%1. Wyniki uzyskano przy 100 krokach catkowania.

0,002
0,001

0,000

0,001

©N304/160

20/1,/100

Rys. 4
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Rozwigzanie dla podzialu 40-%1 porownano z wynikami uzyskanymi przy uzyciu
programu ANDBMES [6] dla danych:

(3.1 P=025 B/}, =08 VELfmil,, p=0,

gdzie EJ, oznacza sztywno$é gigtna belki, 1, diugosé belki, m mase i‘oz%oiouq beiki.
Dla y=0,1 mamy

32 Jo=15 I3/12000 oraz m®,=M,/l, ,
co prowadzi do nastgpujacych wartoéci parametréw obciaZenia i predkosei:
3.3) y=0,000021, o=0,00728.

Krzywa oznaczona symbolem AR przedstawm réznice przeblegow belki i tarczy
powigkszone 10 razy.

Przeprowadzono réwniez analiz@ wplywu liczby krokéw ca}kowa.nia na przebieg
rozwigzania. Krzywa 4K przedstawiaz réznice przebiegéw dlz 200 i 100 krokdw
przy podziale 30°X1 powigkszone 10 razy. W przypadku réznicy AR najwieksze
odchylenie rozwigzat wynosi 0,00034 I,, co w odniesieniu do maksymalnej wartosci
przebiegu réwnej 00065 /, daje réznice wzgledna ok. 5%, Mozna wiec przyial, 7e
z praktycznego punkia widzenia rozwigzania te sq zgodne, czyli podz;al: na elementy
Jjest wystarczajacy.

Z analizy réznicy AK mosina wyprowadzi¢ wniosek, Ze calkowanie przy 100
krokach jest wystarczajaco dokladne z praktycznego punktu widzenia. Wiszystkie
wyniki przedstawione sg na tle rozwiazania statycznego (krzywa STAT), ktére jest

statyczng linig wplywowa przemieszczenia frodka belki.
4

Tablica 2

e oM N2 wilo

T me2pe 3.0 4 5 05
[~ w7 15 4 489
: —— = To20 4 499
: S 25 4 504
£ 1 tef1s ' 30 4 506
. L . 40 4 509
Rys. 5- 50 4 510

Przykiad 2. Rozwazono belke wspornikowa (rys. 5). Tak samo jak w przykladzie
1 dokonano na wstepie oszacowania rozwigzania statycznego dla sily przylozonej
na koricu wspornika. Dla y=1, =02 i v=0 ofrzymano pizemaeszczeme kofica
wspornika zawarte w tablicy 2.

Dokladny wynik bez uwzglednienia wplywu sit poprzecznych jest réwny 500 /,,
a z ich uwzglednieniem 512 ;. Dla podziatu 15-%4 wyniki nieznacznie 162nia sie od
wynikéw doktadnych (2% lub 4%). W rozwiazaniach dynamicznych preyjeto wiec
taki podziat na elementy. Na rys. 6 przedstawiono wykresy dynamiczne przemiesz-
czenia korca wspornika dla réznych warto§ci parametru predkodci 5=0,005, 0,010,
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1 _1 2 Y2 3
1 T N1 N2 wallo
“HAE L i _ ‘
T - 12 8 6,58
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0,015 i 0,020. Wyniki uzyskano dla 50 krokéw catkowania przy przyjeciu p=0,01
i y=1. Krzywa STAT przedstawia przebieg statyczny. Na rys. 7 przedstawiono
przebiegi dynamiczne napieé w weztach 1, 2, 3, 4, 5, uzyskane dla ¢=0,02. Dla
wezidéw 1, 3, 5, przedstawione réwniez wykresy statyczne.

Na zakofczenic omawiania tego artykotu podamy warto$ci parametru i)rgd~
koéci i obciazenia dla tarczy o wymiarach 5x1x0,2 m, wykonanej z zelbetu g=2,4
T/m®, E=2 - 10° T/m?, poddanej dziataniu sity P=10 T poruszajacej si¢ z predkoscia
=10 1’!’1/ s:

My==5+1+0,2-2,4/10=0,24 Ts?/m,
Ety=2+10%+0,2=4- 105 T/m,
T,=0,24/4+ 10-5=0,775- 10"3 s,
o=vTo/ly=10" 0,775+ 10~3/5==0,00155,
y=P/Eto l,=10/4- 105 - 5=0,5- 10~ %,

Przyjgte w rozwazaniach wartosci ¢ odpowiadajg predkosciom 30—130 m/s.

5
25
1
50 4
L0z |
0,5lg
0,751y 1
T
podzickka napieé UJEEEL"
Rys. 9

Pizykilad 3. Rozwazano tarcze swobodnie podpatta (rys. 8), obciazona sila po-
ruszajgca si¢ po jej gornej krawedzi, Oszacowanie statyczne dla pibnowego przemiesz-
czenia punktu 2, przy obcigzeniu sita dziatajaca w tym punkcie, przedstawia tablica 3.
W rozwiazaniu dynamicznym przyjeto podzial 16%8. Obliczenia wykonano dla
o=0,1, v=0,167, p=0,01 i y=1, przy 50 krokach calkowania réwnan ruchu, Na
rys. 9 przedstawiono wykresy poziomych napieé w przekrojach pionowych 0,25 I,
0,5 15 i 0,75 I, uzyskane po.1, 25 i 50 krokach. Na rys. 10 przedstawiono wykresy
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pionowych napigé w przekiojach poziomych 0,125 l,, 0,25 I, i 0,375 I, nzyskane
dla chwil jak poprzednio. Na rys. 11 przedstawiono wykresy ‘dynamiczne poziomych
napigé w punktach 2 i 4. Krzywe 0znaczone litera S stanowig przebiegi statyczne.

A ,' npzs : R L

T - /5_'3'_] —-—T

I —
! . 50
. jo—
- 25 v
o i1
42 1 25
L -l
3 , .
- e ] y
E T DN 50
- JA\V/ o , . |
podziatka  napiec 0'}..E.t_°,i°

Rys. 10

Rys., 11

Na rys. 12 przedstawiono wykresy dynamiczne pionowych przemieszezen punktow

1, 2, 314 na tle rozwiazan statycznych. Symetria wykresow zrys. 91 10 oraz wykresy
11 i 12 wskazuja, ze dla przyjetych parametréw predkosei i thumienia efekty dyna-
miczne sa znikome i zaznaczaja si¢ jedynie w poczactkowej fazie trwania zjawiska.
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Wszystkie obliczenia wykonane zostaly w Osrodku Informatyki Politechniki
Swigtokrzyskiej w Kielcach na maszynie ODRA. 1305 z pamigcia operacyjng 64 k.
Czasy obliczed dla poszezeglnych realizacji byly nastgpujace: przyldad: 1 (40 el}—
10 s/krok, przyktad 2: (60 el) — 20 s/krok, przyklad 3: (128 el) — 60 s/krok.

-

0,2 0.4 0,6 08 W0t
. N
_/ -
2 35 §
e 3 2 e .
— - ‘
4 4
,_
W
25 N p
B A
/AN \\/
!" 15
B 1
i0 / _ \
w .
I, ¥
Rys. 12
4, WNIOSKI

Przeprowadzone rozwazania i wykonane réalizacje obliczeniowe w pelni po-
twierdzily przydatnoé¢ metody elementéw skoriczonych do analizy nieustalonych
drgan tarcz, poddanych dzialaniu ruchomej sity. Rozwazany problem wymaga
jednak, szczegdlnie przy zastosowaniu elementéw nisktepo rzedu, stosunkowo duzych
pamigci operacyjnych maszyn cyfrowych. Konwencjonalne podejécie do catkowania
- rownan ruchu struktory, oparte na magcierzy odwrotnej [5], stosowane przy roz-
wigzaniu struktur o malej liczbie stopni swobody [2 i 3] pozwolilo na rozwiazywanie
zagadniedi do 150 stopni swobody przy pamigei 64 k. Wykonano wiec podejécie
wymagajace rozwigzania ukladu 1éwnan algebraicznych w kolejnym kroku catko-
wania. Dodatkowe oszezednosei uzyskano decydujac si¢ na generowanie macierzy
globalnej w kolejnych krokach. W efekcie uzyskano mozliwqéé’l'ozwiqzywania
struktur do 600 stopni swobody. _

Oddzielny problem stanowi czasochlonno$s obliczen, zwigzana gléwnie z ko-

niecznoscia rozwiazywania ukladu réwnan algebraicznych w kolejnych krokach cai-
- kowania. Oszezednosci w tym zakresic moina by uzyskaé przez zastosowanie spe-
cjalnych zabiegdéw dotyczacych organizacji obliczen wewnatrz procedury rozwigzy-
wania réwna algebraicznych do napisania tej procedury w jezyku wewngtrznym
wlgcznie. ' - _
Zmniejszenie czaséw obliczer lub zwigkszenie mozliwoscl programu mozna tez
uzyskad przez zastosowanie elementéw wyzszego rzgdu. Proby takie zostang podjete
" W preyszlosci. ’
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PesmoMe

KOIMEBABWS TVCKOB BLISRATHbIE TIOJABKHON CHCO

B pafoTe NPENCTABICH ANTODHTM, CHYRAMKE JUTT aHATHI konebanil IHCKOB, BHI3BAHHAIX
HOARICKHOH Harpy3koif, DTOT aNropHTM OMMPASTCH HA METOX KOHEYHBIX DIEMEHTOR, IPUYeM
meopManas eLUEAYEOTO, npfiMoyronbﬁoi'o 3JIeMEHRTA ONHCEIBASTCHE IIpH NIOMOINE BOCEME €OCTA-
BIIOIEX mepememenni ero pebep. CoriacHo ITOMY AITOPHTMY OPHTOTOBJICHR IPOTPaMMA
TARCZA, Haymicarsas Ha s3pme Axron 1900, M OHa OPEMEHENR LT PACTETOB Hid BHYACTHTENL-
uoit mmbpopoit Mammee Ozpa 1305, HexoTophe 13 pPe3yNBTATOR RIIIICTPHPOBAHEL rpadHKadH,

SUMMARY

PLATE VIBRATIONS PRODUCED BY A MOVING FORCE

The paper presents an.algorithm of analyzing the vibration of plates produced by a moving
force. The algorithm is based on the finite element method, the deformation of each rectangular
elements being represented by eight displacements of its corners. A program called TARCZA
written in Algol 1900 is prepared and calculations are performed on The Odra 1305 computer.
The results ate illustrated by graphs. ’
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