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PLYTY W UJECIU MECHANIKI CIAY Z WIEZAMI

MARIA MARKS (WARSZAWA)

W niniejszej pracy sformulowano zagadnienie dnalizy plyt sprezystych w ujeciu mechaniki ciat
Z wigzami. Wyprowadzono we wspdlrzednych krzywoliniowych podstawowy uklad réwnan po-
zwalajacy na otrzymanie rozwiazania przy postulowanej funkcji deformacji. Sformutowano kry-
terium oceny dokladnosei rozwiazah na podstawie wielkosei sit reakeyjnych, ktore okreélaja roz-
miary niespelnienia réwnan ruchn i warunkow brzegowych mechaniki ofrodkow cigglych w jej
klasycznym sformutowaniu, Rozwazania zilustrowano przykladem rozwigzania Zagadnienia plyty
kolowej przy dwoch szczegdlnych przypadkach funkcji przemieszezes.

WsTEP

Mechanika orodka ciaglego z wiezami, ktdra stanowi ogélniejsze sformutowanie
mechaniki continuum, zostala przedstawiona przez WoZNIAKA w pracach [l oraz -
9-15] jako odpowiednik mechaniki ulkdadéw punktéw materialnych z wigzami,
Wigzy maja wyrazaé wlasciwosci fizyczne cial, np. niedcisliwosé, nieodksztatcalnodé
w pewaym Kierunku lub na pewnej powierzchni albo hipotezy narzucone na ruch
cial lub stan napreZenia w celu uproszezenia matematycznego opisu problemu.

W rozwigzaniach takich zagadnie wystgpuja na ogot sily reakcyjne obietosciowe
i powierzchniowe, ktére okreSlajs odpowiednio niespelnienie réwnai ruchu i warun-
kéw brzegowych mechaniki osrodkéw ciaglych w jej klasycznym sformutowaniu.

Opierajac sig na pracach Wozniaka {1, 9, 10 i 12} przedstawiono zagadnienie
plyt w ujeciu mechaniki cial z wigzami oraz wyprowadzono ze wspélrzednych krzy-
- woliniowych podstawowy ukiad réwnas pozwalajacy na otrzymanie rozwigzania
przy postulowanej funkcji deformacji. Nastepnie wyprowadzono uklad réwnad,
przyjmujac funkcje deformacji w postaci szeregu potegowego zmiennej «pionowejy.

Sformulowano kryterium oceny poprawnoéci «rozwiazad przyblizonych» na
podstawie stosunku §rednich i maksymalnych skladowych sit reakcyjoych do maksy-
malnego wytezenia w plycie. Jako zastosowanie wprowadzonych rozwazad roz-
wigzano zagadnienie piyty kolowej przy dwoich szczegdlnych przypadkach funkeiji
przemieszezen. Przyjmujac funkcje przemieszezen wg uogdlnionej teorii Reissnera
otrzymano «rozwigzanie przyblizone» natomiast w wyniku przyjecia innej postaci
funkecii przemieszezed otrzymano «rozwiazanie §ciste». Przez «rozwigzanie przybli-
Zone» rozumiane jest w tej pracy rozwigzanie problemu mechaniki continuum
z wigzami, w ktérym wystepuja sily reakcyjne. Natomiast «rozwiazaniem Scistym»
-hazwane jest takie rozwiazanie, w kidrym wszystkie sily reakeyjne sa réwne zeru,
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czyli rozwigzanie zgodne z rozwigzaniem klasyczne] mechaniki continyum. Okreé-
lenie «rozwigzanie przyblizone» jest okresleniem umownym, poniewaz kazde takie
rozwigzanie jest rozwigzaniem $cistym mechaniki continuum cial z wiezami wobec
spehlienia wszystkich réwnad i warunkdw.

Z «rozwiazaniem przyblizonymy i «dokladnym» laczy sig pojgcie «blgdu. «B:‘l@~
dami» w napreZeniach i przemieszezeniach nazwane sa umownie réznice mi edzy
skladowymi naprezen i pizemieszcezet wyznaczonymi z rozwigzania mechaniki
continuum z wigzami i klasycznej mechaniki continuum.

Zagadnienie oceny dokladnoéci rozwiazan w teorii plyt 1 pow%ok bez wprowadza-
nia pojecia sit reakcyjnych rozpatrywane bylo w szeregu prac, migdzy innymi [3, 41 5].

F. JouN przedstawil propozycje oszacowania rozwigzan przyblizonych réwnarh
nieliniowej teorii powltok [3]. F. John wykazal, e blad, z jakim rozwigzanie tréjwy-
wymiarowej teorii spelnia te réwnania, pozwala okresli¢ obszar, w ktérym rozwia-
zanie zagadnienia tro;wymmrowago moze byc aproksymowane przez rozwigzanie
réwnan dwuwymlarowych

Interesujaca koncepcje oszacowania zmodyfikowanego przemieszczenia Kirch-
hoffa sformutowal Kormer w pracy [5]. Postaé tego przemieszezenia wynika z kla-
sycznej liniowej teorii powlok i szezegolnego warunku odksztafcalnosei w kierunku
pionowym. Oszacowanie bledu, czyli réznicy migdzy przemieszczeniem nzyskanym
Z rOZwiazinia dok}adnego tréjwymiarowe]j teorii sprezystodel a zmodyfikowanym
przemieszezeniem Kirchhoffa, otrzymano przez pordwnanie energii sprezystych
zwiazanych z tymi rozwigzaniami. Koiter wykazat, ze znajomosé jedynie rozwigzania
Klasycznej teorii powlok umozliwia sciste oszacowanie bledu.

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Przedmiotem rozwazan sa phyty sprezyste W ujeein mechaniki cial z wigzami.
Rozpatrywane sa tu wiezy typu ograniczen narzuconych na funkcje deformacji:

Rozpatrywane cialo w konfiguracji odniesienia zajmuje obszar Q, ktéry mozna
przedstawi¢ W postaci Q= Fx 7, gdzie' m jest powierzchnig srodkowac, a F odecinkiem

(ﬁ ’)(rys .

B=Fxf

N
x_\:‘if

Rys. 1
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Tunkcja. y*= (X, 1), k=1,2, 3 jest funkcja deformagji ciala, przy czym X=
=(X% X3), (X9 enr, K=1,2, X?e F sg wspolrzednymi materialnymi, a e R jest
wspotrzedna czasowa. W ogdélnym przypadku ukiad wspéhrzednych X% jest dowolny

X W

Zalozono takze, ze funkcje deformacii maja nastepujaca postaé:
(21) - P (XK XS l‘)=(pm (XK XS f, qu(XK Z'))

przy czym ¢" sq znanyml funkcjami rozmczkowalnyml a funkcje g%, u=1,.
Zwane Wspohzqdnymi 1o golmonyml sg poszukiwanymi funkcjami rozmczkowalnymI
wyznaczajgcymi ruch calego ciala,

Funkcje q“ moga byé niezalezne lub zwiazane dodatkowo zaleznoSciami t}pu

w (X5, £, g (X5, 1), gt (X%, 0)=0, v=1,2, .., a
W plytach zaleznodcig takg moze by¢ np. za}OZénie, ze wiokna materialne normalne
do powierzchni $rodkowej w konfiguracji odniesienia pozostaja stale normalne.
W pracy tej rozpatrywany jest przypadek, gdy funkcie ¢* sa niezalesne.
' Podstawowy uklad réwnad na poszukiwane funkcje ¢" wynika z nastt;pujacego

warunku idealno$ci wigzéw: suma prac wszystkich sit reakeyjnych na wirtualnych
przemieszczeniach dy jest réwna zeru:

f S Ox™ dS + f Fpu 6 x;" dV=0
i @

' Zgodnie z (2.1)

a(pm
H = . "
éx g oq*,

gdzie r,, oznaczajg sily reakcyjne objetoiciowe, a s, sity reakceyine powierzchniowe,
Warunck idealno$ci wiezéw po uwzglgdnieniv postulowanych réwnan ruchu 1 wa-
runkow brzegowych cial z wigzami jest rownowazny zasadzie prac wirtualnych.
Tym samym zasada prac wirtualnych moze byé podstawowym postulatems przyjetym
w celu uzyskania ukladu réwnan, pozwalajacego na wyznaczenie funkeji ¢* [1].

Uwzgledniajac fakt, ze Q=Fxn, dQ=(dFx n) U (Fxdn) i d V——dFdn warun-
kowi idealnosci wigzéw mozemy nadaé nast@pujqca postaé:

m i

Il [ f Frp—— a — dF+ f Sm o7 d(&F)] Sqdm -+ f f S ;)u 8q" dFd (m)=0.

n LF én F

Powyzszy warunck powinien byé spelmony Drzez dowolnq rozmczkowalna funkcje
8" w X R. Wobec tego ' o . '

oy _
(2.2) [ o dF+ [ Som d(aF) =0 dla (XMewn, teR
F .

Oraz

g™ )
(2.3) | 5 i —-dF=0 dla (XN edrn, teR.
F
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Po wyznadzeniu sit reakeyjnych z réwnan ruchu i warunkdw brzegowych
rm=Péém_(pbm+T,f|K+T;, 3) w Q=Fxm, tER;
2.4 S,,.:Tf,fnx—pm _ dla  Fxdm, = {eR:
=T2n, ~Pu . dla - 8Fxr, teR

po podstaw1emu (2.4) do (2.2) i 1 po zastosowaniu twierdzenia o dywergencji otrzymu-
jemy nastgpujacy zwigzek, ktory powinien by¢ spelniony, gdy (X¥)e =, te R:

i

e ),
@5 f (Tm 3 e X f o o ax

7

|=

699"1
xia ~Pm a4
=3 ﬂq“

agam ) (pm
3 3
T'm( aqu i dX Pm a It XEI:.—.;L

]
!
‘ W*L—ﬁp

“ h
+ fpbm—éTdXs— fp?m a " dXS’.

2

gdzie T}, jest tensorem naprezenia Pioli-Kirchhoffa.
Jedli (X¥)e drm, te R, to powinny byé spelnicne zgodnie z (2.3) nast@pu_che
warunki brzegowe: :

|
®|=

i3

' o™ dep
2.6 K 3= —  gys
(2.6) . flm o dx JPn g dxz,

2 2

gdzie n oznacza wektor zewn@trzny normalny do dx.

Réwnania (2.5) 1 (2 6) wraz z réwnaniem konstytutywnym stanowu} podstawowy
uklad réwnad plyt, traktowanych jako ciala z wiezami. Réwnania te w krzywo-
liniowym ukladzie wspohzednych X* zostaly otrzymane podobnie jak w pracach
WOZNIAKA [91 10] w ukladzie wspdtrzgdnych prostokatnych. Przecinek oznacza tu
pochodna czgstkows, a kreska pionowa pochodna kowariantng :

3

Loa= 3%
K aTK K o [ K
le-— XX +F Tm I;::Kro-

oraz I symbol Christoffela, .
W dalszych rozwazaniach przyjeto funkcje deformacji % w nastepujacej postaci:

t .
@.7) B XK X3, = My (X5, ) (X9

=0
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Przyjmujac jako wspolrzedne uogc’alnione‘q“ funkgje Ve 2=0, ., 1 -otrzymano
z 1éwnan (2.5) nastepujacy uklad [+ 1 réwnan ruchu: :
B

I
2 2
' S d  ox
) (TE dXP+ by dX3+piH—p V= —e ——
_J‘( m)ll\ _jf:p 7 . p dr 3]]]{0)
2 2 .
(2'8) I i |3
z : El £}
JTEoeomywax o [r2oor-raxcs [ b, oy axo s
h il i3
- . i
(H(h)“ “_)( h)“_d- ax
P 2 = Dy 3 g7 ay’%, | e=1, ..., 1,
gdzie

L]

[

1 i{ 2 ) ‘
x=32 2( fp(Xa)a(Xa)ﬂng)‘J’&)'!fk(ﬁ),
=0 f=0 \ & ) . : .

2

. h
OSBRI D, st xt=

: h
POEAO O, e X0= -

Warunki brzegowe (2.6) przyjmuja nastepujaca postagd;
h

i
- 2 _
es | J TJS(XS}*dXS)n,F [aCORax®,  amo,1, 1.
R h ’ .
7z

2

"

Je$li przy w=w, funkcja Yio=0, to nie wystepuje ona w réwnaniu 2.7
it de"[dwh, ,=0; wobec tego zgodnie z {2.5) i (2.6) réwnania ruchu (2.8) 1 warunki
brzegowe (2.9) przy e=o, znikaja (sa spenione tozsamosciowo),

W przypadku szezegéluym, gdy /=<1, uzyskujemy funkeje

(2.10) X X5, X, )=y (X5, Dby, (XF, 1) X5

Roéwnania wigzow postaci (2.10) sa przedstawione w pracach [1,9 i 12]. Teoria
plyt oparta na wigzach typu (2.10) jest nazwana nogolniong teoria Reissnera.
W dalszych rozwazaniach funkeje deformacji wyrazono przez wektor prze-
mieszczenia : ' ,
%X D=X+u(X, 1),

gdzie X=(X%, X3) jest polozeniem wektora czasteczki cizla w konfiguracji odnie-
sienia, a u (X, 1) jest przemieszczeniem z konfiguracji odniesienia, .

Wobec zatozenia, Ze u jest przemieszczeniem infinitezymalnym, tensor naprezenia
Pioli-Kirchhoffa w konfiguracji aktualnej pokrywa si¢ .z tensorem napreZenia
Cauchy’ego.

Rozprawy InZynierskie - ¢
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Przyjecie funkcji deformacji plyt w postaci {2.7) na tyle upraszoza"niatematyczny
opis zagadnienia, ze mozliwe jest uzyskanie rozwiazania. Znajac funkcje deformacji
mozna wyznaczyé tensor naprezenia oraz sity reakcyjne (2.4), ktére sy efektem
wprowadzonych wi¢zéw bedacych wigzami urojonymi. Otrzymane sity reakcyjite
mozna interpretowaé jako uklad «fikcyjnych» obcigzef, ktére nalezy dodatkowo
przytozyé, aby otrzymad rozwigzanie réwnan teorii sprezystosei.

-3. KRYTERTUM OCENY DOKLADNOSCI ROZWIAZAN

W celu oszacowania otrzymanego rozwigzania w ramach teorii z wigzami nalezy -
wprowadzi€ normg w przestrzeni sit reakeyjnych. Norma ta moZe by¢ poréwnywana
z odpowiednia norma w przestrzeni sit masowych i powierzchniowych:

@1 | I, sll<elib, i

W przypadku istnicnia wiezéw brzegowych wywohijacych reakcje §, warunek 3.1)
powinien byd zmodyﬁkowany W sposob nastepujacy:

(3.2) ' lIe, s—sli<ellb, p-+-5il.

Na podstawie tej koncepcji formulowano rézne kryteria oceny dokladnoéci
rozwigzatt . przyblizonych. Na przyklad w pracach [2 i §] pmownano najwigksze
wartodci sif reakcyjnych z najwigkszymi obcigZeniami.

Na podstawie takich kryteriow, zastoscwanych do plyt o realnych wymiarach,
statych materiatowych i obciazeniach, nalezaloby ocenié negatywnie nie tylko tech-
niczng teorie piyt ale réwniez nogdélniona teorie Reissnera. Ponadio otrzymujamy -
wniosek, Ze il mnicjszy jest stosunek wysokoéci plyt do pozostaiych ich wynnarow
tym teorie przyblizone gorzej opisujg stan deformacji piyt. '

- Rozpatrzmy wige odmienny sposéb oceny dokladnodci rozwigzan uzyskiwanych
za pomoca przyblizenych teorii plyt, kidry nie prowadzi do takich wnioskéw.
Stopiei doktadnoéci rozwiazania uzyskanego za pomocy teorii z wigzam okre-
élony jest przez §rednie i ‘maksymalne bledy skladowych naprezen i przemieszczen
w nastepujacy sposdb:

E_QI [‘ |o.(d)_o-(p)l 4o

”ij_ () ’
o
amf”

(3.3) . _
-1
ﬁ f | u(id)_u(ip)l 40

i »

@
i-Q| [ 1" de
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max |g(d)”0(p)l
_ Xego
Icij - _u_‘_‘—-__——’

_ (d) d.Q

jar J 14
(3.4 R
max jul®—u?)|
Xen

>

2=

i
;?1 Qﬂ ul®| dQ

: gdz:e o(") oznacza skladowg napreZenia wyznaczong w sposéb cisly, a“’) skladowa

naprgzema wyznaczong w sposob przyblizony, u{® sldadowa przemieszczenia wy-

znaczona w sposab icisty oraz ul? sktadowa przemxeszczema wyznaczona w sposdb
przybhzony
Do kryteriumoceny dok}adnosm przytho cztery nastgpujgce wielkosci:
: g /s
35 BT, A=, a=l2.

g T

Wielkosci g, 1 £ charakteryzuja,ce Srednie i maksymalne wartosci pdﬁiomych i pio-

nowych skladowych sit reakeyjnych wyznaczone s na podstawie wzoréw:

f]/.s'l+.32 dn+~—— f]/sl—i-sz dSy,

B [ s
gl IQi ] 1 rZ IS;

| B
g2= !Q, flr‘aldSH f|s31dn+ 5, f|s3|dsb,‘

{3.6)
=B swp VTt +8 sip Vetsi+fa sup Vlisl,
Xen Xegxdr XeFXon
= B, sap I’s!"‘/gz sup |85+ B3 sup [83],

XEQ . XenxoF XeFxon

Przy czym s,,=c')arz><F, 1€2], |=], Sy oznaczaja miary odpowiednich obszaréw oraz-

B, B2, 15 stale dodatnie.

Poszczugolne Wyrazy we wzorach (3.6) powinny by¢ odniesione do tej samej
powierzchni. W teorii phvt dogodme Jest odnies¢ wielkosei g,, £, do powierzchni
srodkowej, co wzyskujemy przyjmujac B,=h, fl,=1, B3=|Sy}/|x|. Natomiast o,
okre§la maksymalne wytezenie plyty. W zaleznoéci od materiatn, z jakicgo plyta
jest wykonana, wytezenie nalezy okreflaé za pomoca odpowiedniej hipotezy wy-

teZeniowej [7]. W naiprostszym przypadku mozna przyjmowacl, ze wylgienie jest

okreslone przez maksymalng skfadowa stanu napreenia. Wiclkoci £, i £, mozZna,
np. porowna¢ z najwigksza skladowa naprezenia oy, w $rodku rozpigtodei plyty
prostokatnej lub g, w frodku plyty kolowej. Skladowe te obarczone sq zwykle matymi
bledami, nawet jezeli sa wyznaczéne za pomoca najprostszej teorii.
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Aby mozna powyisze kryterium stosowaé do okreslenia dokladnosci rozwigzai
przyblizonych bez znajomosdci Scistych, niezbedne jest -«wyskalowanien kryteriam,
czyli okreélenie funkcji

(3.7 Wu':Fij (ra)s _ 0:=G; (s)

.na podstawie przykladéw rozwiazanych przy zaloZeniv rdznych typow wiczow
i rozwiazan $cistych.

Na podstawie funkcji (3.7) dysponujac wyznaczonynu parameirami 7y, noZna
oceni¢ frednie bledy sktadowych napreZenia i przemieszczenia w innych rozwiaza-
niach przyblizonych. Poréwnanie J, 1 3, pozwala natomiast na oceng najwigkszych
bledow skladowych stanu naprezenia i przemieszczenia.

4, ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA PLYTY KOLOWET WG UOGOLNIONEJ TEORTI
REISSNERA ‘ :

Funkcje przemieszczen niezalezng od czasu w unkladzie wspolrzednych walco-
wych r, 8, z przyjeto wg wogdlnionej teorii Reissnera (2.7) przy [=1 [6] w naste-
pujacej postaci: 7 .
=y, (7, 9)+dr (r, ) z,

“n =y ( O+, 0) 2,
w,=vy, (r, N+d.(r, ) z.

Rownania réwnowagi zgodnie z (2.8) przy /=1 we Wspohzqdnych ﬁzycznych przyj<
mujg nastepujaca postaé:
] t . I

—_— - . —_

2

2
do ¢ 1 0',-,-"0'39] ¢ .
LR S PO AN B b, dz+pcH — pi) =0,
J [ ar | a0 (r ""’) r Z+_hfp e

2 . 2
Il h

d (ro,) OO : .
f[ AN A arﬂ]dz+ fpfbgdz+1p(“~—rpg-“)=0,

_ H or a8 A
-y Tz
“4.2) - | L
=z 2
do d {1 Oz : .
e = g b, dz+ptH) —p(I) =0,
f l ar + P ( - 0’92) - ]d + hf r p r
Tz ' 2
L kN
2 2
30’ 3 1 G — Tpp j
A m —_ Oy, dz+
J { & a0 ( Jrg) r 4 r}f
T 2

‘ h I
+ _fpb,'zdz+])£+)~i—+ps—) 5 =0,
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h

d(ro,,) do 2
[ (Br 9)‘+‘*ﬂ+0rej|zdz" ff'Cfg.de_l_

4.2)

fod.]

20

_r

NI:%MI:&

1]

2
: /) h
+ fprbf,zaz+pf,+’r3+pf;‘)r? =0,
R

2
R : X
2 2
50',-2 g ! ) a-rz]
+—— + — Orz dz~
,,f[c?r ar(r%z ,-,_ZdZ ,',f
Tz z
) &
2
h h
— (+)_..+ (=) . =
_hfpbz zdz+p! 2 TS 0.
2

Natomiast zgodnic z rownaniami (2.9) przy I=1 na brzegu o normalnej Zewnetrzne]j
n=(1, 0, 0), rl;,=R trzeba spetnié nastepujace warunki brzegowe:'

2 2 z 2
far, dz= fp, dz, f O 2dz= fp,zdz,
h _h h [}
7z z =z 7z
h /] h ]
{4.3) _ f T dz = fpe dz, f G Z dz= f'Pa zdz,
. h i . . R
Tz T2 ' 3 Tz
L] 3 h [
P z z z
fa,,z dz = fpz dz, fa,zzdzz P zdz.
h ; 4 B
=z 2 7 ST

Przyjeto, ze na plyte dzialaja nastpujace obcigzenia (rys. 2): na powierzchni
gornej z=h/2 i dolnej z=—h/2 -

(¢4

3

PP=p0=pP=pV=p =0, = —p;

o

RN NN R E YN EEE R AR

B e
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na powierzchni bocznej r=R

oz ( 3 22)
p=Q2Hp oy Tz )

.p8=05

oraz sity masowe h=0,

Przy tak przyjetych obcigzeniach w przypadku materiatu sprezystego, izotropo-
‘wego i jednorodnego réwnania (4.2) mozna sprowadz1c do nastgpu;qcych rownan
zawietajacych funkeje w,, d., w. i d,

@y, 1y, ] ) dad,
+'**'“ — . =
(- V)( r or r2 v TV ar 0 g
d 3%) 1 ( 3%) 2(1+v)p
e —|g + — ‘ =
- ar (d'+ ar + r dr ar Eh 0,
(4.5) _
(1—v) 12 (aZd,+ 1 ad, -1 d)- (d N aw,)_o
6 (1—2v) Foor r? T
B [d%dz 1 &d, v oy, 1 ) -y ~ (I+vp _
E( R » )" 1——2v( o VTV T T T T

' Powyiszy uklad réwnaf mozna rozdzieli¢ na dwa uklady réwnan zawierajace
po dwie niewiadome.. Po podstawienin do réwnania (4 3), pochodnej dy,/or wyZna-
czonej z (4.5); uzyskujemy nastepujace rownanie:

an,.+2. 2d 1 o, 1 12049 (1-2)p
ars roor* ot o P2 (1—v) EW®

Rozwigzaniem tego roéwnania jest funkcja-

3 A+ (1-2v)p
4 (1—v) ER?

3

a.{MN=C,r+Corinr+Cyr-
Funkcja u. okreflona wzorem: ur=y/‘,+dr z musi znika¢ przy r=0. Stad wynika,
ze C;=0. Wobec tego :
' 3+ (=) p |
A0—WIE
1-v) % T 1 '
(1-v) i ) .t

d(r=Cir+Cyrlnr+
4.6)

—rz——rz Inr

30—z 2 2

(1+v)p( 3 3(1-2)
2Eh R w R

1
Wz(r)z-—zci 2+(

rz) r*1F,
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Funkcje w, (#) i d, () mozna wyznaczyé z ukladu réwnaf 4.5); i 4.5),. Po
scatkowaniu rownania (4.5); i wykorzystaniu-zaleir_loéci

(4.7

gdzie

Y Yr v (4D (-2
or I3 I—v ™ (-WE 1o
w réwnaniu (4.5), uzyskémb nastepujace réwnanie:
&% d, N 1 ad, 2 g 24v (1 +4v) 120+wp
arz T r or = (1—v) Er? ER: ?
—_— 24
p= (1 vy h? '
Jest to rownanie Bessela, ktorego rozwaqzame ma nast@pllﬁcq postac
D ' v{l+v) (1—¥)p
I + — L

Symbole I (fr) i K, (fr) oznaczaja( zmodyﬁkowane funkcje Bessela Zerowego rzedu,
Poniewaz przy r—0 K, (fr)—>c0, przeto przyjeto D,=0. Znajac postaé funkeji d;
mozna z réwnania (4.7) wyznaczyé ogdlnie funkcje w,, ktéra ma nastepujaca postaé:

Vi (1—)

A,

Wr_-m;_

D L (}S’r)%—ff* 4, r+

24 2E

v(l4+vp
4E

F.

' Ze wzgledu na wlasno$¢ funkeii u, trzeba przyjaé 4,==0. Znajac funkcle ¥y, d,, W, id,
mozna wyznaczyc skiadowe tensora naprezenia;

(4.8)

0=

gy =

GZZ

Jrz_ =

O™

yEh?

vE

E

(I+n(d-v) B

»,
2h

U'ozﬂOJ

ey

TS S
(14w (1-2v

R T —
(L+v) (1—2v)

1
J[o (fry Dy~

{ vk

Ml a2

(=) ER* 1

6+ (1-2v) r

1'jr +1+v
P J(ﬁ’”)D_L 2

1 i
W+ (1—v) ﬁII"(ﬁ’") B

4T
ATy

[Ci+(I—v+Inr) Co]+

1 .(ﬁr)] D,

[C.+(@+In

P

E )
1

[C1 +( 5 +1n r)Ca] i _m“;

L E
221+

3 (S;Qv)p

+H~v‘ vp+
2 ATyt

Gl + 3(1+29)p

Jup

-Dll Il (ﬁ'rl) Z,

IRy

4(1-y) B

]‘Z}Z.
,.2} -
rz}z.
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Stale C;, Cz, 1)1, .A { WYZNaczono z nastqpujqcych rownarn, wynlkajqcych Z warunkow
: .bfzegowych (4.3): :

vER?

~ — I, (fR) D, + 1+—v“A ki =0
24 (1 +v) R 1 (ﬁ ) i 2 i 4 2
{1-v) El® 1
w2, =0,
6N (-2) RS
3(3-2) p

m-[q +(1—v+InR) C,] +WR =0,

R L (PRYD, =0 .
Z rownani tych otrzymano
3(3—20) (14+v)(1--20) pR? o
=_ =0, D=0, =
C1 4 (1 —V) Eh3 > C2 . 1 41 2 (1 +V)
Po wprowadzeniu wspélrzqdnych bezwymiarowych p=1/R, {=z/h i wykorzystaniu
wyznaczonych stalych, skladowe stanu przemieszczenia maja nastepujaca postaé

o 3(1+) (1-2) ) 2} o /
Hy QERP{ T2y ( [3=2v—p?1¢ :

uﬂ=0:

{ ) R 2[ 31— ZV)() 2] h
uz——ER A+ Q=p) 1+ 7 80— (5—4v-p?) 53 }»

a skladowe napreZenia (na podstawie (4.8))

: 3p (32 _
'%=-%%ﬁf()u M,

S (R)z y—(1+29) p?

= m [3—2v— (+V)p]C,

| _p 3w R) s
SO T 2 1—y ( (3 2V p)g;

Tog

40'r9=0'ez_

Majac skladowa stanu napreZenia ze Wzoru (2.4); moina okresli¢ sﬂfy reakcyjne
Ob]QtOSCIOWG

(4.9)




PLYTY W UJIECIU MECHANIKI CIAF 2 WIEZAMI 105

Ze wzoru (2.4), wyznaczono sﬂy reakcyjne powwrzchmowe dmaia_]qce na dnx
x(—h/2, h/2):

b 3
| sm-aon( o).
(4.10) 55=0,
_ R( I 2)
.S'z—p? —T+3C .

Ze wzorn (2.4), otrzymano sily reakcyjne dziatajace na gérna powierzchnig, czyli
na n X (4/2) o normalnej n=(0, 0, 1):

1 R
SF_ 210 hp’
(4.11) , 5=0,

“‘P[I— 3v~(R)2(3—ZV' 2)]
%7 1-v \k 5 7

Yoraz na powierzchnig dolng czyli na mx (—#/2) o normalnej n=(0, 0, —1):
1 R :
. 5 2 p h p:
(4.12) 5 =0,

‘*p[l— 3y (R)Z(B—Zv 2)]
ST, 1—v\k/\ 2 7

Na podstawie Wzorn (3.6) obliczono nastepujace wielkosci:

fomt _‘! I+ i H_2]1 o= (7 R 2+v h)
=/ 5up |r, sup s —Q 51U S —_ el
! Xeg XernxdF R XEF):E)BR 2 h 10 R

2h
So=hsuplr]+ sup Iszf+— sup s,

Xe2 | XerxfF R ‘XeFXdn

[1+9v(3——2v)( )] al R>]/T
P2 Taa-n R 3y
R
h

B [5 v(l—Qv)(R)Z]
p?.“ (lwv) '}7 dia

h 1 | .
= — +
w=ig [0t s [ it [ i
w2
+2h 4 R-+ 13 9 h
R 18, f"‘”ds" (3 n 4_06(’”' )R)’

i 1 2h
=—— o : —
&= gy J Ind 4 “I( [ Isddnt [ !szldvr)+ = lel f 5.1 Sy,

=~(z) - =)



LN ]/?:v (3-2)

R 2(1—y)
. 3y R\2 0y o

~3p [p“m_(wﬁ-) (-2 p2+ﬂ4)]f

2 (1)
+p["§“3"(h)2 2]/3]’

- 827
da ]/31: -2 _ %< ]/3‘13‘2") ,
2(1—v) R 2(1—v)
3 R\* 2y3 h v (1—2)
p[—*-l-—v( ) } dla —<]1/— ,
2 2 \h RV 201-v
gdzie "

3—2¢  1-v ( h_)2

p: JR—— _—

2 Iy \R

Jako wyteZenie o, (punkt 3) przytho maksymalne O, C2yli 0, dla p=0"
3(3-2v (R )2

©

g=———"+ —

8(1—wv)
Witedy
401 1 241 { h\?
|
3(3-2y) R 5 \R
41— v)( ) ' R ']/‘1“.
36— \®) Y g2 s
§2=
R

2 [10 B\
v R

N h[SQ 13(24—1;)(&)?—]
"TE3Ee) RIS 50 \R/

2(1—v) [2(27+41/§) (ﬁ)z_gv]_ i f_}l/gv(s-zv)
_R = / - s

392y 27 R 2(1-v)
_8(1-y) {[uz(h)z 3y o .,4]
=o' \&) Ty GO

A A

| - 54 R| 4
R, 1/33)(1-——21}) <j:_<]/3v(3—2v) ,_
, 2(l-yy R 2(1—v)

2(1—v) [2(—27+4]/§.’) (_k_)zﬂv] dla jig.l/Sv.(l—Q_v)v ‘

72

3-2v 27 R R 2(1—v)
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Przyllad liczbowy

Przyjmujac dane R=200 c¢m, A=20 cm, p=1 kG/cm?, E—200000 kG/cm
v=0,2, otrzymano

8,=0,2875, ,=0,1004,
0,=1,1843,  9,=0,7268.
Przyjmujac inne wymiary plyty: R==20 cm, 7=80 cm otrzg?mano
5,=03,0496, y,= 8,1285,
_ 0,=32,5578, y,=24,0179. _
Na rys. 3 pokazano wykresy przemieszczen, napréz‘reﬁ i sit reakcyjnych w prze-

krojach p rownych 0, 1/4, 1/2, 3/4, 1 dla R=200 ¢m i h=20 cm, a na rys. 4 poka-
zano analogiczne wykresy dla R=20 c¢m, #=80 cm.

5. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA PEYTY KOLOWES W RAMACH TROJWYMIAROWES
' TEORIT SPREZYSTOSCI

Zalozono, Ze na plyte dzialaja sily okreflone za pomoca wzordw (4.4). Przyjeto
funkcje przemieszczen w nastepujacej postaci:
=y, +d, z+k, z*,
(5.1) ' T
U=y, td, 2+, 22 +in, z*,
gdzie y,, d,, k., ., d., I, m; sa funkcjami r.
Réwnania réwnowagi (2.8) dla /=4 przyjmuja nastepujacq postad:

no

“ T oo Gop=— 0,
f [ 23 + M]dz—.
or r :

‘ %'Ba- T — 0, H
(5.2) | f l N‘-+L—rﬁ~]zdz— [ . dz=0,

f{ag:z Oz szz— fcrzzdz p; ,

2
] . h

"1 éo Op— 0, ' ;
f[ e + rrr Hﬂ}zs dz3 fUrzZ?‘ dZ=0,
® .

2 z
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h

h
L3 , .
86,; Oy | K2 ‘
52 ) rz + rz 2 d
([oag) J.l . ; dz—2 faz,z 2Py =0,
: Y -5 '
S h | a
2 2
do.. Ty | ‘ ' A
r.jz 2 I 3 g oo
;,f[afJ“:gz_dz_‘* ,,f““Z S ATIRAE
~5 D

Natomiast na brzegu () o normalnej n=(1, 0, 0) 7|, »=R trzeba spelnié wynikajace
z (2.9) nastepujace warunki brzegowe:

L h i 2
2 2 } 2 Z
f T dz== fp,.dZ, f iz dz= fpz dZ,
_n n _ i
z ) z 2
h h h h
Z 3 2 2
fa,.,_zdz— fprzdz, farzzdz—- fpzzdz,
: _n h _b -
(5 3) Y z 2
' o o 3 &
2 z 2 2
f Gy Z° dz== fpr z3dz, f G, 2° dz= fpz z? dz,
L h L _r
2 2 2 2
13 ]
2 3
fcr,zz dz= fpzz dz,
B h
2 Tz

gdzie obcigZenia p,, p, okreslone sa przez wzory (4.4)2,4;
Réwnania réwnowagi (5.2) po uwzglednieniu zwigzkéw konstytutywnych spro-
wadzaja si¢ do nastqpujagcego ukladu réwnan na funkcie w,, @, k., ¥, L, M.

o, , dd,
(- v)( d +"’;)+v

P aw,\ 1 - dw\ R

F(“erW)JFT-(“’"*a )*E[ (3"r ) ( ﬂ*
' 1
T

+k (82 Bmz) 20+v)p
B0\ ort

En
1—v @ (ad, dr) voal,  (1—w) (ak k) |
or or ¥

(5.4)

COF

6 or 3 or 40 ar
1-2v{ @ 1—2 -~ al, —1-+10v) B2 Om,
RO\ or 12 F 80 or
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(5.4)

(1—2v) h* (62 a 1 1 od, ) (1—9)d, _v(a w,) (+9) (L-2vp
fedd 24 ar roor ar ¥ 2E ?
11—y B(Bd,. d,) v 8[2 (1—wv)y A2 (c?k,,_ k,)
e T T R [kl A
16 or \ ar ¥ 5 or 56 ar \ ar
34140 B2 om, 1—-2v dw,\ 3 (1—-2 a1,
- 112 o B (d” +3—r-)_—"2(}_l(3kr+—5r_)=0’
o  aw\ 1 dw.\ [ a (a1 aL,
a(‘“?)*?(-dr*a—r)* 2 [ﬂ“ﬁ*ﬂ*?( ,. ar)]+
-f—il}i(azmz +i amz)“ ! [8 (1—v)l+4v(adr- Er—)-l—
2\ e v orf 1-2v 5 o r
N 12 (1 -v} k2 it Ivi? (E}k,, +k_r)]=f£+v)p“,
3 5 or r Eh .
—‘?—( - a"”z)+i(d + al’”“)+ o [ (3k ""alz) i(3k + alz)]+ '
o\t or rFyT O ar 28 Lar \"" ar) T ar
Sh* {82m, 1 om, 1 od, d\
+144(81‘T+‘r ar_) 122y [16(1 ”)’J“S"(ar T)+
40-(1—v) b 102 [ ak, K, \|  10(1+) ’
. | T R (ar )]= Eh

Wykorzystujac rozquama otrzymane poprzednio, znaleziono nastepujace 1ozw1q-
zanie ukladu réwnan (5.4) spelmajqce warunki brzegowe (5. 3)

W
T A |
o 31-wp [1+v .2—_(3+V)R2 v -9v—2} _ (z_v)(Hv)pr
" 4FR AL A? '}‘_ W2 5(1—v) v CERR 2
' 3(1—V)p[14:v y o B R '
V=g Lo WA T
. vz—]-llv—QJ R g= - 7
5(1"-—11) ( )9 ) z 2E,
_ 3w [M 2 (1+v) 2+.3+sz%v2+2v-_i—5} _(1=p
* " 4Fh o s T

W rozwigzanym zagadnieniu, po wprowadzeniu wsphrzednych bezwymiarowych
p=r/R, {=z/h, skladowe przemieszczenia wyrazaja si¢ nastgpujacymi wzorami:

- 2 R\2
. _112»-9'4’—2] ) . 3} . .
iy |remame). w=o,
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112

| 3(1—v) R[1I R\
(3-5) uﬂ%R{—%—ﬂ ?[ ;v( )(1+p2) (3+1;)( )
fod.]

24 1lv—-2 h 3_1:[ ; R R
_ﬁ____s(l_) ](1—92)—}{*“ =2 (1+4v) ;’?24‘(3+1*)7z _
v242945 _h_] 2+ , 4}

5, (- V)—C )

a skladowe tensora naprezenia sg nasigpujace:

3 R 2+v ' )
aw—p“ [ (3+V)( ) (1—p2)+T]€—(2+V)€ }

2 RV 24w
Geo-P{B [(1+3v)(R) pz—(”ﬁ(;) +“5—t]5—('2+") Ca}’

(5.6)
1 3 s
Oy =g _E—.?C“"Q'C )
- RJ1
o=, |7~ Clp,  cu=00=0.
' Crr
24 [kfom?] 128 1255 -0f5 5265 o
& - 7 e
£ “‘“ﬁ—————‘f—:’ Ry iy T
] R=200 > /é Z Z 16048
- o . - '
a— g1t
: 2075 MZeh  Yq’ | 5265 .
- _ "y - 7y ~ 65 ~Tih. — - -
orfirn] aaza?ss 4043705 ~0U5T088 -OKIS! oo %&1’5 Ho40  -10515  -8540 60T
N N _ A ?7,‘ L o
- 10030025 GOB0GED }Ge000Ts } Go0iio0 Ié ﬁ /é : /é
il /é /é -
0236503 0043806 QU57238 6050401 201 540 W57 8640 605
ST @ o . oz |0 '
ol el & A _ b Y
LR R S B == mE ]
_____L_,,__,_'__l——-——‘l"‘/"“! r 4 y
' sty
: -0 ,
ol , /
5."'.’22 Vi
[kifom’] ol 2800 a4z]\ 560
il amH sss 7,@1%
740 | 2,304 420 50
g

Rys. 5
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Wszystkie sﬂy reakcyjne zaréwno objetosciowe (2.4), jak i powierzchniowe (2.4),
i(2.4); sa réwne zeru, a zatem uzyskane rozwigzanie Jjest Scisle w sensie klasyczneJ
teorii spregystosci.

Na rys. 5i 6 pokazano wykresy przemieszczen i napreZedi w przekrojach rém;;;;;i
0, 1/4, 1/2, 3/4, 1 przyjmujac dane jak poprzednio.

Z * P
YT gl n5 80 -w6 mg
! T i B J A s
R~ I o : ! E
[ [ ot ) T - - - .
= ) T ‘ . . 1713 E‘—f $3—2 ]
L _ A A A '
‘I'USU,» L , _E:?U ' 185 180 165 743 "o
3
leml o g3z 255 4m wp Woag -85 -183 - 1B -154 148
ol emP mmD) 5 kot ™ B W W P
| zsol]  qeol] as] A L
gssi oo izl qm o g2 Bw P D
o gesn sl asl\ wmed . 4 o4 A
] _ Cws 183 1% 1 143
S a3 :
Em*j,z _ sz {0y
¢ i =) o
g R ¥ 2 & letonT oy 1 —
T 5 _c? 7 b 7500 i i
= g A
%\ (E.E". & % 150 3
s 3 By I /g f
8 8 8 S £ -
§‘ §~ %j\ : § §~ 0 36."22
klr/em N
. [ty 352 R 74 P\ 155 =
|1
_ a9 ﬂ&i%?‘m%@@%
32 AT w5 408
Rys. 6

6. WNIOSKI Z UZYSKANYCH ROZWTAZAN

Dysponujac ro&wmzamem scistym plyty koluwej i rozwiazaniem wedlug uogol-'
nionej teorii Reissnera mozna, na podstawie kryterium wprowadzonego w rozdziale
3, zbada¢ zalezmosci miedzy y, 1 J, (3.5) a §rednimi i maksymalnymi bledami sklado-
wych stanu napreZenia i przemieszezenia.

Wielkosci yy i 6, malejg do zera, gdy stosunek wysokosci plyty do jej szerokoci
lub $rednicy dazy do zera, natomiast y, i §, dazq wéwczas do granicy réznej od zera,
Wynika stad, ze uogélniona teoria Relssnera nie jest §cisla nawet dia plyt bardzo
cienkich.

Rozprawy InZynierskie -~ 8
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W przypadku plyty o wymiarach R=200 cm, #=20 cm y, i &, sa nastgpujace:
y,=0,1094, 4,=0,2875,
7,=0,7268, 0,=1,1843,

Wielkodciom tym odpowiadaja $rednie i maksymalne blgdy skladowych stanu na-
prezenia i przemicszezenia zestawione w tablicy 1. '

Tablica 1
Tigs iU s O Kijs i
G 0,016 0,056
T 0,017 0,085
G2z 18,02 59,187
Gz 0,385 1,502
i, 0,000 0,242
/A 0,092 0,196

Z powyiszego zestawicnia wynika, Ze na podstawie nogdlnionej teorii Reissnera
mozZna wyznaczy¢ skladowe przemieszezenia oraz skfadowe napreZenia oy, 1 Oag
Uogdlniona teoria Reissnera nie moze natomiast stuzyé do wyznaczania naprezen
normalnych o,,. '

Wykres naprezen stycznych W roziquanm przyblizonym (rys. 3) wzgledem z
przy ustalonym r ma ksztalt prostokata natomiast w rozwigzaniu fcistym — para-~
boli (rys. 5). Srednie naprezenia w obu rozwiazaniach sa jednakowe, a najwigksze
rozmce wystepuja na krawedziach plyty przy z= +h/2. Nie ma to Jednak istotnego -
znaczenia ze wzgledu na niewielkie wartosci tych napreZed.

Natomiast rozpatrujac plyte o wymiarach R=20 cm, 7=80 cm ofrzymano

nastepujace wielkosci Yol Oy '

y,= 8,1285, §,==23,049,
9,=224.0179,  §,=32,5578,
WielkoSciom tym odpowiadaja érednie i maksymaine bledy skladowych stanu na-

preenia i przemieszczenia zestawione w tablicy 2. .

Tablica 2
G Ui Wiy, O Kips P
Gor 1,0110 3,1420
Gog 0,9557 3,1247
Gz 0,3733 . 0,6059
Oz 0,3865 1,5060

- wf 0713 | 75706
04922 | 1,2335
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Wynika stad, Ze otrzymane rozwiazanie zagadnienia plyty (R=20 cm, »=80 cin)
jest bledne, czego malezalo sie spodziewad, gdyz walec o B/R=4 trudno uwazaé
za plyte. ' ‘

Gdyby jednak poréwnaé sily reakeyjne z obcigzeniami, np. badaé stosunki £y
czy g, do maksymalnych obcigZen, to okazaloby sig, Ze stosunki te w plyciei A/R =4
sq znacznie mniejsze od odpowiednich stosunkéw w plycie o #/R=0,1, co mogloby
prowadzi¢ do falszywego wniosku, e nogélniona teoria Reissnera lepiej opisuje
stan napreZenia i przemieszczenia w plytach grubych niz cienkich.

‘Natomiast badanie dokladnogci teorii przyblizonej za pomocy wielkosei 7,1 3,,
ktére okreslajg stosunki $rednich i maksymalnych sktadowych poziomych i piono-
wych sif reakeyjnych do maksymalnego wytezenia plyty, daje w tym wypadku wynik
poprawny. ' : _

Majac wyznaczone funkcie F; (y,) i G, (7.) mozna znajac y, okreslié $rednie
bledy sktadowych naprezes i przemieszezert, Natomiast pordéwnujac 8, z ¥, mozna
oceni¢ maksymalne blédy skladowych naprezed i przemieszezefi. Duze réznice
rhigd'zy 9, a ¥, 0znaczajg istnienie bleddw lokalnych znacznie wigkszych od érednich.,
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"PeswmMe

IDIATEL B IOJIXOOE MEXAHUKY CO CBA3AMNA

B macTofueil paGore chopMymmpoBaEa 340274 AHATH3E, YOPYTHK ONMHT B DOAXOAC MCOKAHRKH
co cpazaMH, BLIBEICEd B KDRBOIMHEHHEX KOOPARHEATAX QCHOBHAML CHCTeMA YPABRECHHH, TO3BOIN
1omad TOAYYATH DEIlenus, OpH moCTYAEpoBaRROR GyHEIHEA HedopyMaugmy. ChopMymupoBan
KpHTEpRIl OTIgHKY TOYHOCTE DOLUCHHN ¥a OCHORE BEJIMMHHEL CHII PeAKIEE, KOTOPBIS ONPefeIHioT
PasMepsl HeYIOBTEYBOPERHAA YpasHeHHH OEHKCRES ¥ TPAHAYHEX YCIOBHH MEXAHMKH CIIONMHEIX
cpen B ©¢ waccHYeckoll (opMyamposxe. PacCyiEACHil HILTHOCT PUPOBALL] UPAMEPOM PELUCHES
samady KpYrosol AT, UpH JBYX HACTHBIX MpHMEpaX QYHEIWR TepeMeITeRuil.

SUMMARY

MECHANICS OF PLATES TREATED AS BODIES WITH CONSTRAINTS

The analysis of elastic plates is formulated as ‘a problem of mechanics of bodies with constra-
ints. The fundamental set of differential equations writien in curvilinear coordinates is derived
which makes it possible to obtain a solution corresponding to a prescribed form of deformation.
The accuracy of the solutions is estimated according to a criterion based ‘upon the depgree of un-
fulfiliment of the equation of motion and the boundary conditions in their classical formulation,
The considerations are illustrated by a solution of the preblem of a circular plate with two patficelar
fotrms of the displacement fanctions. N
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