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WYKORZYSTANIE METODY ELEMENTOW SKONCZONYCH
W PROBLEMATYCE HYDRODYNAMICZNEGO SMAROWANIA .

LOZYSK POROWATYCH : »

KAROL KR ZEMIX § K I (WARSZAWA)

W artykule przedstawiono algorytm rozwiazania réwnafi tuchu cieczy w lozysku porowatym
metoda elementéw skoficzonych, Analiza dotyczy tozyska o skoficzonej diugosci pracujacego
w warunkach tarcia plynnego, wktorym przestrzenny ruch cieczy opisany Zostal w szczelinie smarnej
rownaniem Reynoldsa, a w tulei porowatej rownaniem Laplace™a. Podano opis budowy programu
obliczeniowego napisanego w jezyku FORTRAN 1V, ktéry umozliwia obliczanie rozkladow cid-
nien, nognofei tozyska, kata dziafania obcigzenia oraz wspolczynnika tarcia dia dowolnego ksztaltu
'poprZecznego fozyska i)orowatego i anizotropowe} budowy tulei porowatej.
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WAZNIEISZE OZNACZENIA

dlugosé tozyska,

‘predkosé obwodowa czopa,

nofnosc tozyska,
luz promieniowy, S
wysokosc szczeliny smarnej,

wspolczynniki przesaczalnodei bgdgcc funkcjami wspolrzednych,

ciénienic w filmie smarnym,

cifnienie w tulei porowatej,

jednostkowy wydatek cieczy prostopad}y do powierzchni WGWHQHZIJ“J
tulei porowatej,

przepuszczalnosc,

mimodrodowosé wzgledna,

lepkodé dynamiczna oleju.

1. WsTtEP .

Hydrodynamiczne smarowanie tozysk porowatych stanowi ogolme]szy problem
w stosunku do smarowania tozysk konwencjonalych. W odrdznieniu od lozysk
konwencjonalnych, gdzie przeptyw odbywa sig¢ tylko' w szczelinic smarnej, w przy-
padku lozysk porowatych wystepuje Jednoczesny przeplyw cieczy w dwoch oérod:
kach, tj. w szczelinie smarnej i w tulei porowatej oraz wzajemna cyrkulagja cieczy
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smarnej migdzy tymi obszarami. Komplikuje to analiz¢ zjawisk i w znacznym stopniu
utrudnia rozwigzanie problemu. - ' o

Przedstawiony w pracy algorytm dotyczy rozwiazania metoda elementow skon-
czonych réwnafi cieczy W fozysku porowatym pracujgcym w warunkach hydro-
dynamicznego smarowania, kiedy w tozysku wystgpuje tarcie ptynne. Dla ustalo-
nego, izotermicznego przeplywu cieczy w lozysku porowatym ruch cieczy w szezelinie
smarnej mo2na opisa¢ réwnaniem Reynoldsa, a przeplyw cieczy w tulei porowatej
" réwnaniem Laplace’s, Dotychezas brak jest Scistego analitycznego rozwigzania tych
réwnan, a opublikowane rozwigzania numeryczne dotycza przypadkéw, w ktérych

przyjeto szereg zalozen upraszczajacych dotyczacych tak parametréw geometrycznych
fozyska jak i warunkéw brzegowych [2, 10, 11, 12, 13, 151 16]. Przyjmowane uprosz-
czenia ulatwiaja rozwiqianie zagadnienia, jednakie wyniki takich rozwiazai maja
male znaczenie praktyczne. Obszerne omdwienie tych spraw podano w pracach
6,7, 8i9). ° o '

Znaczne mozliwoci rozszerzenia analizy problemu i ominiecia 'za.}o‘;‘zeﬁ uprasz-
czajacych daje wykorzystanie do obliczen numerycznych metody elementdw skorn-
czonych. ' W opracowanym programie obliczeniowym istnieje mozliwos¢ wprowa-
dzenia dowolnych warunkéw brzegowych dla filrou smarnego, dowolnych ksztattow
szezeliny smarnej, jak rowniez anizotropowego rozkiadu wiasnoéei fizycznych w tulei
porowatej. Program napisano w jezgku FORTRAN 1V, przez co nadaje sig¢ on

do eksploatacji na wszystkich nowoczesnych maszynach cyfrowych.

2. ROWNANIA RUCHU CIECZY 1 WARUNKI BRZEGOWE

Ruch cieczy w lozysku poroWa_tym w przypadku ustalonego, izotermicznego
przeplywu newtonowskiej cieczy niedcisliwej o stalej lepkosel, mozna napisa¢ dla
szczeliny smarnej (obszarﬁ_Q 1) réwnaniem Reynoldsa, a dia tulei porowatej (obszaru
Q,) réwnaniem Laplace’a. Dla lozyska o skoficzonej dtugodei réwnania te napisane
we wspétrzednych walcowych (rys. 1) beda mialy postac nastepujaca [2 1 6]:

\ e B ap\ @ | K dp\ L db
(2.1) N S )=y U T
RE 0 \127q, 20 9z \12n, &/ 2 Rdf
1 a}( apx) 1 a( apx) a( apx)
2. nm——— — — - +__ S .
@2 ERET A G Kra T\ ‘0

Rozwiazanie tych réwnan przeprowadza sie najczeSciej przyimujac nastepujace
warunki brzegowe: :

A) Ciénienie na powierzchniach czotowych tozyska S, réwna sig zeru (W anali-
zie rozpatruje si¢ nadcisnienie w stosunku do ciénienia atmosferycznego).

L Ly .
(2.3) _ P (rsesiz- =Px .r, g: i? =0.
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B) Tuleja porowata jest wcisnigta w nieprzepuszczalny korpus, a wige gradient
ciénienia na powierzchni zewngtrzaej tulei réwna sie zeru:

apx

'—5}: (Rzn 9, Z)EO,

2.4

- gdzie r oznacza normalng do powierzchni.

L2

Rys. 1

C) W przypadku gdy of czopa jest rédwnolegla t_[o osi tulei, gradient ci$nienia
w kierunku osiowym liczony w polowie diugosci panwi jost réwny zeru, tzn.

op*

@ 0) = 6, 0)=0
2.5) 5, ¢ 0, ) =5, (5 6,0)=0.

z
D} Przez powierzchnie wewnetrzug tulet S odbywa sig cyrkulacja cieczy miedzy
szczeling smarng, a tuleja porowata i z warunku ciaglosei przeplywu otrzymuje sie

=0 oraz p==p~,

ap* ’
(2.6) | [k, — = Wo

s

E) Rozpigtos¢ klina smarnego okresli¢ mozna z warunkéw Sommerfelda

2.7 A 7 _ lp +, 0. 2=p (r, =, 2)=p (r, 27, z)7=0,

badZ z warunkow Reynoldsa

ap

(28) r (f‘, 0’ Z)=P (”? gks Z)=O: RS0

dp .
(f‘, gk: Z) ZE (i', 9,(, Z)=0 .

Ponadto przyjmuje sig, Ze ilo&€ oleju w szczelinie smarne;j jest dostateczna do wytwo-
rzenia pelnego klina smarnego.
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3, WARIACYJNE SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Rozwigzanie réwnan rézniczkowych (2.1) 1 (2.2) wraz z warunkami brzegowymi
(2.3)(2.8) przeprowadzi sig, korzystajac z rozwigzania réwnowaznego sformuowaniu
watiacyjnemu. Prowadzi to do po‘;Zukiwania funkeii p,=p-+p®, kiora realizuje
minimum nastepujacych funkcjonatow, okreslonych odpowmdmo dla szczeliny
smarnej (3.1) i tulei porowateJ (3.2}

/] 8p) IS (3p) dp j
3D X(p)=- L
(3.1) (p) 2”[12% ( iz ) U g T 20| dx dz,

gdzie

x=Rf, dx=Rd0
oraz '

o0 xor==y [ o (G (ET]

% rdr d6 dz + f f Wwo pR d8 dz.
by

Funkeji p (x, 2) minimalizi;jqce} funkecjonal (3.1) poszukujemy w zbiorze funkcii
majacych ciagle pierwsze pochodne i spelniajacych warunki brzegowe okreélone na
Sez. Warnnkiem koniecznym i dostatecznym istnienia ekstremum calki we. wzorze
{3.1) jest zerowanie sig pierwszej wariaciji funkejonalu X (p) 14 i 5]. Korzystajac
z definicji wariacii 1 twierdzenia Greena [4] mozna aapisaé :

B\ @ ( I ap‘) 1 ]
3.3 . 6X — S : —_—
( ) (p)= ff[ ( 120, &x )+ dz \12#, &z 2 dx (U!I)+}v°

5 l( a9 2 ép iiU) ]5 d‘ 0
) pdxdz+éf 127, éx T 12y, oz T [HPEED

gdzie n oznacza wektor normalny, skierowany na zewnatrz powierzchni S.

- Aby réwnanie (3.3) bylo spelnione dla wariacji dp znikajacej na brzegu S,
oba wyrazenia podcatkows musza znikaé toz.amofciowo. Jak tatwo stwierdzié
w pierwszej calee funkcja podcalkowa przedstawia réwnanie Reynoldsa i dla p (x, 2),
spelniajacego to réwnanie, catka ta jest zerem. Druga calka ma brzegu S, znika
tozsamosciowo, poniowaz Jp=0, natomiast w plaszczyZnie symetrii tozyska ze
wzgledu na warunek (2.5) przeplyw normalny jest zerem,

Obliczajac nastepnie pierwsza wariacje dla funkcjonalu X (p™) w obszirze tulei
porowatej otrzymuje sie

- ) 1 a o\ 1@ ept\ @ ap*
R Yy e e o I S It U o U

8px kg ap 3 x) ) ]
+fsf[(kr—3r—+7 kz 3 »n»{‘—wo dp ds=
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Pierwsza calka w wyraZeniu (3.4) przedstawia réwnanie Laplace a (2.2) i dla funkeji
P (r 9 z) speliajacsj to réwnanie calka ta jest zerem. Calka powierzchniowa zeruje '
sig na powierzchniach czolowych, bowiem dp*=0, a na powierzchniach § i S, wyra-
Zenie w nawiasie kwadratowym }est Zerem.

Aby poszukiwane rozwigzanie bedace suma p,=p +p* stanowito minimum ab-
solutne obu {unkcjonaldw, musza byé spelnione dodatkowo nastepujace nieréwnosci:

jE

1290, °

(3.5) 92 X(p)‘ =0 oraz 2 X{(p)=k,20

Sa one spelnione, zaréwno bowiem funkcja /i jak i parametry o i k, 5a dodatnie.
Zatem funkcja p, (¢, 0, 2) jest stacjonarna i uzyskane rozwigzanie wariacyjne. jest
- réwnowazne rozwigzaniu réwnan- Reynoldsa i Laplace’a.

4. DYSKRETYZACIA OBSZARU TULEI POROWATE) ZA POMOCA IZOPARAMETRYCZNYCH
_ELEMENTOW PRZESTRZENNYCH

Tuleja porowata podzielona zosta}a na 1zoparametrvczne przesnzenne el=menty
skoriczone, ulozone centrycznie w kilku warstwach na gruboei tulei (rys. 2). Ze
wzgledu na symetri¢ rozkiadu cifnied w kierunku osiowym wzgledem plaszezyzny
$rodkowej lozyska oraz oszezednoéé czasu liczénia — rozwigzanie przeprowadza sig
tylko dla potowy diugosci lozyska. Poszukiwana funkcja p¥, w tym przypadku rozklad
ciénief, reprezentowana jest przez wartodci cignien w punktach wezlowych elementu,
Przebieg zmienncsci cifnienia wewnatrz elementu opisujé si¢ przez funkeje ksztaltu
elementu, ktdre okredlane sg w'lokalnym uktadzie wspotrzednych v, i, {. W analizie

Rys, 2
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wykorzystano 8-wezlowy element ‘prz-estrzenny, znormalizowany na bazie prosto-
padiodcianu, dla ktdérego funkcje ksztattu maja postaé. [7]

4.1) : Ni?l(l+v)_(1+n) (1+0.

Lokalny uktad Wspolrzgdnych {rys. 2) tworza} wspoirzedne znormalizowane okreslone
przez nastgpujace wzory:

44, _r—re . z—z,
y= CL 5 7?_ H > C_‘ b ¥
(4.2) .
Y — . d
dv—; do, dr;r—}? r, _b 7.

Przyjmuja one wartosci +1 w purktach weziowych elementu. Jesli wykorzystujemy
funkcje ksztaltu, to relacje miedzy ukladem: globalnym (walcowym)} a ukladem
lokalnym mozemy jednoznacznie okredli€ za pomoca nastepuigcych wzorow:

_ F=Nyr 4Ny ... +Ng rg=[N]{r}e,
(4.3) . B=NU 0N, O+ 4N 05=[N1{0}°,
z=N, z; +N; z;+ ... +Ng zg=[N] {z}*. ~
Dia elementu izoparametrycznego zmiang ci$nienia wewnatrz elementu, wykorzy-
stujac lokalny uklad wspéirzednych, moina przedstawié w przyblizeniu w postaci
(449 P=N pi AN, pi+ . +Ns pp=IN] {p"}",.

gdzie {p*}° jest macierza kolumnowa cisnied w punktach quiowych element.

Minimalizacje funkcjonatu X (p"') prieprowadza sig wzgledem wszystkich para-
metrow wezlowych {p*} poszukiwanej funkcji cisnienia. Korzystajac z addytywnodci
calki z wzord (3.2) ofrzymuje si¢ '

M
(4.5) X (py= XX (p"
- .
oraz ;
X _ & XY _
a{p} %’. a7
gdzie M jest liczbg elementéw, na ktdre podzielono tuleje pmbwata Dokonujac

réiniczkowania funkcjonalu Xe(p*) wzglqdem jednegoe z parametrow wezlowych
rotlzymuje sig ‘

(4.6)

axe ke dp* (Bpx)
SR ‘*“—fff[‘r o 8pt( ) a0 g\ a6 )t
ap* 3 (a
' oz dp

)]rdrdomffwo 2 ~ Rdodz,
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gdzie
p* s N, ap* - &, ON,

—Z a T *td.

a0
Operacje réwniczkowania wystepujace w wyrazeniu (4.7) oraz obliczenic tego wy-
razenia przeprowadza si¢ w ukladzie lokaltiym, wyixorzystujqc nastfgpujqcc trans-
formacie:

E=1

1 6N, a0 ar 9z || ON, - 6N,
' oy v av|| e F
oN, | oo o 0z aw, oN,
“o o (Te e En o =V
N, | o8 or ez|fen | an,
at | loc ac o | | oz 2z
Dia elementu objetosci mamy _ ' _
(4.9 rdr df dz=(nH+r.) det [J] dv dy di=cHb (nH ++,) dv dy d¢ .

Przeprowadzajac minimalizacie funkcjonalu w obszarze elementu wzglc;dem WsZyst-
kich Osmm parametrow otrzymuje sig
@

. oxe :
(4.10) T [Sy 48+ 807 {2} +{Q} =S¥ {p}+{0}

gdzie {#}°= f [ W IN] a’a wystepaje tylko dla elementow przylcg!ych do powxe—
rzchai S.
Magierz [S]° jest suma trzech podmamerzy, ktére obliczane sa nastepujaco:

. . ‘ kGHb Sll S12
4.11 , S
@10 B Sas Saa

gdzie _ -
11=4 [T] Si2=8,=B [ri, S22=C[T],
(H+r)? Hir, 4 4H -2,

| d= §7E in r—H 7
P H2—r? n Htr, + 2r:  [T}l—macierz wspélezynnikéw
- H® r—H B’ statych o wymiarze 4x 4
B (H+rc)21 H+r, 4H+2r, ”
T ro—H H*
_ 4,2, 1,2
: . kabr,t D, —D 2,4, 2,1
{4.12) [S,] TI8H _p, D’ D= 1,2 4 20
. 2,1,2 4/
) : szLH ZlIs le
4.13 : =
(4.13) N I 18D |2y, Zan i’

Rozprawy InZynlerskie — g
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gdzie
Z11=(H+2?'c)'{Z], Ziz=22imi‘c [Z]’ ZZZ=(2"CF_H) [Z],

a [Z] oznacza macierz wspdlezynnikéw statych o wymiarze 4 x4,
Po przeprowadzeniu sumowanja dla calego obszaru tulei porowatej otrzymuje si¢

oxX(p") _
o{p} ~
gdzie [S] oznacza macierz przepiywﬁ o wymiarze m < m (m jest iloscia wezlow w ob-
szarze 2.} oraz {0} kolumnowa macierz wydatku powierzchniowego 0 wyntarze »n
(n jest iloscia wezdéw na powierzchni S). -
Minimalizacja funkcjonalu prowadzi do ukladu m réwnan liniowych, w ktérych
niewiadomymi sa wartosci ci$nieri w punktach weztowych.

(4.14) 151{p*}+{Q}=0,

5. MINIMALIZACJA FUNKCJONALU W. OBSZARZE SZCZELINY SMARNEJ

W szezelinie smarnej gradienty cisnienia wystepuja tylko-w kierunku obwodowym
oraz osiowym lozyska, co wynika z réwnania Reynoldsa (2.1) i ma swoje odzwier-
ciedlenie w funkcjonale (3.1). Natomiast wzdtuz wysokodei szezeliny smarnej przyj-
muje sig, Ze ciSnienie jest state. Z tego tez wigledu minimalizacje funkcjonatu X (p)
mozna przeprowadzié na plaszezyznie x, z. (rys. 3), kidra jest rozwinieciem wewnegtrz-
nej powierzchni panwi porowatej. Nalezy przy tym pamietaé, ze wezly o wspdlrzed-
nej x=0 i x=2zR sa tymi samymi weztami, dla ktdrych powinien by¢ spetniony
warunek brzegowy p (0, 2)=p (27R, z)=0. '

z§

L7
BN
LS
<D
!

f 25k 1 x=RE = -

- Rys. 3

Dyskretyzacji obszaru filmu smarnego dokonano na ‘elementy prostokatne,
ktore stanowia Sciany boczne elementéw 8-wezlowych przyleglych do powierzchni -
wewnetrznej tulei porowatej. Traktujgc rozpatrywany element jako liniowy i izo-
parometryczny, niezbedne do opisu tego elementu zalezno$ci mozna otrzymac bez-
poérednio ze zwigzkéw podanych poprzednio dla elementu przestrzennego, sprowa-
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dzajac je do ukladu plaskiego. Wsp_éhzedne znormalizowane, ktére stanowig lokalny
uklad wspéhzgdnych (rys. 3) okreslone zostaly nastgpujacymi wzorami: '

Vz_m..__, V(l]):_jd_.,x_'
-
.1)
-z, o= ld
o b » C b .z

Zwigzki migdzy uktadem globalnym x, y lokalnym v, { przy wykorzystanin funkcji
kszialtu dla prostokatnego 'ellementu izoparametrycznego mozna przedstawié na-
stepujaco: : :

[

5.2) le;\rf Xy +N; X, + Ny x+N,, x,=[N] {x}e,
' z=N; Z;"]‘Nj éj+Nk zZi+ Ny, émz[N] {Z}e-

Funkcje ksztaltn w tym przypadku bedg okreslone wzorami [3 1 7]:

. i ’ ’
(5.3) Ne=7 (Hw) (140G,

gdzie, v,=+1{=+1 sa wartoiciami wspolrzednych v, { w punktach wezlowych
elementu. ) :

Zmiang ci§nienia wewnatrz elementu mogna w przyblizenin przedstawié w postaci:
(54) i . p':NiPi+NJPJ+NI;P.F;+MHPMEIN] {p}ea

co, jak fatwo sprawdzié, odpowiada liniowej zmianie ci$nienia w kierunkach xi z
napisanej dla elementu w ukiadzie globalnym '

(5.5) - '. p=d+b, x+c, z,

~gdzie ay, by, ¢, sa to wspolezynniki stafe. .

Zatem pierwsze pochodne ci$nienia wystepujace w funkcjonale (3.1) wewnatrz
elemeéntu majg wartodei stale i zapewniona jest cigglod¢ tych pochodnych na grani-
cach elementow. : : '

Mihimalizacj@ funkcjonatu X (p) wzgledem parametrow qulowych przepfpwa—
dza si¢ element po elemencie, Poniewasz,

(5.6) X ()= DX (p), o -

przeto

L) Eaxe)
& EORP T
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gdzie K oznacza liczhg elementow prostokatnych na p0w1erzchn1 S. Dla kazdego
elementu mozna napisac przeprowadzajac rézniczkowanie:

‘ axe (n 1 h? ap d Bp h* dp 9 [dp
68 = ff[ =)+
ap; p) 12110 Fx 8p, 12170_ dz dp; \ Oz
o J [éop
+—hU 31;:(—)] dx dz— f f wo—-—dxdz

gdzie S° oznacza p0w1erzchn1q glementu.

Obliczeric wyrazenia (5.8) przeprowadza si¢ W lokalnym ukladzie wspolrzed-
nych v, {, wykorzystujac nastgpujace wzory:

AN, “ AN,
o ;:_6?-}7{9 ’ 2 Oz Pis
P (Bp)_ aN, j_(ap) aN

ap, \ éx ax’ dp, \dz T oz

(59

oraz transformacje wspéfrzgdnycﬁ

ON,\ \dx 8z Ny oN,
oy v v dx
(5.10) = ={J]
: aN, ox oz || e oN,
4 _ AR 9z

Dla obliczenia pochodnych’ globalnych nalezy dokonaé odwrécenia we WZorze (5 10):

oN,
N, oy 1 N,
10 éx an | @ e
_ e
Dia elementu powierzchni otrzymuje si¢ |
(5.12) dx dz=det [J] dv d{=ab dv d{.

Wykorzystujge pov@yiszg wzory\wyra.zcniu (5.8) napisanemu w ukiadzie lokalnym
nadamy postaé )

) 1 1 13
Gy =) J - oy (== =04 9

3

h
+ () (=01 {p}— 1927, T A +UFOU=0= 1+Ha-0-

-1-1

(L g)Z]{p}Z——m(l v)}abdde ffwoN ab dv df .




WYKORZYSTANIE METODY ELEMENTOW SKONCZONYCH.. 85

Pochodng (5.13) oblicza sig w rozbiciu na poszczegdlne calki. Chociaz w nawiasach
kwadratowych wystepuja proste funkcje, to jednak ze wzgledu na potege h® wyste-
pujaca przed nawiasem kwadratowym obliczenie si¢ komplikuje.

Wysoko$é szcieliny smarnej przy rownoleglym polozeniu osi czopa i tulei mozna
okredli¢ ze wzoru (5.14) napisanym w ukladzie giobalnym:

(5.14) h=c (1-+ecos ).

Wykorzystujac funkcje ksztaltu (5.3) zmiang wysokoSci szezeliny smarnej wewngtrz
elementu mozna w przyblizeniu przedstawi¢ w postaci

(5.15) : h=N, bt N b+ Ny by A- Ny =[N {3

Przyjmujac ponadto, ze h;=h,, oraz k, -hk, po dosé zmuc[nych przchczemach otrzy-
mu]e sie;

ax b ,
(16) ™ " aagy a (R Rk 1) 2] {pY—
—1 .
a ab? 1 ‘
“‘%E[M]'{P}"‘l‘ i Ulth) | g |-{e)
' ~1

gozie [z;]—macierz wspdlezynnikéw stalych (4 x 4)

Ay, By, "B1 "AL,
By, Dy, -D, —B,
-8B, =Dy, +Dy B, |’
_Aia _Bza Bl Al:

Ay =108+ 13+ 6h% hy+30% by,
B, =2h3 + 213+ 30} h;+3h% by,
Dy =h] + 1083+ 30% hy+6R% b,

M=

{ok _f f[N Wo db dv i .

—-1-1
W kofcu wyrafzenie (5.16) mozna napisaé w postaci

e

a1{p}y°

(5.17) =[GF {p}*+{F}*~(Q}",
gdzie

2

I
U(ki+hj) )

try=

G

Dla calego obszaru szczeliny smarnej otrzymuje sig

(5.18) =[Gl {p} +{F}-{Q}=0,

X
a{py
gdzie [G] oznacza macierz przeplywu. o wymiarze . nXn oraz {F} {Q} macierze
kolumnowe 0 wymiarze n. :
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6. KONSTRUKCIA ROZWIAZANIA

W wyniku minimalizacji funkcjonaléw w obszarze tulei pérowatej._i szezeliny
smarnej otrzymuje si¢ dwa uklady réwnan liniowych (4.14) i (5.17)
[s1{p}+i2l=0,
Gl {p}+{F}—{Q}=0.
Poniewaz minimalizacja funkcjonalu w obszarze szczeliny smarnej Q, dotyczy po-
wierzchni wewnetrznej tulei _porowatej, ktora jest powierzchnia brzegowa obszaru
£, sprzggajaca oba obszary przez warunek cigglosci przepltywu (2.6), przeto powyz- .
sze dwa uklady réwnaf mozna sprowadzi¢ do jednego ukladu réwnad iiniowych.
Rugujac z obu ukladéw réwnan wydatek powierzchniowy {G} uzyskuje si¢
(6.2) [$'] {p.}+{F}=0,

gdzie

(6.1)

[S']=[S1+10].

Wprowadzajac warunki brzegowe i rozwiazujac ukled réwnan (6.2) otrzymuje si¢
rozklad cifnien w lozysku porowatym, opisany przez wartofcl cifnien w punkiach
weztowych.,

Uklad réwnas (6.2) mozna otrzymac bezposrednio, traktujgc tozysko Jako jeden
obszar skladajacy si¢ z dwoch podobszardw (szczeliny smarnej i tulei porowatej)
=0, 48, o réznych wlasnosciach fizycznych. Wéwczas warunek brzegowy (2.6)
okreélajacy cigglosé przeplywu przez powierzchnie rozgramcza]ch dwa podobszary
sprowadza sie do warunku wewngtrznego.

Z, punktu widzenia realizacji programu obliczeniowego optymalny jest przypadek,
gdy cala macierz przeptywu [S”}i wekftor prawych stron {F} mozna zmie§ci¢ w pamig-
ci operacyjnej. Jak wiadomo, korzystanie z panigci zewnqtrznej W powazinym stopniu
Wydluza czas obliczen. :

" Macierz przeplywu [S?] jest symetryczna i pasmowa, stad w obliczeniach wyko-
rzystuje sig polowg szerokosci pasma. Na ‘szerokosé pasma istotny wplyw ma nu-
meraqa wezléw, ktéra nalezy tak przeprowadzal, aby szeroko§¢ pasma byla naj-
muiejsza. W przypadku weztéw lezacych na powierzchni wewnetrznej panwi wyrazy
macierzy przeptywu S, sa sumg wyraZzef S; oraz G;. Wektor prawych stron {F 1
ma wyrazy niezerowe tylko dla wezlow lezacych na pow1erzchm wewngtrznej panwi.
Do tak zbudowanego ukladu réwnath wystarczy wprowadzié tylko warunki brzego-
we (2.3) oraz (2.7), poniewaz warunki brzegowe (2.4) i (2.5) sa sutomatycznie spel-
nione przez funkeje minimalizujaca funkcjonal (co wykazano w punkcie 3), a wa-
runek brzegowy (2.8) wprowadza sig w dalszym etapie obliczen (p. 8). Wyprowa-
dzenie warunkéw brzegowych (2.3) oraz (2.7) ze wzgledu na ich jednorodnosé jest
szczegolnie proste. W tym celu dla danego wezla brzegowego nalezy wyzerowad
odpowiedni wiersz i kolumn¢ macierzy, a na glownej przekatne] postawié jedynke; -
ponadio nalezy wprowadzi¢ zero na odpowiednia pozycje wektora prawych strom.
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Do rozwiazania ukladu réwnaf (6.2) wykorzystano metode eliminacji Gaussa.
PoniewaZ wyrazy na gléwnej przekgtnej maja tu wartosei kilkakrotnie wicksze niz
lezace poza nig, odpada potrzeba poszukiwania elementéw glownych. Schemat
logiczny programu przedstawiono na rys. 4.

(o]

;

I ng?‘a;i dane zadania . i 7
!

L Oblicz wspdirzedne weztdw }

I " Zhuduj m&c:’erz potaczer ]

i - Zbudyj magierz przeptywu i

!

! Wprowad? . warunla brzegowe I

; ; : ; ok
Cey prerwsza iferacja >—-§

f
Warowad? dane ileracji i
g
! _ Rozwiaz ukfad rownan ]

| T

Oblcz wekfor obcigzenia W
. oraz Wy, Wg, fgy, §

r o Drukuf wyniki - J
l :

Tak - ; Mie
lﬁ—< Czy ostatnia iteracja >—

¥
! Karuet: abn‘aczen i

Rys. 4

7. NOSNOSC LOZYSKA ORAZ POLOZENIE WYPADKOWES SILY HYDRODYNAMICZNEGO
' WYPORU

Po obliczeniu cisnied w punktach wezlowych mozna obliczyé wypadkowa sile
hydrodynamicznego wyporu dzialajacq na powierzchnie panwi, ktéra w przypadku
gdy miedzy powierzchniami panwi i czopa wystepuje tarcie plynne jest réwna noé-

kS
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noéci lozyska. Warto§¢ sily hydrodynamicznego wyporu dzialajaca na prostokatny
element lezacy na powierzchni S (rys. 5) moZna obliczy¢ ze wzoru

N

_ _ L
7.1 R":ffpdxifz=db(pi+Pj+Pk+Pm)=abZ P
se i=1
zj
m. k
!
o k
___——x—;—‘——"———-—‘—ﬁ;l-
- - |
Rys. 5

Wspohzgdne przyloZenia sity R® mojna okreslié ze Wzoréw

xpdx d .
A EE ) e 2 6
! pr dx dz B 3 . D +P; +pk +Pw

(7'2), _1 (22,4 2) (pe+P) + (2 220) (Pe + D)

Z,, Y
3 :

2 b
i=1

Wspdtrzedna z, oblicza sig tytko w przypadku, gdy o$ czopa nie jest réwnolegla
do osi tulei, Je§li obie osie sg rownolegle to poszukuje sig tylko kata poloZenia
wypadkowej sily wyporu hydrodynamicznego, gdyz w kierunkn osi z bedzie ona
polozona w potowie: diugosci Tozyska. ‘ '

Rys. 6
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Kat dzialania wypadkowej sily hydrodynamicznego wyporu dla pojedynczego
elementu wyniesie
xﬂ
R )
. Dodajac sily dzialajace na poszczegdlne elementy, moZna obliczyé calkowity sile
hydrodynamicznege wyporu i kat jej dziatania. Przyjmujac ukiad odniesienia jak
na rys. 6 oraz pomijajac sily tarcia jako bardzo male, skfadowe wektora obciazenia
zewnetrznego mozna obliczy¢ ze wzordw

(7-:3) ‘ o=

L
291(

'Wh¥ ffpcosBRdez-— ZRECOSHE
: _Lo

2

2
2 e

ffpsmGRdez_ZResmge :

0

(7.4)

2 .
Wektor obcigzenia zewnetrznego czyli no§nosé tozyska otrzymuje si¢ sumujac geo-
metrycznie obliczone wektory Wy i Wg:

(1.5) W=V Wi+ W2,

Katdziatania obcigzenia oblicza sig ze wz.(‘)ru '

(7.6) ' ‘ tgw= —W& .
Wy

Majac obliczone powyzsze wielkosci, mozna obliczy¢ pozorny wspdlezynnik tarcia
w lozysku: ' )

ce 2% 1o URL

RSV T

.7 =

8. PODSUMOWANIE

Rozwiazujac uklad réwnan (6.2) z pominigciem warunku brzegowego (2.8) otrzy-
muje sig w filmie smarnym rozklad ciénien pokazany na rys. 7. Rozpigtos¢ kiina
smarnego mozna okreslaé z warunkéw Sommerfelda (2.7) badZz Reynoldsa (2.8).
Wykorzystujac w obliczentach warunki Sommerfelda, pomija sig strefe wystgpowania
ujemnych cidniet jako sprzeczng z zasadg ciaglodci przeplywu cieczy, przyjmujac
w tej strefie stala warto$¢ cisnienia p=0. Jak w takim przypadku wygladaja rozklady
ciéniefi w obszarze tulei porowatej pokazano na rys. 8, 9 i 10,

Wprowadzenie do-obliczent warunkéw Reynoldsa uzyskuje si¢ na drodze itera-
cyjnej. Majac rozklad cisnien uzyskany z rozwigzania bezposredniego, przeprowadza
sig dalsze rozwiazania, wprowadzajac kolejno w-miejsce ujemnych ciénien, cinienie
p=0. Ten tok postepowania prowadzi si¢ do.momentu, kiedy w obliczeniach nie
wystgpujg ciénienia ujemne.
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Po przeprowadzonych iteracjach uzyskuje si¢ nowy rozklad ciéniefi w filmie
smarnym oraz wzrost rozpigtosei klina smarnego, ktorego gram’ce‘ wyznaczone bedg
warunkami (2.8). Uzyskane w ten sposéb rozidady ciénied w filmie smarnym dla
izotropowej tulei o wymiarach 220/ 3020 mm majacej przepuszezalnodé @ =
=14+ 10~1* m? pokazano na rys. 1.

Obszerne zastosowanie programu do analizy zagadnienia hydrodynamicznego
smarowania tozysk porowatych przedstawione zostalo w pracach 7,81 9}

Mimo ze program napisany zostal pod katem zastosowania go do analizy zagadnie-
nia hydrodynamicznego smarowania lozysk porowatych, to jednak réwnanie dobrze
moZe byé wykorzystane do rozwisgzywania szeregu problemow fizycznych opisy-
wanych przez rownanie Laplace’a ¢zy Poissona. Na podkreslenie zashiguje réwniez
fakt, Ze catkowanie funkcji zawartych w macierzy elementu dokonano w sposéb
Scisly, co ma zasadniczy wpiyw na dokladnoéé obliczefi i skrécenie czasu ich trwania,
Program jest prosty w eksploatacji | moze stanowi¢ szybkie 1 laiwo dostepne narze-
dzie do rozwigzywania wielu probleméw technicznych. Wymienié tutaj mozna migdzy
mnymi: 1) filiracjg cieczy przez osrodki porowate w zastesowaniach zwlaszeza w bu-
downictwie wodnym czy ladowym, jak réwniez w eksploatacji 746z ropy naftowej;
2) laminarne przeptywy cieczy; 3) przewodaictwo i wymlana ciepta oraz 4) rozklady
potenciati elektrycznego i magnetycznego.

Do analizy tych probleméw mozna niemal bezposrednio wykorzysta¢ opraco-
wany program obhczemowy W zaleznoéci od potrzeb i zakresu zagadnienia mozna
wykorzystac caly program, bad# tylko jego fragmenty zwiazane z réwnaniem La-
place’a czy Poissona (Reynoldsa). Do analizy pracy tozyk konwencjonalnych wy-
starczy np. wykorzystaé tylko rozwigzania réwnania Reynoldsa. Sprowadzajac to
réwnanie do postaci uproszczonej odnoszacej sig do tozyska waskiego (pomijajac
w réwnaniu (2.1) wyraz zawxerajqcy dpjed), dla ktorego 1stn1eje rozwigzanie §cisle,
réznica miedzy wynikami otrZymanymi z rozwigzania numerycznego (nawet przy
niezbyt gestej dyskretyzacji rozpatrywanego obszaru np. 400 wezléw) i analitycznego
wystapita na czwartym miejscu znaczacym. Otrzymano réwniez dobra zgodno§é
wynikéw obliczen numeryeznyeh z wynikami eksperymentow dla calego programu
dotyczacego lozysk porowatych co zostalo przedstawwne w pracy [9].
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PeazwoMe

MCIIOJIB30BAHUE METOJIA KOHEUHBIX DJIEMEHTOB
B MPOBJIEMATUKE THAPOAUHAMUYECKOM CMA3KHA

B crathe TpeECTARNEH ANTOPUTM peHIeHAs YDZBHCHER JBMWEHES JKEIKOCTH B TODHCTOM
NOATMIHAKE METOLOM KOHGIHEIX 3MEMEHTOB., AFaIE3 KACACTCH MONMMAMENEA KOHEHHON IIEHEL,
paboTatomlere B yCHOBMAX JKHIXKOTO TPEHES, B KOTOPOM HOPOCTPARCIBEHHOC ABIUKEHAE WITKOCTE
OIHCAHO B CMA3CTHOH meNnn ypapEenueM Peffnonsaca, 2 B HOPHCTOH BTyike ypasmerneM Jlamnaca.
Ilprpemeno omvcadue CTPOSHHS pacHeTHON TIPOrpaMMEl, HalHCAHHOM Ha Asmxe Doprpan IV,
KoTopad AacT BO3MOKHOCTS BRMMCINTE DACKPEICACHAS NABACHWH, HecyrueH cnocoﬁn@c*rﬂ noJ-
WIHAHAKR, YITA HeHCTBMN Harpysku ¥ Ko3hdumumenta Tpepdst AT OPOM3BONBHOE HOWESpedHON
(HOPMEI FIOPHCTOTO NOANMIHIKA H AHW30TPONHOID CTPOEHEY MOPHCTOR BTYIKH,

SUMMARY

APPLICATION OF THE FINITE ELEMENT METHOD TO THE PROBLEMS OF HYDRO-
DYNAMIC LUBRICATION

This paper presen:s an algorithm for solving the equation of motlon of lubricants in potous
bearings. An analysis is made for the bearing of finite length, working under hydrodynamic lubri-
cation condition. Th2 theree-dimensional motion of the lubricant in the clearence space and porous
bushing is describsd, by the Reynolds and Laplace equations respectively. A computer program
written in FORTRAN 1V is described. The progfam can be used to determine the pressure distri-
bution, the. bearing load capacity, the angle of action of the Toad and the coefficient of friction
for any shaps of the parous bsaring and amsotropxc properties of its material,
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