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DUZE ODKSZTALCENIA SZTYWNO PLASTYCZNYCH CIENKICH
POWLOK

GRZEGORZ G ASIAK (OPOLE)

Przyjmujac sztywno-plastyczny model ciala oraz sztywnodé na zginanis i Sciskanie réwnag
Zeru, W pracy przeprowadzono analize statecznoci cienkich powlok o poczatkowym cylindrycz-
nym kszialcie ze sziywnymi swobodnie przesuwanymi denkami obciazonych ci$nieniem wewngirz-
nym. Zastosowano przy tym cdksztalceniows teorie plastycznodci uogolniona na zakres dufych
odksztalcen. W pracy wykazano, Ze pray nicktérych parametrach wzmocnienia materiale moze
wystapié zjawisko niestateczanotci powloki w chwill uplastycznienia.

. .

I, Wstre.

Zastosowanie teorii duzych odkszialcert do obliczen cienkich powlok poddanych
ci$nieniu wewnetrzaemu daje mozliwoéé okrelenia ich no$noéd, {j. wyznaczenia
ebeigZenia granicznego, ktére w literaturze przyjeto nazywaé obciazeniem kryty-
cznym przy rozcigganiu {1 i 2]. Przy tym moZna przeanalizowal i calv proces
odksztatcenia powtoki do chiwili utraty jej noénogei. Oprdcz tego okreélenin podie-
gaja stan napreZenia, zmiana ksztaltu 1 grubo$é z narastaniem obciagenia.

Poviewaz w teorii duzych odksztalcenn uwaza sig, Ze odksztalcenia spreZysie sa
znikomo male w pordwnaniu z plastycznymi, przeto wykorzystanie sztywno-plystycg-
nege modelu ciala okazuje si¢ w pelni uzasadnione. Ten model ciala w teorii duzych
odksztaicett byl wykorzystywany w szeregu prac. Jednak konieczne jest tu zwrécenie
uwagi na niektére osobliwosci zwigzane z zastosowaniem mwodelu sztywno-plastycz-
nego ciata w teorii duzych odkszialced.

Stosujac ten model dla teoretycznego wyznaczcma obciazenia krytyczaego ap-
torzy prac [3-5] sygnalizvja wystepowanic zjawiska niestateczr ofci powloki w chwili
uplastycznieria, lecz nic poddaja go analizie. Opis fizycznej strony powyZszego
zjawiska zawarty jest w pracy [6]. Nalezy podkresli¢, ze przy wyznaczepiu obcigZenia
krytycznego jesteSmy zmuszeni braé pod uwagq caty Wykrcs odkszialcenia, poczaw-
szy od punktu zerowego (rys. 1).

Dla odcinka poczatkowego wykresu odksztalcenia SZLYWDO- plastyczn620 ciala
przy intensywnosci odKsz!alosn &, Tdwriej zeru i intensywnoécl naprgzeil o; mniejszej
od granicy plastycznoscl ¢, zwiazek miedzy intensywnoscia naprezefi i-odksztatcen
jesi nigjednoznacmy, a w punkeie o wspolrzgdnych ¢,=0, 6,==6, pochodna inten-
sywnofci napreZen wzgledem mtensywnoscl odksztalcen jest nieciagla, poniewaZ
nieskoficzona warto$é tsj pochodnej zmienia sig na skoficzong. Wiasnie te osobli-
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wosci doprowadzify do tego, Ze przy wyznaczeniu obcigzenta krytycznego autorzy
prac [3-5] otrzymali klasg powlok, ktéra byla niestateczna Juz w chwili upIastycz-
nienia.

£ =inlleg)’

Rys. 1. Schematyczny wiykres odksztalcenia dla modelu sziywno-plastycznego materialu o pbt@-
ZOWYMm wZmocnieniv

Celem niniejszej pracy jest przeprowadzenie analizy wyZzej wymienionego zja-
wiska na przyktadzie obliczen cienkich powlok o poczatkowo cylindryconym ksztak '
cie ze sztywnymi swobodrie przesuwnymi denkami, obcigzonych réwnomiernym
ci$nieniem wewngtrznym, a tym samym i okreslenic obciaZer uplastyczniajacych,
powyzej ktdrych rozwiazanie powloki wedlg teorii duzych odksztalessi jest popraw-
ne w przypadku wykorzystania sztywno-plastycznego modelu ciala.

2. ZALOZENIA WSTEPNE I ROWNANIA POWLOKI

Zaklada sie, e sztywno$é powloki na zginanie i Sciskanie jest réwna zeru, a takse
przyjmuje si¢ zwykle zalozenia teorii cienkich powlok. Przyjeto réwniez, Ze cylin-
dryczna powloka w procesie odksztalcenia zostaje cialem osiowosymetrycznym
(rys.2). . .

Powierzchnie $rodkowa powloki rozpatrzono w nastepujacym bezwymiarowym
cylindrycznym ukladzic wspdlrzgdnych odniesionych do R,: promienia nicod-
ksztalconego cylindra, wspdhrzedanych xQy, poczatek ktérych zwiazano ze $rodkiem.
jednego z denek. _ R }

Niech £ i 5 beda wartosciami x i y przed odksztalceniem. Odksztaleenia gldwne
liczone w mierze logarytmicznej Hencky'ego sa- nast{:pu_]qce &, poludnikowe, ¢,
rownoleznikowe i ¢, normalne do powloki dla dowolnego ustatonego stanu obeig-
zema okreflamy je ze wzoréw [7]

d. 1 '
@y . gy ==]n (—)i ) , &=lx, ey=Inh,
o dn cos g _ :
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gdzie h=H/H,, H— grubo§¢ odksztalconej powloki, H, — grubosé poczqti:zowa,
@ — kat, zawarty pomu;dzy styczng do poludmka a plaszczyzng prostopadly do osi
obrotu (rys. 2).

n

- 9

1

= &
;
[ ' P
ANES 3
%=1 o ¥
Rys. 2. Powloka przed - ——-— i po odksztalceniu

Przyjeto zaproponowane przez.DAvisa i NADAI [8, 9] zaleinosci miedzy napre- -
Zeniami 1 odksztalceniami, ktdre moina uwazaé jako ekstrapolac_;q na zakres duzych -
odk ztalcen podstawowych zalenosci odksztatceniowej teorii plastyeznodci [10].

~ Réwnania odksztalceniowej teorii plastycznosci Davisa—Nadai’a dlrl cwnklej
osiowosymetrycznej powloki majg postaé [11]:

2.2) . oi=Kp;=Kf tgz) s
(2.3) : &y 48, +83:0,

E1—&» _ £y —&3 _ 3 — &y 3 &;

Pi—=p: P ;Pa Pa—M 2 I

(2.49)

gdzie K oznacza stala, majaca wymiar néprgienia 1 i p, odniesione do tej wielkoéci
poludnikowe 6, 1 réwnoleznikowe o, naprezenia (03 ~0); /(&) funkcje, ktéra moze
byé¢ dana graficzaie lub za pomoca funkeji, aproksymujacej ten wykres; o, i ¢ in-
tensywnodci ndprqzen i odksztalcen okreslone odpowiednio wzorami:

(2.5) o= l/ai—i- oi— 0, E;, g QL]/(al — &P (e, —‘33)2 -er(.'s3 -8 )2,

ankcjr; (2.2) aproksymowano potggowa funkc;a [13]

(2.6) : Fle)=—=(d+e)",
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opisuja wykres odkszialcenia przedstziwiony na rys. 1, gdzie 4 oznacza bezwymia-
rowy wspolezyanik (n<1). ~
Réwnania réwnowagl odksztalconego elementu powlekl maja.postaé {7}

d
2.7 (xhp, sin p)=0x, T {xhp)=ps I,

dx
gdzie Q==(qR,)/(KH,) oraz g ozracza intensywnos¢ cinienia wewnetrzinego.

Na podstawie réwnan réwnowagi (2.7), fizyczaych (2.2), (2.3} 1 (2.4) i geometrycz-
nych (2.1) — otrzymano nastgpujgee vkiady rownan: '
dx cosg dy  sing

an ST dy xh
(A4e) 322 I x+Inh+1)—2 (I x+ .
©.8) dh- cos g - 20n B) {20 x-Hia BY]+20e, (In x-+2In B) (2In x+1n A)
' df] x? (A+e) [Bel (In x+2nh+2)—2 (In x+
: +2ln 1?14 2, (In x + 0l B)?

oraz
' Qx
2hpy

@ =arc sin

2 (A +8)"

2.9 - plz———(lnx+"21nh)—t——),
3 &
(A +e)"

[

2
= (nx—In k)

Dla ukladu réwnas rézmiczkowych (2.8) mamy nastgpujace warnaki brzegowe:

1 1 2 !
(210) ﬂmOZ x=1, y=09 h-_:ho,\ I ='Ep1 1/3 (A+ /r |1ﬂ ho{) s

. ‘ l]_ A
(2.11) o 3t P
gdzie paramety fy, kidry nalezy okreslaé w procesie catkowania, oznacza grubosé
powloki przy denku (7==0) a 7, odniesiora do 2R, poczatkowa dlugo§é powloki.
W przypadku gdy 4==0, funkcja (2.6} przyjmie postac [12]

: o

@12) Fled="=oh

a uk}afiy rowaan (2.8) i (2.9) begda wowezas identyczne 7 otrzymanymi W pracy 11].
Gdy w réwnaniu (2.6) przyjmismy n=11 4=1/4, gdzie 1=K/a,, to otrzymanmy

nastgpujacy funkeje:

. . ) G"i 3
(213) : f(85)=?21+}u8“

a2
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kitéra opisuje wykres odksztalcenia dla sziywno-plastycznego modelu materialu ze
wzmocnieniem Hniowym [14].
Uklady réwnan (2.8) i (2.9) maja w tym przypadku postac:
dx _cosg dy  sing

dy xh °  dy xh

1
(I+ei) Bef Qlax+mh+D—2lnx+2In BEInx-+n )]+
2¢; (In x+2n. /1) (2o x+1n f)

x 3

1
(Iﬂ,.) [3e} (Inx +2in £ 4+2) - 2 (tn x+-2In £)?] 4 26, (In x+ 2 /)2

Ox
2hpy

P =arc si

2 I+ g
p1=——3—(inx+’21nh) .

i

2 14+ Ag;
Py = kY (I x—1n k) —ET—,
gdzie wielkosci p,, p, i Q sa odniesione do o,
Waiunki brzegowe (2.10) i (2.11) dla ulkdadu (2.14) roinia sig tylko ostatnim
z warunkow (2.10): .
1 1 2
p2=§ P =7§—+~§A M 1o} .

Dla.granicznych diugosci cienkich powiok, (tj. przy ;-0 1 [/, »o0), rozwiazanie
‘tego problemu otrzymano w postaci analitycznej. W przypadku gdy dlugosé po-
wloki dazy do zera (/;—90) a wykres odksztalcenia aproksymowany jesi funkcja
(2.6), mamy

o 4A o 4_(2::)" ( §A )
= g =—=\{—=]expl—7—4d-nl;
o ]/3 ® ]/3 1/3 Cxp 2 n
natomiast przy aproksymacji funkeja (2.13) otrzymamy

4 8 . [V3
Q0=7§“, Q=3 Aexp o L

gdzie Q, oznacza obciazenie uplastyczniajace, ktére nalezy przylozyé do powloki,
aby rozwigzanie zadania bylo poprawne, tj. miato sens fizyczny; @, oznacza obcig-
Zenie krytyczne przy rozcigganiu, :

Rozprawy Inzynierskie — 3
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Dla cienkiej cylindrycznej powloki o dtugosei dazacej do nieskoniczonosct (f; —o0)
przy przyictych funkcjach (2.6) i (2.11) otrzymamy odpowiednio '

LR LT
...0_75"-‘4» qu ]/3 ]/3 exp(|/3 ),

oraz

—_ 2 %2 (ﬁ_l)
QO—;/—*"ia Q-k_'_?)_’lexp 2 "

3. QBLICZENIA NUMBRYCZNE

Catkowanie numeryczne ukladu réwnan (2.8} prowadzono przy wykorzystaniu

metody Rungego-Kutty.
-~ Ze wzgledu na brak beézposrednie] zaleznofci migdzy parametrem obciaZenia O
i parametrami odksztalcenia na granicach przedzialu catkowania — nalezy wybie-
raé O, przyimujgc uprzednio wielkosé h, Jub na odwrot. Zmieniajac jeden z tych
parametréw przy wybranym znaczeniu drugiego, catkowanie nalezy prowadzi¢ do
chwili spehienia warunku (2.11). JednalkZe wartodci powyiszych parametréw nie
mozna obieraé w sposéb dowolny. Dla kazdej konkretnej powloki istnieje swoisty
przedziat wartosci parametréw poczatkowych, granice ktorych w wickszoscl przy-
padkéw wyznacza si¢ numerycznie. :

Wyzej opisang droga problem brzegowy sprowadzony zostal do problemu po-
czatkowego, a rozwiazanie jego otrzymano metoda pélodwrotng. Obrano parametry
Qi I, a zmicniono %, do chwili spelnienia warunku (2.11). Wszystkie obliczenia
byly prowadzone za pomoca jednego programu na elekironicznej maszynie cyfrowei
M-220M w Oérodku Obliczeniowym Instytutu Inzynieryjnio- Budowlanego w Moskwie.

4. ANALIZA WYNIEOW OBLICZEN

Na rys. 3 i 4 przedstawiono graficznie funkcje Qo=/ (/1) i Q,=f(,) przy 167~
. nych wartoéciach parametru wzmocnienia 4 w przypadku przyjecia sziywno-pla-
styczmego modslu materialu ze wzmocnienient Iintowynt.

Zaktadajac, ze parametr wzmocnienia A=const, Z rys. 3 odezytamy, Zc W miare
zmniejszania dhugosci powloki /; ulega podwyZszeniu obcigzenie uplastyczniajace o,
a tym samym podwyzszeniu ulega granica, poniZej ktore] wystepuje zjawisko nie-
statecznofci powloki w chwili uplastyczaienia. Linie ciag gle na powyzgzym rysunku
odpowiadaja doluym warto§ciom obszaru mozliwych obciaZen, przy kioérych roz-
wigzanic zadania jest poprawne. Wykresy przedstawione na tym rysunku pozwalaja '
dla przyjctego materialy o okre§lonym 1 — wyznaczy¢ dla dowolnej dhugoset [
obciazenie uplastyczniajace O, a przez to uniknaé zjawiska niestatecznodci powloki
w chwili uplastycznienia. Zwraca sig uwagg na fakt, Zze w przypadku granicznych
dlugosci I, -0 i I, »co obcigzenie @, nie zalezy od parametrn wzmocnicnia 4.
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‘Wykresy na rys. 4 charakteryzujg sposcb zmieny wartoéci obcn;zema krytycz-
nego @, w zaleznosci od dtugodei /,. Dla danego A1/, obmqbenle W powloce moze
osiggnac Wartosm réwee rzgdnej na odpowiedniej krzywej, tj. wartosci obciazenia
krytycznege O, po plzekroczemu ktorego powloka iraci statecznosc 05iOWO0sYy-
metrycznego ksztaltu a w konsckwencii trad i swa nofnodé.
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Wplyw parametru wzmocnienia A na warto$é zaréwno obeiazenia krytycznego 0,
jak i uplastyczniajacego @Q,, 3 tym samym I sa zjawiska utraty nosnosci i utraty
statecznoéel w chwili uplastycznienia obrazuje rys. 5. ObniZajac sukcesywnie A przy
okreslonych /| dochodzimy do punktéw, w ktérych krzywe odpowiadajace obcia-

Qa ,
: -
60— =
0 — - - P
/'/ / .
e
50 -
-0
[0.0 '/' //
Bfnﬁ'.....?.._._._.__.,,,z;_...___.._.___._ L \
20 S 1205 S
| . o J i
i o b ——
' > —.—-4—--—‘""-“-—. |¢"°O
10 t D'f"""'—'_"_ A e — — e - L e e [ — —
G ! ./Ir’/——
‘ | |
0 | ;
0 Yo w20 30 40 50 A

Rys. 5. Wykresjr funkeji Qo=F () i G, =f (D)

Zeniom 0, 1 Qo przecinajg sie (punkty B, C i D; 1ys. 5). Sa to punkty osobliwe, "
w ktérych obcigzenie uplastyczniajace @, jest zarazem obeigZeniem krytyeznym Q.
Gdy obciazenie osiggnic wartosci odpowiadajace tym punkiom, to powloka okazuje
sig miestateczna w chwili uplasfycznienia i zarazem wyczerpuje sie jej nosnosc. Wspdh-
czynnik wzmocnienia . odpowiadajycy tym punkitom osobliwym oznaczono przez
#4 Dla A<d, rozpairywana powloka jest nigstateczna w. chwili uplastycznienia
przy kazdej wartoéci obeigZenia. Na podkreSlenie zastuguje tu fakt, Ze dla powlok
o skoficzonych dtugo$ciach wraz ze wzrostem A podwyiszeniu ulega obcigzenie Oo,
co nie wystepuje przy dlugodciach I, 0 i Iyoo. Majac do dyspozycji wykresy po-
dobnego typu, co przedstawione na rys. 5, moima dla danego materiaia i dlagosci
okresli¢ obcigzenia Q (Qy<Q<Q,), przy ktérych powloka bedzie stateczna.

Na rys. 6 graficznie przedstawiono wplyw parametru 4 na zjawisko niestatecz-
nosci powiokl w chwili uplastycznienia oraz na jej no$nos¢ —w przypadku przng
cia sztywno—plastycznego modelu materialu ze wzmocnieniem potqgowym Pod-
kresla sig, Ze przy 4=0 nie wystepuje zjawisko niestatecznodei w chwili uplastycz-
nienia, a przedzial mozliwych obciaZen jest maksymaloy. Rys. 6 potwierdza fakt,
e niestatecznodt w chwili uplastycznienia wystepuje tylko w powlokach, dla kto-
rych przyjeto sztywno-plastyczny model materiatn, Nadmieni¢ nalezy, ze problemowi
numerycznego wyznaczenia nosnoci powlok cylindiycznych w $wietle cdksztal-
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ceniowej teorii plastycznodci przy parametrze A=0 po§wigcone sa prace [15 1 16].
Wyniki obliczed otrzymane w naszej pracy p1 zy A=0 okazaly si¢ zbiezne z wynikami
prac [151 16).

Q
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Rys, 6. Wykresy funkcji Qo=1(4) i Q*=f(A) .
‘ i
Poddajqc analizie rys. 6 stwierdzamy, ze wraz ze wzrostem parametru 4 podwyz-
szeniu ulegaja obciaZenie krytyczne Q, i obcigZenie uplastyczniajace @Q,, poniZej
ktérego powloka jest niestateczna w chwili uplastycznienia. Przy pswnej wartosci
parametru 4 (oznaczamy go przez A,) krzywe odpowiadajace Q, i Q, przecinajg
si¢ w jednym punkcie (punkty B, C, D i E; rys. 6), w ktérym Qo jest réwne Q..
W przedziale 0<d4<d, rozpatrywana powloka jest niestateczna w chwili upla-
stycznienia tylko przy wartodciach obeiazen lezgcych ponizej erywych odpowia-
dajacych Qy, natomiast dla 4> 4, powloka jest niestateczna w chwili uplastycznienia
przy dowolnym obcigzeniu. Dla kazdej powloki /, przy n=const 'istniejq inne prze-
dzialy obeigzer, jak réwniez i inne warlodei 4.
. Celem zilustrowania funkeji Q= (8 maxj0) wykonano wykresy tych funkgji na
rys. 7 i 8 dla powloki o dlugosci /,=0,5 przy r=0,5, gdzie & .o 1 & ., 07naczajg
intensywnosci odksztalceri odpowiednio na réwniku i przy denku powlokl Na ry-
suntkach tych zauwwazyé moina, ze w przypadkn 4=0 kizywe biora swéj poczatek
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przy &;=0=0, natomiast dla A#0 i Q=0, odcigte poczatkéw krzywych przyjmuja
wartodcl & >0, a nie s,'#O, poniewaz dla obcigzenia Q, nie istnieje rozwigzanie przy
&=0, Majac na uwadze fo, Ze rozpatrywana powloka cylindryczna zakoficzona jest
sztywnyimi, nicodkszialcalaymi denkami, odksztalcenia przy denku sa ograniczone,
natomiast na réwniku przybieraja wartosci maksymalne. Potwierdza to réwnicz
ksztalt powloki przedstawionej na rys. 2. '

Q ;
A=02s p2 | ool 1 ood S Qs T“_%z
A / / =0,
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n=05
=05 7
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¢] 0 L l
o a1 02 03 & 0 ' a2 04 € o
Rys, 7. Wykresy fuﬁkcji &, =81, (@) ' Rys. 8. Wykresy ‘funkcji Simax=E&imax (@) dla pun-
dla punktu przy denku powtoki przy ktu w Srodlu powloki przy roznych wartodciach

roznych wartodciach parametrn A parametru 4

Na zakoficzenie wyjasni¢ nalery, Zze powyisza analiza zjawiska niestatecznoSci
powloki w chwili uplastycznienia jest latwa do przeprowadzenia w $wictle odksztal-
ceniowe] teorii plastyeznodel, natomiast wedtug teorii plynigcia analiza powyisza
jest trudna do przeprowadzenia, poniewaz uklady réwnan zawicraja réwnania
rozniczkowe czgstkowe [17], Ktdre wyinagaja — oprécz warnnkow brzegowych —

- réwniez warunkéw poczatkowych., Wspomniane warunki poczatkowe uzyskuje sig
% rozwigzania iego zadania w Swietle odksztalceniowej teorii plastycznosei.
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Analizg porownawczq rezuliatow obliczen statecznodei powloki o poczgtkowym
cylindryczaym ksztalcie, uzyskanych wedtug odksztalceniowej teorii plastycznosci
i teorii plyniecia przy parametrze A=0, zawicra praca [17].

5. ZAKONCZENIE

Z powyzszych rozwazan wynikaja nastepujace spostrzezenia:

1. Powloka, za material ktdrsj przyjeto sztywno-plastyczny model ciata, pod-
dana ciénieniv wewagtrznemu traci stateczno$é w wyniku ‘osiagnigcis obcigZenia
krytycznego. Przy pewnych zakresach wartosci parametrdw wzmocnienia moze
wystapi¢ zjawisko niestatecznosci powloki w cliwili uplastycznienia.

2. Zjawisko miestatecznodci powloki w chwili uplastycznienia zwiazane jest
z faktem przyjecia sztywno-plastycznege modeln materialu,

3. Przy przyjetych funkcjach odksztatcenia dla sztywno-plastycznego modelu
 materiatu 7 potggowym i lintowym wzmocnieniem wyznaczono obszary dla powloki
cylindrycznej, p1zy ktdrych nie wystapi zjawisko siestatecznosci w chwili uplastycz-
nienia.

4. Zaproponowana metoda pozwala otrzymad poprawne, tj. majace sens fizyczny,
rozwiazanie zadania stateczn6ici powloki; wykorzystuje si¢ przy tym sztywno-pla-
styczny model materiatu. .

Autor wyraza swa glgboka wdzigcznosé Panu Profesorowi A. S. GRIGORIEWOWI
za naukowe przewodnictwo, cenne inspiracje i uwagi kryiyezne.
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Pezrome

BOJILIHUE AEPOPMAIIMKM KECTKO-TLTACTUUECKHX TOHKHX OBOJIOYEK

IlpuarMast SKECTKO-IINACTHYSCKYIO MONENb Tela M JKECTROCTh Ha M3rMd B CRATHe PaBHYIO
HYJAK, B pabore OpoBekes auamas YCTOHTMBOCTH TOHKEX ofos04gK, ¢ HAYANbHON LWIER FpAICcHod
thopMoi, ¢ FECTKEMH CBOGOIHO ‘TepeXBHraeMEIMM HOOHGIHIKAMH, HATDYXCHHHME BHYTPEHEHM
nasaermreM. IpE sToM upuvedess nedopMATHORHARA TeopHs nnq.cmmocm ofomensan #a oG-
nacte Oomemmx nedopmanit.

B pabore mOXa3amo, Yro NP HEXOTOPEIX DAPAMETPAX YIPOYHCHHS METPHATL MOXET BHICTY-
IHTh HBICHHE HEYCTOMYHBOCTH OBOJIOYKA B MOMEHT HEPEX0Ja B INACTHYECKOS COTOSBHE.

SUMMARY

LARGE DEFORMATIONS OF THIN RIGID-PLASTIC SHELLS

Using the rigid-plastic model of the material and zero flexural and compressional rigidities
of thin shells, the analysis of stability is presented; in the initial state the shell is cylindrical and
possesses rigid, slidable heads loaded by internal pressure. The problem is solved by means of the
theory of plasticity generalized to large deformations.

Ti is proved that under certain hardening parameters of the material, the phenomenon of in-
stabthty may occur at the instant of yielding.
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