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OSIOWO-SYMETRYCZNE ZAGADNIENIE BOUSSINESQA .
DLA OGRZANEGO STEMPLA NA MIKROPOLARNEJ POLPRZESTRZENI

STANISEAW MATYSTAK i ZBIGNIEW OLESIAK (WARSZAWA) .

W pracy podajemy sposéb obliczania naprgzen kontaktowych w przypadku podgrzanego lub
ozicbionego stempla - osiowo-symetrycznego, pozbawionego mozliwosci przemieszczania sig—
przy dowolnym rozkladzie temperatury. PokazaliSmy réwniez, Ze rozwigzanic zagadnienia stempla
swobodnego i niewaikiego z ogrzana powierzchnia kontaktin moina sprowadzi¢ do superpozycji
stempla utwierdzonego i przypadku izotermicznego.

1. WsTEP

W klasycznej termosprezysto§ci znany jest zwigzek migdzy - temperaturg na
powierzchni kontaktu z nagrzanym stemplem, a naprezeniami kontaktowymi
[6, 7 i 9]. Okazuje sig np. w przypadku pdlprzestrzeni sprezystej, Ze jezeli jedynym
Zrodlem ciepla jest stempel, a pozostala cze$é powierzchni ograniczajacej pék
przestrzen jest wolna od naprezen i jest utrzymywana w temperaturze stanu natural-
nego, to rozkiad naprezen normalnych pod stemplem kopiuje rozklad temperatury
i to’ niezaleznié od ksztaltu obszaru kontaktu. 'Wynik ten fozna traktowad jako
rozwigzanie zagadnienia pomocniczego, ktdre nastepnie wykorzystujemy do uzyska-
nia rozwigzania przypadku wciskania nagrzanego stempla.

Uogdlnienia na przypadek. sprezystego o§rodka mikropolarnego na ogdt nie
sa trywialne. Wystarczy poréwnaé rozklad naprezerh w pdlprzestrzeni wywolany
dziataniem temperatury na swobodne] od naprezen plaszczyZnie ograniczajacej.
W klasycznéj- przestrzeni sprezystej naprgZenii normalne do plaszezyzny ‘ogranicza-
jacej znikajg tozsamodciowo [4], w praypadku ofrodka mikropolarnego natomiast
naprezenia takie istnieja [2].

Celem ninicjsze] pracy jest zbadanie analogicznego efektu w przypadku spre-
zystego ofrodka mikropolarnego. oraz podanie zwiazkéw miedzy naprezeniami
kontaktowymi i rozkladem temperatury. na’ powierzehni kontaktu. Rozpatrzymy
przypadek osiowosymetryczny, gdy obszarem jest koto lub pierscied. Nic nie stoi
na przeszkodzie uogdinieniu zagadmema na przypadek gdy obszar kontaktu sklada
si¢ z kola lub pierscienia i pewnej, skoficzongj Hiczby n pierScieni wspétérodkowych.
Uogdlnienie polega jedynie na zmianie granic w odpowiednich catkach. Jak wy-
“niknie 'z wyprowadzenia' w’ tym - Konkretnym przypadku, “trudnodci ‘rozwizzania
zagadnienia nie wzrastajg wraz z lerbg przedziatdw. Oczywiscie dotyczy to obliczenia
jedynie naprezerr kontaktowych pochodzgcych od temperatury na powierzchni,



182 ' | STANISEAW MATYSIAK 1 ZBIGNIEW OLBSIAK

a nie od nacisku stempla. Znajomo$¢ naprezef kontaktowych pozwala zredukowac
mieszane zagadnienie brzegowe termosprezystosci do «pierwszego» zagadnienia
brzegowego, tzn. do przypadku, gdy dane sa naprezenia normalne i styczne na catym
brzegu. W podanym przykladzie wykorzystujemy wyprowadzone wzory do oblicze-
nia naprezen kontaktowych dla ogrzanego stempla koiowego przytw1erdzonego do
brzegu bez dodatkowej 511y oswwe} - EEIR

2. ROWNANIA PODSTAWOWE

Réwnania réwnowagi :'sprqzy'stegb"’oérddké mikropolarnego oraz réwnania prze-
wodnictwa clepinego przy]mu_]q postaé nast@pujch

'(2-1) - (!H-Gc) V2 u+(,1+,u,—~ o) grad div ut2e rot =y grad T
@2 (y+a) Vz(P.‘-_—‘I»OL(P*F(ﬁ—F‘}'—E) grad_dlv tp-|—20: rotu=0,
2.3 VAT=0," :

gdzie u, A, o, B, v, & sa stalymi sprezystodci, o, jest wspolczynnikiem liniowej roz-
szerzalnobei cieplnej, v=_2p+34) «,.
Po wprowadzeniu operatoréw rézaiczkowych

o far ldn2 .
Bu(f)E(—“"' _' _—?)f

cdr r

ot.rzymamy W przypadku OSIOWC_] symetru nastqpu;qcy ukla.d rownau rozmczkowych
czastkowych w ukladzie wspdirzednych walcowych r, 4, z, gdme wektor przemiesz-
czenia oraz wektor obrotu sg dane przez skladowe u=(x,0, uz) P =(0, pp, 0):

' A T
'(24) (}1-[—(1)(31 Dz)u-i—()ﬂu cx)Biur (l+,u—oc)3 Duz 2mD.;o,,—v— s

ar
. E '
2.5) - (y+o¢) (Bo +D2) U, + (A+1u— o) ——D - (i u,)-}-(ﬁ,-i—;z oc) D2 u,

"'+2a d
T 3 (rgp,,) vDT

(26) : o ('Y'I_E) (Bl+D2)¢8“4a @0"_’.2“ (_Dur-_E,—uz):FO:: i
Qn . (BD+D2)T- ), ,__,gdzie :‘DEE'Z—’* T

Zatozmy, z¢ spehnone sa warunkl wypromlenmwama Sommerfelda, ktore W, na-
szym przypadku przyjmuja postaé oo

@8 ue,Ts0 dayFEirisw
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oraz uwzglednijmy nastgpujace warunki brzegowe dla z=0, re (0, a0):
Ty (5020 o, (R 0)=—p (),

(2.9) o

e (R O=—mi(r), - T(FHO)=@ ().

-'Zaidadamy ponadt 0, e _

(2.10) j ,/, [0, m(r),cb(r)] dr<o.

//

Przy tak postawmnych waruukach brzegowych rozw1qzau1e ukiadu réwnan réznicz-
kowych czastkowych (2. 4) (2.7) ma postac [2], co zreszta moina sprawdzi¢ przez
podstawienie do rownan wyjsmowych nast@pujqca

p 1
@ u (r z)= Jfl {ij) [( —-j‘% ?+Z)€_§z+

, o & , 1 @@ 1 _
i —(?)] o G e faf*z)f‘f”

N N 27U EEL I . ERENTR S SN PRI, )
+2a0%(—€“e"”——e*fz)]; Ery }+—— £

< 2(l+2u)
T'{EE);[(HZZ#' U ) et 2 £ (et j | }
x Ao ey F (do— D zje"¥+2a,¢ (e7 - ; :.f;f'-br ,
(@ 2mA L N a5
(2.12) uz(i',z)x_@_xn{pjf) [( lﬂ:ﬂ : +z) ay apif (e_pz_e-ﬁ)]_.
1A 2t A -
_..2an éAD l AO) (““f“:__‘{:‘ ?"'Z)Q"iz‘l"
20082 ' .,] " }m (GA+2) o, {dﬁv(df)
I ] ERRE gl R Yr R bl A
l(ijﬁ& 1 + 1 A ) —&z 62 'l —Ez]. .
Arp 7 (1 o)Z e +2a0—”"““(€ —e : f—n},
21 2u4A e
213) g2 = K {Pf)( ez_ie-_p,),_ﬁ

2;1 ,Hnu.

B
3:1+2;u R 1G) wz_é.‘iz)_ }
B ”‘{Ao ( A N b
(2.14) TG, =0 (B e 55 Eor}, |
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gdzie
(5 (©); B@) =0 {(p (); B ()); r>&},
1 =y {m (); 8}

We wzorach tych symbole #,{ } i #; { } oznaczaja odpowiednio transformate
Hankela zerowego i pierwszego rzedu. Pozostale oznaczenia sg nasigpijace;

: T {(y+o)(u+o)
= 2 —_— 2= -
p ]/é + 77 12 = dogt s

2.15)

P S _ e (42
Ao=dy (&)=1+2a, ¢ (1'7)’ T Gy

3. NAPREZENIA KONTAKTOWE NA SKUTEK OGRZANIA STEMPLA

Rozpatrzmy zagadnienie -nasiepujace: na plaszczyZnie ograniczajacej pol-
przestrzen mikropolarng spoczywa bez dodatkowego nacisku stempel o plaskim
dnie i kolowym lub piericieniowym przekrOJu poprzecznym. Oznaczmy obszar
kontaktu przez £2:

3.1 0= {(J' 0, z), red0,a) lub re(b a) b<a, 0e{0,2n), z=0},
" pnadto 7 :
Qr= {re(O a) lub re(b ay, b<a}

Wezmy pod uwagfg nast@pu]qce warunki brzegowe dla z=0:

Gor (:,O)_y,,,-(r? =0, reR,,

u, (r, )=0, fe 0%,
G2 6, (r, 0)=0, reR,—0Q%,
re,0-|# "> je:‘celi rege, |
_ ‘0, jezeli reR, —-Q%,

gdzie g (r) jest dang, bezwzglgdnie calkowalnq funkc_]q dla re Q*.

Rozwiazemy wiec nastepujace mieszane zagadmeme brzegowe dla polprzestrzeni
z =0, opisane przez réwnania termosprgzystosci (2.4)-(2.6), réwnanie przewodnictwa
ciéplnego (2.7) z warunkami regularﬁoééi w. nieskoniczonoéci (2.8) oraz dla z=0
przez warunki brzegowe (3.2). Warunk1 brzegowe beda spetnione dla 1 (£)=0.
Z (3.2) oraz (2 14) dostamemy

3.3) &)= f rg (r) Jo (fl ) df
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Z warunkéw brzegowych (3.2), i1 (3.2), oraz ze wzoru (2.12) i wzoru na napreZenia

(34) azz(r,z)=-—9£”0{p(f) [(1+§z)e‘“‘”+2a 52 (é’ .pzwé_e )] f—)r}

(3A4+20) p

: © .
A2p “t”o{ [<Ao—1)(1+£z)e g

_‘2‘10 ";"2 (e—pz_..gp_ e*é‘z)] ; f__),}

otrzymamy réwnania calkowe na niewiadoma funkcje p (&) w postaci
' 34+ 24) pot I 103)
{p(é) ’ é,_w}=( + #)_u » { & .
£dg F+24 Edy
Ho{p(&); E-r}=0, reR, —Q*

(3.5) "z_”}" redar,

Po wprowadzeniu oznaczenia

1

- 344240) oy _
(3.6) ‘ A(@———[ () — LA Ko )].

A+2p

mozemy réwnania calkowe (3.5) napisaé w postaci nastepujacej:

1 :
#Ho {?A(f); cf—»r} =0, reQ*,

(3A+2p) pexy
A+2u

37

Hof{doA(); E-r}= Ho{B(E; E-r), reR,—0%.

_Wykorzystuja‘c_ nast@pnié_: 3.2 oraz {2.14) otrzymamy _

(3;8) | T(.r;, 0)=a#, {B (cf); Esr}=0, reR, —Q%,

W ten sposdb réwnania catkowe }(3.7) mosna zredukowaé d'o'];iosta;:i
Ho{do A(E); 5->r}_=o, reR, —Q%,

R s {%-A ©; éér};-o, r;m.

-OczyWIStym rozw.lqzamem powyzszych rownag Jest funkCJa

,(3 10) o R A(é') 0,
skad, po podstaw;enlu do (3.6) otrzymamy wzor
_ (BA+2p) oty 5
@G.11) = __“m“— 2.
czyli ’
.12 ) (342w .
( . ) L ,Gzz (f‘,_ )_ A+2*‘L'£_MO!1T(P, 0).
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4, WNIOSKI

Po ‘podstawieniu do wzordw na skladowe wektora przemleszczema i obrotu
oraz temperaturg ofrzymamy :

(h+2p) o

w1, z)ém.}fo_{fﬁ(f)ze‘&; f—n‘},
@y _ BAt+2) o, Y S Y }
- u(r, z)=—"*+*2 G2 Hy {dﬁ (éj)( ; +z)e 2, Earyp,

0 (1 D=0, T (1, D)= (B (O™ Erf.

Skladowe tensora naprezen . momentowych znikaja . tozsamodciowo; skladowe
tensora naprezen sitowych natomiast sa okreélone nastgpujgcymi’ wzorami:

o, (r, 2)= — EE;”— ey Ho { B (&) (1+e:z) ety Eor),
ozr(r,z)=~%'1:22# o A1 {82 B (D €7 .‘ 5"”}’”
(4.2) 6z (1, 2) =03, (1, 2), :
oo (2= — %‘” o (B (e:)(l—cfz) s £t
1, = 3‘%!;“)_‘%0 (F@e 57;-}._‘_“

Z powyZzszego rozwiazania moZemy wyciagnaé nast@pujqce wnioski:
1. Stan naprezed i odksztalcen w calej polprzestrzem ‘nie zalezy od stalych
materiatowych «, ¥ i ¢ -

2. W calym obszarzc speh:uony Jest warunek N
P= 172 rotu

3. Posta¢ wzordéw na wektor przexmeszczema i tensor naprezen sitowych nie
rézni sig od postaci analogicznych wzordéw. w przypadku kontaktowego zagadnienia
ogrzanego stempla dla oérodka Hooke’a.

4, Normalna skiadowa przemieszczenia znika na calej plaszczyZnic ograniczaja-
cej, naprezenia normalne do plaszezyzny sa proporcjonalne do temperatury. Napre-
senia 4rednie oraz skladowa obwodowa naprezefi sifowych sa proporcjonalne do
rozkladu temperatury w calym obszarze pélprzestrzenit - :

U, (r, 0)=0 dla T ER+ y

oy P e dn rer
@3) Ggg (7, )= pry e T(,0 a reR,,
2 (3442
O (1, 0) = — L—-ﬁ)— T( 0) dla zz0,r=0.

A2
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(43) ?[6?-2 (f'i Z)+G',.,. (f', z)_}'a-ﬂa_("'ﬁ Z)] =
{ed.]
2 (3,1+2,u)
o e : =0, 220,
1428 tT(r z) dlg._ r=0,z20

Jezell obszar kontaktu sk}ada SIQ z paerscxem koncentrycznych Iub p1ers<:1em
i koia Weantrznego to zamlast (3.1) przyjmujemy 2= U £, oraz Q%= U Q%

gdzie _
Q;={(r0,2), rel0,a), b redy,a), lub re(b,a),i>
4.4 >, 0e®2n, z=0,b,a,eR b <
E Cai<be g <ai, g k=1; 11}
oraz

@.5) @i={re(®,a), i=1 Wb re@,a), i>1}.

Wyprowadzenie i wyniki nie ulegaja zmianie z wyjatkiem nowych granic catko-
wania w odpowiednich catkach i nowego znaczenia obszardéw Q i £2*. Dotyczy to
jednak naprezert kontaktowych pochodzacych od temperatury, a nie od nacisku
stempla.

Osiowa sile wypadkowa dzmlauagcac na stempel obliczymy ze wzorn

(3A4+2u)

(4.6) P= T z fT(: 0) rdr.

5. PRZYKLAD

Wezmy pod uwage stempel o przekroju kotowym, Srednicy 2a i plaskim dnie.
Zakladamy, ze powierzchnia kontaktu jest ogrzana do pewnej temperatury T, po-
zostala czgéé brzegu {z=0, r>a} utrzymywana jest w temperaturze stanu natural-
nego. Jezeli stempel zostatl pozbawiony mozliwoéci przemieszczenia sig, to zgodnie
Z wyprowadzonymi wzorami otrzymamy (por (4. 3)2) nastepijace napreZenia kon-
taktowe:

. : 3A+2p
5.1 o, 0= Tt M o Ty
oraz ich wypadkowa
5o P = 3A-I-2,u
(5.2) 1= 1F 25 Ho a1y .

. Jezeli stempel jest swobodny i niewazki; to naleZy- przylozyé silg przeciwnie
-slderowang i réwha*— P,. Oznacza: to, #e nalezy dodaé rozwigzanie zagadnienia
‘stempla w stanie ‘izotermicznym, wciskanego w- polprzestrzet mikropolarng. na
‘pewng glebokosé taka; aby.dziatala na niego sita osiowa Py;. Zagadnienie dla przy-
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padku izotermicznego zostalo rozwazone przez R.S. DuALiwaLA [1]. Naprezenia

kontaktowe moina obliczyé z nastepujacej - catki: ‘ : o

e 4p H(-r) d |

(5.3) @ (r, 0)= il _S___..)_ ”_J.
T F dar

¥

1
(t2—r% 2wy @)d,

gdzie w (1) jest rozwigzaniem pewnego Téwnania catkowego Fredholma drugiego
rodzaju, otrzymanym na drodze numerycznej. Latwo. mozna réwniez wyprowadzic
wzor

1
(54 ' : 'P=—8,ufw(t) dt.
0
Poréwnujge ten wzor z (5,2), otrzymamy
5.5 s (yya=22
(5.5) _f"'(t) =g, " T
0
" Gzz A
o
s

p=ria

-

. Rys. L.

Na rysunku. 1 linig ciagla przedstawiliSmy naprgzenia kontaktowe dla stempla
-swobodnego, niewazkiego, podgrzanego do temperatury T,. Prosta pozioma ozna-
cza naprezenia. kontaktowe wylacznie od. przyrostu . temperatury. dla stempla. po-
. zbawionego mozliwodci przemieszezenia. o patomiast jest rozwigzaniem odpowied-

Iz
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niego zagadnicnia izotermicznego, ktére dla malych « (por. [1], str. 651-2) redukuje
sie, z dokladnoscia do stalych, do klasycznego. Zakladamy, Zze rozwiazanie to jest
znane. Rozwigzanie dla stempla swobodnego jest oczywifcie superpozycjy obu
rozwigzan i przyjmuje postaé mastgpujaca:

L34 [ AL
o=y | S =] [ yarf

2r
(5.6)

J WL
xa—f(fzwrz) th(z)dt—ll.

Z kolei moina podaé warunek, jaki musi byé spelniony, aby nie mogly powstaé
rozeiggajace naprezenia kontaktowe. Wynika on z (4.6):

P 3A42u

G T a2

Lo, mat .
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PezmoMme

OCECMMMETPUYHAJS 3AJAYA BYCCUHECKA [JISI HATPETONO IDTAMIIA HA
MHKPOIIOJIAPHOM IFOJIVIIPOCTPAHCTBE

B paGore mpHBOAEM CHeCOO pacyeTs XOH1AKTHRIX HATDMKEHEH B CIy4ae Harperoro Hay
OXNAKCHHOTO OCECHMMET PHIHOTC IHTaMIA, 6e3 BO3MOKHOCTH NEPeMELISHAN, TIPH OPOUIBOIEHOM
pacopefeleHHA TeMueparyprl, ITokA3EEASM TOXKE, YTO pelierue 344Ul cs000IHOTO HEBECOMOTO
MTAMIA, ¢ HAPPeToif TOBEPXHCCTHI0 KOHTAKTA, MOKHEO CBECTM K CYIEPHOIHIHY 3aXpelneHEOTO
ITAMIA B K A30TEpMHUYECKOMY CRy4alo,
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SUMMARY .

AXI-SYMMETRIC BOUSSINESQ PROBLEM.FOR A HEATED PUNCH ON
A MICROPOLAR H_ALFSPACE_

The paper presents the method of calculation of contact stresses in the case of a heated (or
cooled) axi-symmetric punch at arbitrary temperature dist’ributic_m, {he punch being preveated
from displacements. Tt is shown that the solution of a free and weightless punch with a heated

contact surface may be represented as a superposition of the solutions concerning a clamped punch
and an isothermal case.
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