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PRZEPLYW PLYNU MIKROPOLARNEGO W SZCZELINIE
MIEDZY WIRUJACYMI POWIERZCHNIAMI OBROTOWYMI

EDWARD WALICKIi ANNA WALICKA (BYDGOSZCZ)

W pracy rozwazono ustalony laminarny przeplyw plynu mikropolarnego w szezelinic migdzy
wirnjgcymi powicrzchniami obrotowymi, Do rozwigzania zagadnienia uzyto zlinearyzowanych
réwnan ruchu plynu mikropolarnego dia osiowej symetrii, wyrazonych w krzywoliniowym orto-
gonalnym ukladzie wspdirzednych x, &, y. Rozwigzania rownan ruchu zilustrowano wykresami
okreflajacymi skladowe predkodci vy, vg, v, oraz mikrorotacji ., 2, dla przeplywn w szczelinie
o zmiennej grubosci.

1. WsTEP

Da’enie do zapewnienia niezawodnej i diugotrwalej pracy wielu wspdlczesnych
urzgdzeii przepltywowych spowodowalo pojawienie si¢ w ostatnich latach mediéw
roboczych o specyficznych wlasciwosciach odbiegajacych od plynéw newtonowskich,
Przykladami takich medidow moga by¢é emulsje 1 zawiesiny, roztwory i stopy poli-
meréw. Do opisu wlasciwosci tych mediéw stosowane sa réZne modele plyndw
nienewtonowskich. Jednym z bardziej uniwersalnych modeli jest model plynu
mikropolarnego (nazywanego inaczej ptynem z mikrostrukiurg) opisujacego z duzy
doktadno$cig zachowanie si¢ wielu emulsji i zawiesin lub roztworéw polimerdw,
Istotnym zaloZeniem tego modelu jest istmienie mikrorotacji elementu plynu, co
ana]ityczni_e:-objawia'si@ istnieniem w plynie réwniez naprezen momef_ltowych.

. Zarys téorj_i_plynéw mikropolarnych, jak réwniez opisy niektdrych zastosowan
technicznych przeptywdw tych plynéw, moZna znaleZé w pracach [1-18]. Natomiast
w pracach [19-21] podano opisy interesujacych rozwigzad réwnaf ruchu plynéw
mikropolarnych w cienkich warstwach miedzy plaskimi powierzchniami ograniczajg-
cymi przeplyw.

Celem tej pracy jest zbadanie przeplywu nieéciSliwego plynu mikropolarnego
o «slabo» zawirowanej mikrostrukiurze w szezelinie migdzy wirnjgcymi powierzeh-
niami obrotowymi o wspolnej osi symetrii.

2. ROWNANJA RUCHU PLYNU MIKROPOLARNEGO

Podstawowymi réwnaniami ruchu nieSciliwego plynu mikropolarnego sg na-
stgpujace réwnania [3-7, 9):

réwnanie cigglosci
2.0 dive=0,
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réwnanie pedu
7] _ -
2.2) P —grad p+krot @—(u+k) rotroto,
réwnanie momentu pedu
da _ - _ .=
(2.3) o = — 2D+ ke Tot o—y rot ot 2+ (x4 f+7) grad (div Q).

W réwnaniach powyiszych przyjeto nastgpujace oznaczenia: » wektor predkosci
liniowej elementu plynu oraz Q wektor mikrorotacji elementu piynu. Dla niescisli-
wych plynéw mikropolarnych przyjmuje sig, Ze wspdlczynniki materiatowe sa
wiclkodciami stalymi, przy czym g
rh oznacza lepkos§é fcinania, k lepko§¢
sprzgZenia, «, fi, y_lepkoéci_obrdt'owe, P
. gesto$é plynu oraz j moment bezwlad-
nofci jednostki masy elementu mikro-

struktuery. -~ e -
Uzyjemy réwnaf  (2.1)-(2.3) do
zbadania przeptywu plynu mikropo-
larnego W waskiej szczelinie miedzy
‘powierzchniami obrotowymi o wspolnej
osi symetrii (rys. 1), z ktérych we-
wnetrzna wirnje z predkoscia katowa
Rys. 1. ®,, a zewnetrzna — z predkodeia ka-

: towa s,

Wprowadimy krzywoliniowy uklad wspotzednych x, 8, y, przy czym o X
niech bedzie skierowana wzdtuz linii symetrii potudnikowego przekroju szczeliny,
o§ y prostopadle do linii symetrii szczeliny. ' o

Dokonujac w réwnaniach (2.1)-(2.3) odpowiednich' przejéé asymptotycznych
charakterystycznych dla przeplywow w cienkich watstwach plynu (A< R); podobnie
jak uczyniono to w pracach [16, 19-23}, mozna sprowadzié te réwnania do ukladu

19 (Ru,) N do, _

et

R Tm
2R’_ ap &2 o, a0,
—p?)n—é———é;+(y+k)§“}t)—2—*k-5;, :
. 3;"7)9 082, . .
(ﬂ-}*k)—a:;;-f'k—a;“:o, 5}:= s
(2.4) y%—k%=0 ya—z—%+k%=0
ay? gy ay* ay
32

gdzie «primem» oznaczono pochodng wzgledem zmiennej x.
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Réwnania (2.4);—2.4); otrzymano zakladajac «stabe»” zawirowanie mikro-
struktury plynu {18 i 19]. S

3, CALKI ROWNAN RUCHU

_ Rozwigzania réwnan ruchu powinny speiniaé warunki brzegowe
. v (x, £B=0, - ©,(x, LH)=0,
3.0 - py(xy,—FH)=Rw,;, v(x, +h=Rw,,
Q. (x, £h)=02(x, £H)=Q,(x, +h)=0,

Ponadto na wlocie i wylocie ze szczeliny powinny byé spelnione nast¢pujace warunki
brzegowe dotyczace ci$nienia:

p=p, dla x=x,
(3.2)

p=p, dla x=x,

gdzie przez x,, oznaczono wspSirzedna wlotu na linii symetrii przekroju poludniko-
wego szezeliny, a przez x, — wspolrzedna wylotu na tej linii.
Calkowanie. réwnart (2.4), oraz (2.4), dostarcza informacji, ze

(3.3) - p=p(x),
(3.4) Q,=0,

Catkujac réwnania (2.4); i (2.4); oraz wyznaczajac stale catkowania z warunkéw
brzegowych (3.1), ofrzymamy

- N i} 21 - sin my
3.5y ' 7’3=E (wl“"wz)—(wl—wz)m ,
o = k R cos mh—cos my
(3.6) %= T oy (01— w2) ==
tutaj wprowadzono nastgpujace oznaczenie dla uproszezenia zapisu: -
. 2
3. mr= .
6 . y(u-+k)

Rozwiazujac nastgpnic réwnania (2.4-')2 oraz (2.4)s otrzymamy po wyznaczeniu
stalych catkowania

y (cosmh—cosmy)mh dp pyRR’ [{co1 +a,)? mh

(3.8) Dy (cos mh—cosmy)+

Tk sin mh dx  4k* sin mh
' 2 2
e in mh—mh cos mh sin my)+
inZ h (my cos.my sin m _ y
(w0, —wy)? ( mh )]
- - h— .
6 sinZ mh \> sin 2 cos my —cos mh) (cos mh—cos my)

Rozprawy Inizynierskle — ¥
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(39 .Q g ‘(mksinmj) "'.')dp 'pRR-'{" : -é('mhsinmy - )
9) ¢~ %m\ sinmh dx 4 km (@1 +@2)"} sinmh myj:

a)l—a)

Gin2 ; lmh cos Tk cos my+-nty sitvmh sin my—mh—sin mth {cos mh —

(a)i mz)z[ (mh sityeny™

—COS my)] ConZ e — my) +{cos mh—cos my} sin my‘} .

sinmh

Catkujac réwnanie cigglodci (2.4)c w: przedziale polozonym w poprzek szezeliny
i uwzgledniajac warunki brzegowe. dostaniemy:

1 d A +h N
_R. 8x __;;J 'U y-!—"(') —n R
a stad .
+h
. - e C]_
3,10 S R N
( ) o f o, dy R(x)

S SO

Po uwzglq;dmemu (3 8) w (3 10) i Wykonamu ca}kowama znajdz1emy

(3]_1) p(x) B( )_!_ [A (JC) Az}(pw w) {A (x) A ](pz z)

A, — A,
gdzie ..
A4 (x)= i A . A A=A
o X _"f (mhctgmk_ 1)Rh, w— (xw)s z™ (xz)’ _. .
(3.12) S ctig mh=-cos? mh—2]
B(x)**fRR (a)1+coz) +((Dl-~c02) i o G otz mh—T) dx,

Bw =B (xw), Bz =B (xz).
Wprowadzajac (3.11) do (3.8) oraz (3.9) znajdziemy nastgpujace wzory
yim Pow—Bu—(p.—B2) cos mh—cos my

3.13 e T _ _ —
@13 %= (A, — A4,) (mh ctg mh~1) R sin mh
pYRR' wl - cuz
T akz \sin mh —2 (my cos my sin mh—mh cos mh sin my)—
(a) '—coz)z (cos nth—cos my)
"6 sin® mih (mh ctg mh—1)_ 0 v i+ @ cos -+
_ B " Feos mh) (mk cos mh—sin mh)}}
pu—Bu—(p.—B, pth sin
618 gt e BB (A.— 2 my) -
km (A4,— A,) (mh ctg mh—1) RR\ s mh

pRR’ oy coz
' [mh+sm mh (cos mh—cos my)—

B 4Icm sin? mh
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< —=(tnh-cos mh cos my + my sitimhb sin myy|+.

mhsinmy . ) sin? mh }}
sinml mhctgmh—1

(0, —@,)*

m [(cos mh—cos my) sin my — (

Sktadowa predkofci », wyznaczymy podstawxajacc (3. 13) do réwnania’ ciaglosei
{2.4), i calkujac otrzymanq funkqg wzglgdem zmlenne_] y:

a4 yoo pw (pz B,) my cos mk —sin'my:
B.15) o= —— L
R ox\k (AW—AZ) (mk ctg mh— I) sint mh
k2 m sk [( +m Ctgm )(COS?‘H “cos my)—irm:smm -
, (0~ w,)
B —my sin my_] [mh sin? mh (my cos mk— sin ) +

6 sin® mb (mh ctgmh— 1)

+(cos mh sin my cosmy s sin my — my sin? mh) (mk cos mh—sm mh)]})

O

Roéwnania (3.4), (3. 5) 3.6), 3.11), (3 13) (3 14) oraz (3 15) pozwalaja okresli¢ skla~
dowe predkosci- liniowej, skladowe ‘mikrorotacji oraz rozklad ciSnienia w mikro-
polarnym piynie o stabo zawirowanej mikrostrukturze, przeplywajacym w szczehme
miedzy wirujacymi powierzchniami obrotowymi o wspolneJ ‘ost §ymetrii.. '

4, DYSKUSIA OTRZYMANYCH WYNIKOW

Aby przeprowadzi¢ analizg otrzymanych- wymkow zalozymy dla uproszczenia,
e wirnje tylko powierzchnia wewngtrzna, co wyrazi sie warunkami nastgpujacymi:

“4.1) : - o a)lé"covﬁ(), w2=0,
Wprowadzajac bezwymiarows wspdhrzedna » w kierunku prostoﬁadlym do osi
symetrii szczeliny oraz wprowadzajac oznaczenia
: . _¥
42 7=, M=mh,
mozna wzory okreslajace rozklad predkosdci i mikrorotacji w szezelinie przedstaWié
W postaci nastgpujacej:
vg=Dy fi (M, 7),
vx=D2f2(Ms ﬂ)+D3f£"(M977): _
(4.3} : Uy =Dy fo (M, 1) +Ds fs (M, 1)+ De f6 (M, 1),
Qx=D7f7 (Ma 77)3

" 2,=Dy fs (M, 1) +D, f5 (M, 1),
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gdzie dla uproszczenia wprowadzono oznaczenia
sin My
@4 LOGn=1—gr
| 2 fcos My—cos M
@5 (M) =ﬁ(m——'),

46 A= 3 {chQsMr]sinM—McosMsinMn
(') fﬁ( :'?)—Mz T ein2 M

cos M—cos Mn
6sin® M (M ctg M—1)

[M sin? M +(2 cos My +cos M) (M cos M-
—sin M)}},

3 : .
@D  fuM;mp= —m{(l+M ctg M) (cos M —cos My)+M sin M~

1
6 sin® M (M ctg M—1)

+(cos M. sin My~ cos Ma sin My— My sin® M) (M cos M —sin M)]} ,

— My sin My + M sin? M (My cos M—sin Mn)-+

: 6 [sin My
@8  f(Min= —ﬁ-;(sin i —n),

3
4.9 fo(M;p= —m{cos M (M cos M cos Mn+ My sin My sin M)—

| M3 cos? M—1)—sin2M
—~ M (2 cos M~—cos Mz) ~ 6 sin? M (M ctg M—1)*

[M sin® M (M7 cos M—
—sin My)+(cos M sin My —cos My sin Mn— Mn sin® M) (M cos M—

- sin M)} + [(sin® M+ M sin 2M ) (Mn cos M~ sin M#)—

6(Mctg M—1)
— (sin M sin My + My sin 2M) (M cos M —sin M)~ M (cos M sin My~
S -coqusinMn)sinM]},
cosMry—cosM) :
4.10 M:g)=-M|-——T——"—
@10 f(M;m) M( -,

sin M

@1y feMim=n—cprs

412) fo(M;m)= {M-{-Siﬂ M (cos M—cos My)—

1
M sin® M

1
~— (M cos M cos My + My sin M sin M) + 5 [(cos M—cos M) sin Mn—

_ (M sin My ) sin® M ]}
—N——— My ——i("
sin M McigM—1
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Symbole D, oznaczajg wspolezynniki zalezne od lokalnego polozenia przekro_}u
poprzecznego szczeliny.

Z analizy wyprowadzonych wzoréw wynika, ze przeplyw w szczelinie wywolany
jest przez dwa czynniki: ruch wirowy powierzchni ograniczajacych szczeling
(w dyskutowanym przypadku szczegélnym przez ruch wirowy powierzchni we-
wnetrznef) oraz przez réznice cisnienn migdzy wlotem i wylotem ze szczeliny. -

Wystepujaca we wzorach (4.4)-(4.12) wielke§¢ bezwymiarowa M okre§lona
wzorami (3.7) oraz_(4.2), dla plyndéw mikropolarnych o slabo zawirowanej struk-
turze nalezy do przedziatu M e 0,2} [16, 19 i 21], funkcje /; za$ reprezentuja w pew-
nej skahi. bezwymlarowe wrelkosm odpowiednich skladowych predkoém liniowych
tub mikrorotacjt.

Wzér charakteryzujacy skladowa obwodowa predkosci v, pozwala stwierdzié,
ze profil tej predkosci dla ustalonego polozenia przekroju szezeliny (funkcja f; (M #)
na rys. 2) zmienia si¢ od prostoliniowego dla M=0 (klasyczny przeplyw plynu

7 S 7l
W - 10
/ 98 -
L U Sy M1
N 4 06 |- NS
06 N ol o0 \\\.\l- M=20
P, 5 - = N3 ~.,
N AN a4 - "“\‘_\\ <
gzl ) arf- MEGET RN N
Y : B A Y .
1 ] 1 N 1 I3 i 1 1 R T L | i
7L i L gz g4 05 08" _."1,/2' 14/'1,5 5
-n2 |- ~g2 - 7 <
r L M—‘J‘U WA
g ~04 |- L
= - N Sldir
-05 | ~06 - F Al
- B ///- :
-gs |- -g8 |- =
-10. -10 3
Rys. 2. Coe - Rys. 3.

newtonowskiego) do krzywoliniowego dla M >0, charakterystycznego dla mikro-
polarnego przeplywu Couette’a [14] migdzy dwiema plaszezyznami, z kidrych jedna
jest nieruchoma, a druga porusza si¢ z lokalna predkodeig rowna wR (x).

Z postaci wzoréw opisujacych skladowa wzdiuina, predkoéei v, wynika, ze
gtéwna czescig jej profilu jest profil mikropolarnego plaskiego przeplywu Poi-
senille’a (funkcja fz (M;#) na rys. 3) uwarunkowany istnieniem wspomnianej
uprzedmo rochy cisnien i ruchem wirowym pow1erzchn1 WeWIthI'Zﬂe_]

"Na glownq czghé skiadowc] Wzdluzne_] prqdkoém naldada SIQ przeplyw wtomy,
wywolany ssacyny dz1a1amem wirujacej p0w1e1'zchm chnqtrzne} Powierzchnia
wewnetrzna zasysa W Swoim sasiedztwie plyn wywolijac jego ruch wzdluiny od<
$rodkowy. Ruch ten musi byé réwnowazony ruckem wzdluznym dogrodkowym przy
nieruchomej pow:erzchm zewnetrznej i ruchem poprzecznym okreélonym skladowa v,
predkosci. P A .
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.. Przeplyw. wtérny opisany jest. funkcjami f3 (M; -5 (M ; 11) pokazanymi na
:rys 4-7.

7 %
6] 10"
D8 - 64
98 s
gl J o
ciiriaaeis PREARTRNTY  1-3 St //‘_‘, et Ll s :.02 S
' -10 -08 -85 -04 -02 T ;g—? -08 q.co fa o
i ek e . o
i 1 I !/_/.L/z 4z 94 06 98 10 p, . I | 1 ‘: 7
LMERO e B g T T N s
T T e a2
. P A A A I S L T
_f———‘\( _/:’ M=05 | - = S
"\. - M:10 . H -G8 -“—[3:5
IS 08 1_gg
~. 23, 0,
-10 ~10
Rys. 4, vs, 5

=
= e

10 10

Jos” Hos

:Q;,-—' Has. .

;q«a ;0.4.

, —_a'z:, Do :0"23

e 0z o4 05 F5 07 10

“-4g =04 T -02 - ~L'___|*i'|' R “-‘-G -35 30—25'201-15 TR

& / a2

—04

Na rys 8~—IO przedstawmno graﬁczme wyklesy funk(:jl f-, (M ] n) fo (M "77)
obrazujqcych zm1any”skladowych Qx, Q, rmkrorotaql. Zmla.ny te E charakterys—
tyéZrie odpowwdmo dla przeplywow rmkropolamych Couette a 1 Pmseuﬂle 2.

' Z przytoczonych Wykresow funkcjl ﬁ W '1ka ze wzrost M Wyraza_]accy wzrost
wza]emnego sprzgzenia, prq;dkoscl llmoweg 1 mlkrorotac:jx powodu_]e oczyw;ste ZWIQk-
szeme ‘wartoci,, skladowych m1krorotac11 Rownoczesme ze: wzrostem., sprzgzema

wzrastaja funkcje opisujace przeplyw wzdh12ny plynu i przeplyw wiérny..
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08

05 M0
I

M=20

—05 04 03—02 -8 0

\ 02 03 04 f
-2 :

Rys. 10,

Rozklad ciénienia wzdlnz tworzacej ;powierzchni symetrii daje si¢ przedstawié
w postaci sumy dwdch skiadowych: pierwszej, wywolanej ssacym dzialaniem wxrujq-
cej: powierzchniy. i druglej, b@dqcej skutklem zstmema przepiywu wzdluznego.:”
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PRZEPLYW PLYNU MIKROPOLARNEGO W SZCZELINIE 105

SUMMARY

FLOW OF MICROPOLAR FLUID IN A SLOT BETWEEN ROTATING SURFACE:
OF REVOLUTION :

In this paper is considered the steady laminar flow of a micropolar fluid in a slot between
rotating surfaces of revolution.

The linearized equations of motion of the micropelar fluid flow for axial symmetry in the
intrinsic curvilinear coordinate system x, 8, y are used.

The solutions of the equations of motion have been iltustrated by plots of velocity components
Vi, Vo, ¥y a4 microrotation components 2, Q; for the flow through the slot of variable thickness
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