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TECHNICZNA TEORIA GRUBYCH PLYT ORTOTROPOWYCH

JERZY KUJAWSKI (BIALYSTOK)

W pracy wyprowadzono rownania technicznej teorii grubych plyt orfotropowych poddanych
dziataniu zmiennych w czasie sit powierzchniowych o wszystkich trzech skiadowych i sit maso-
wych. Pola przemieszczenia i naprezenia opisano za pomoca szeciu funkcji, ktore wyznaczamy
z rownan ruchu continuum trojwymiarowego za pomocy zasady prac wirtualnych, Wyprowadzono
macierz sztywnosci skoficzonego elementu czasoprzestrzennego, ¢o pozwala na uloZenie programu
obliczef na drodze standardowego postepowania. Opracowano przyklady dotyczace plaskiego
stanu odksztalcenia g,.=0, ktore zweryfikowano metoda elementow skoniczonych, Przeprowadzo-
na analiza wykaznje, ze znane teorie techniczne prowadza do bardzo duzych blgdéw w napreze-
niach g,y (u, =1, 2) w grubych plytach o krawgdziach utwierdzonych lub cienkich, lecz podainych
na poprzeczne odksztalcenia: Proponowana teoria wykazuje dodé dobra zgodno$¢ z wynikami
doktadnymi nawet w plytach o bardzo duzej podatnofci na poprzeczne odkszialcenia,

1, Wstge

W technice coraz czedcie] stosuje sig dzwigary plytowe wykonane z materiatéw
anizotropowych wykazujacych duza podatno$é na poprzeczne odksztalcenia posta-
ciowe | normalne. Ich modul Younga w plaszczyZnie plyty przewyisza modul
Younga w kierunku prostopadlym niejednokrotnie 15 razy, a modul §cinania az
nawet 100 razy [1 i 2], Analiz¢ plyt takiego typu nalezy przeprowadzaé za pomoca
teorii uwzgledniajace] pelne tensory standw naprezenia i odksztatcenia [3].

Opracowang przez E. Reisswera [4 1 5] usci$lona teorig plyt izotropowych
uogdili na plyty anizotropowe K. GIRkMANN i R. Begr [6], J. MossAKowsKl [7],
5. G. Lecunick: [8], S. A. AMmBarRCUMIAN [9] 1 Z. KAczgowskl [10]. W ostatnim
trzydziestoleciu literatura dotyczaca usci§lonych teorii phyt ulegta znacznemu zwigk-
szeniu. Wymienimy kilka prac oryginaluych, w ktdérych moina znalezé obszerne
spisy literatury dotyczacej tego problemu [11-13].

W pracach [14 i 15] przedstawiono kinematyczng teorig uscislonego obliczania
grubych tarcz ortotropowych, ktéra w pracy [16] nogélniono na stan plytowy. Teorie
te pozwalajg na spelnienic wszysikich zwigzkéw liniowej teorii spreZystodci dla
ortotropowego ciala tréjwymiarowego z wyjatkiem réownan réwnowagi spe%nianych
w sensie catkowym. Podstawowy uklad rownan rézniczkowych pozwala spelnié
po cztery warunki brzegowe na pobocznicy walca ograniczajacej tarcze lub plyte.

W plytach o krawedziach utwierdzonych i duzej podatnosci ma poprzeczne
odksztalcenia Téznice miedzy wynikami otrzymanymi z teorii przedstawionej w pra~
cy [16] a wynikami teorii Ambarcumiana zaktadajacej 2353 =0 sg bardzo duze. Fakt
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ten stawia pod znakiem zapytania zastosowanie wymienionych teorii technicznych:
do analizy plyt o duiej podatnodci na poprzeczne odksztalcenia.

Trojwymiarowe rozwiazania w plytach tego typu s mozliwe jedynie za pomocy,
metod numerycznych. Prowadzi to w zagadnieniach praktycznych do ukladdw
bardzo wielu réwnaf, co powaznie ogranicza zastosowanie tych metod w praktyce
(por. [17], str. 99).

Z powyZszych wzgledow w pracy niniejszej podjgto probe zbudowania znacznie
dokladniejszej teorii technicznej, ktéra, jak wykazuja przyklady zweryfikowane
metoda elementéw skoficzonych, pozwala na otrzymanie do¢ dobrej zbieznosci
z rozwiazaniami dokladnymi nawet w plytach o bardzo duzej podatnodci na po-
przeczne odksztalcenia. '

Réwnania podstawowe wyprowadzono w zapisic macierzowym oraz podano
macierz sztywnofci skoficzonego clementu czasoprzestrzentiego, €O pozwala na.
latwa komputeryzacje obliczed. '

2. PODSTAWOWE ZWIAZEKI TEORII SPREZYSTOSCI

Rozpatrzmy w ramach liniowe] teoril sprezystosci plyte wykonang z materialu
jednorodnego, ortotropowego i liniowo sprezystego. Przyjmujemy, Z¢ osie x, (x=
=1, 2) kartezjanskiego ukladu wspohrzednych leza w plaszezyfnie §rodkowej piyty,
a plaszezyzny ograniczajace plyte maja réwnania x;= £A.

¥ X3 Pz

Rys., 1.

Stan napreZenia i odksztalcenia w plycie jest opisany réwnaniami Cauchy’ego
2.1) =10 0y, O iy, s tiz, Oy hy +0 Uz, Do 1ty +3ytha, Btz +Or 1l
réwnaniami konstytutywnymi
2.2 o=De
oraz rownaniami ruchu

23) oy, i+ Xi=pil, Lj=1,2,3.
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Wprowadzono tu nastgpujace oznaczenia:

— T —di
6=[011, O22, 023, G123, G13, 023]", D=diag [D,, D],

€11 €1z €13 0 D,=diag [G,,, G»3],
(2.4) D= 221 €22 C23 g , P

at Cs2 C33 &H(i=1,2,3)=—.

0 0 0 Gy, ox;

We wzorach tych ¢;; (4, _]—1 2,3) oraz Gy, i Gz (=1, 2) sa wspdlezynnikami
:sprezystodci materialu.

-Obcigzenie plyty stanowia sily przylozone na jej powierzchniach zewngtrznych
Ky = ih
(2.5) Tua=Dy, OT33=D§
-oraz, sity masowe

(2.6) X,=0, Xy=X5(x,0).

W warunkach brzegowych na pobocznicy walca ograniczajacej plyte moga
wystepowaé w réznych kombinacjach trzy wielkodci geometryczne i trzy statyczne

un(xi'a t) ﬁn (xia t) G (xi: t) 6mi (xis t)
(27) Uy (xiﬁ t) = ﬁs (xis t) ] s (xis zl) = 61!3 (xts t) >
Us (xis t) ﬁa (xis t) Tn3 (xis t) 6)‘!3 (xia t)

X, €0, przy czym £ oznacza powierzchnig brzegowa plyty, Indeksami » i 5 oznaczo-
no wielkosei statycz;ne i geometryczne w kierunku normalnej i stycznej do brzegu
plyty.

Dynamiczny problem. rozpatrywanego zagadnienia uzupelniaja warunki po-
czatkowe. '

W celu mozliwie dokladnego spelnienia warunkdw brzegowych na pobocznicy
walca ograniczajacej plyte — oddzialywania brzegowe aproksymujemy funkciami
o postaci

ﬁ" hcﬁg f @rlg allﬂ hcagﬂ f aful
(2.8) g t = 1REeet H 1105 s 18ne { = 1080 TS0 ]
iiy Wy gt Bua 6-1? 3 &:}
5
gdzie f=h{ (1 —?C"), g=1=-303% (=z[h, z=x,
A zatem
2.9) AxA=h{A°+f4%, S~85=S5°+g8!,

gdzie A= 8, by iy, G, 53 antysymetryczoymi, a S= 8,3, #13, symetrycznymi wiel-
kosciami brzegowymi.
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Nieznane parametry brzegowe A¥ i 8% (=0, 1) wyznaczamy metodg najmniej-
szych kwadratow:
it h
(2.10) f (4 A)* dz=minimum, f ($—8)? dz=minimumn.

-k —k

Stad po podstawieniu (2.7) i (2.8) oraz wykorzystaniu faktu, Ze

(2.11) f{I 22, f? 2}dz=j2.i’1 42—-113 E—h -—h1
' - y 25,15, 8 . 153,63 55]
h
(2.12) [ {2,183 =10, 0},
—f
otrzymujemy

h

"3
(gnu’ nus? (pn’ J?)s th j (6!"1’ 0‘l'ls’ Uns us)z dZ H

—h

(2.13)

63 [
(81 4 65, 0D =g | (B Bom s 8 F 55

—h

(2 14) (8n3: W 0) 2h f (O-nsa ”3) dZ, (61139 Al) 8h f(o-n:h ua)gdz' :

. —H —h

‘4 ROWNANIA PODSTAWOWE
3.1. Pola przemieszezenia i naprezenia =

Hy h‘:(f’? for

(3.1 : u=lu, | =S H 102 )
: Husb Vv | lew?

gdzie ¢f i w* (k=0,1) Ség ﬁiezhallymi'fﬁnkojénﬁ'zmiennﬁh Xy
> o
f=h 1—“3"1.’.2 , g=1-3%

Korzystajac z réwnan (2.1} i (3.1) otrzymujemy_pole odksztalcenia:
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w ktérym 9, 008, 1 01 ]¢°
=10 4,02, 01 @3 $=L%u",
0 0008 d] |w°

4]

0000;20

3 1
2} |9 .
(3.3) et={00 0 0 O iy @y |=L*al,
-6 wh
00 ?.O 0 0
- 5 o
4 009, — 0 ‘
: ‘. 3 5 Py
El‘: . — q)é -:Lli_ll,

02,048 0 3
00008 8,

W

przy czym I, jest macierza jednostkowa o wymiarze 4x4 a I, jest analogiczng
0 wymiarze 2x 2.
Z réwnan (2.2) i (3.2) wynika pole napregzenia

R !

3.2, Rownama ruchu plyty. Slfy wewn@frzne

W pracy [16] funkcje pl i w' wyznaczono z warunku aby za}ozone pole prze-
mieszczania (3.1) spelnialo warunki brzegowe (2.5).

Pozostale trzy funkcje wyznaczono z rownan réwnowagi plyty. Sposob ten pro-
wadzi do mesymetrycznych operatorow rozmczkowych Loy#ELq, (a=1,2) w pod-
stawowym ukladzie réwnarn rézniczkowych. ) :

Yakt ten utrudnia korzysianie z metody elementéw skonczonych ze wzgledu
na niesymetryczng budowe macierzy sztywnosci elementu oraz prowadzi do nie-
dokladnych wynikéw dla plyt o duoZej podatnoéci na poprzeczne odksztalcenia.
W pracy niniejszej wszystkie nieznane funkcje (3.1) wyznaczymy z rdwnaf rowno-
wagi dynamicznej continnum tréjwymiarowego (2 3) Réwnania {e mnokymy przez
przemieszezenia w;rtualne plyty du;: \

(3.5) | ffff(amu pii) Su, dV =0

Stad po podstawwmu (3.1) i@34ri scatkowaniu wzgledem gfuboéci plyty otrzy-
mujemy

ce - Jf] [(M” 02 -+ Mg, -+ 2Hp) B9+ ( M+ QO'ﬁQ‘+Mir;
4 5 1.0 0 =
—?hp‘-’ dp, +(Q, +Q,,+2pg+2hX°)5w°Jé

6
+( ! h2 _c"raa—E—Q“ 4p3—§-2hX1)5w]dAdt 0,
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gdzie
MO h Z o h 1
3.7 "‘”=fa,{d, {“}=J.,x{d,
@ {M:ﬁ} -ha'ﬂf}z 0. _h“g g
R It
_ xoy 1 1
(3.8) 50, = fo—aazdz, {X2}=§EJX3 {g}dz,

—it
MO I - Q 0 It 1
(3.9 { “f}m—f aa{ iz, { f}=—f 1'4,,,{}42.
M:t ’ A P S Qi A ’ g
Réwnanie (3.6) powinno byé spelnione dla dowolnych wartoéci 8¢k~ 1 Suf (k=
=0, 1), stad wynika nastepujace szesé réwnah ruchu grubei plyty:

(3.10) My, ,— Qo+ Mg, +2hp=0, 0 400, +2p5+2hX3=0;
R S I
Mﬂtﬁ,.ﬂ_l——g_Qu _-3—Qa+Mar,: ""--3—hpu=0,

{3.11) ¢
QLy+ 75 0%+ 04— 4ps +2HEG=0.
Réwnania (3.10) sa klasycznymi rownaniami ruchu plyty, natomiast (3.11)
sa réwpaniami réwnowagi dynamicznej sit wewnetrznych i inercyjnych wyzszego

tZedu. : .
Na podstawie (3.4), (3,7) i (3.8)y, po uwzglednieniv (2.11) i (2.12) otrzymujermy

wzory na sily wewngtrzne, kidre zapisujemy W zwiezlej postaci macierzowej:
(3.12) °=D°(%+c"), o'=D'e,
gdzie

S0 =M, M3, 635, M1y, 03, 0215

- - 1
o= [Mip Mﬁlza 0‘%37 My, Qis Q;lv_]T,

o 4 . 4 _
(3.13) DO ==diag [D,, D], D‘=diag[?1~'D,«,?D,],

Df=“§—~h3Df, D, =2rD,.
Wykonujac catkowanie wzgledem grubosci plyty zgodnie ze wzorami (3.9)
otrzymujemy
(3149 X=DY&, o =De,
gdzie _
(3.15) of=[M%, M%,,0,0,0, 01", k=0,1;
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[3 0000 O] [¢
d=l0oa 000 of |[# =L k=01,
00008 0f [w
D°=diag [K, K, 0, 0, 1, 0],
(3.16) 4 4 4
Dt—dlag[zl K, ol K0, O,?H,O],
K=-——hp, H=—2hp

3.3. Wyznaczanie napreienr o1, (i=1,2,3)

Naprezenia o,; wyznaczone z réwnai konstytutywnych (3.4) nie spetniajg wa-~
runkéw brzegowych (2.5) na plaszezyznach granicznych plyty. Dokladniejsza warto$é
tych npaprezefi otrzymamy 2z réwnan ruchu piyty (2.3).

Z réwnan réwnowagi dynamicznej sit poziomych wyznaczamy

(3.17) Gap g+ Ous, 3= il = Gy == [ (Gup, = pil) 2+ C (%)

Po podstawieniu u, i o,, okreSlonych wzorami (3.1) i (3.4) oraz Wyznaczemu
stalej catkowania z warunku brzegowego (2.5), otrzymujemy

2

(3.18) 0'«3"—P¢+ B (1= %) (03, 5= pp) +-y5 (1 =602+ 5% (054, 279}

Przy czym
' PP S ol _61 1
Tap™ W3 Maﬂ" Tog =~ 853 M

Z réwnan réwnowagi momentéw (3.10) i (3.11) wynikaja wzory nastgpujace:

w 3
(s, = PO = s (@2 =200,
(3.19

' B3 2 5 4
(O'ali,li P?’,,) 3h3 Q += Q +mhpu *
ktore Wykorzystane do (3 18) okreslaja naprf;zema 6oy W nast@pujqcej postac1
3 7
(.20) gl =plt o (=)@ 20 + (1—6c2+sc4)(~—Q:--Q°+2hp:)-

Catkujac naprf;zema Gy Wzglqdem plyty stwierdzamy, Ze zachodzi zaleznosé
(3.21) f s dz= f craadz Q°

W analogiczny sposéb Wyznaczymy naprezenia oy, Z réwnania réwnowagi
dynamlczneJ sit plonowych otrzmeJemy

(3.22) 0‘33 3+J¢3 «+X3 = pily = 0y, = f(ﬂ'us a+X3 pua)dz—]—Cl (xa)-

Rozprawy ‘InZynierskie — 3
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Stala C; (x,) ze wzgledu na antysymetri¢ napreZen s jest réwna zeru,
Po uwzglednieniu (3.1), (3.4) i (3.8), wzlr (3.22), doprowadzamy do postaci
(23 oaam—hL(0%, .= piO+ XDl (1= () (T, = P+ X3).

Jedli w (3.23) uwzglednimy nast@pujqée zwmzkl
0 *0 0 —1,0 1 ' =yl 5(6 =0 o
(3.24) (Uas,u_pw +X3)="“h Pss (Uas,a”l)w +X3)—_z "%}: 713633 —4p3 7.

ktére wynikaja z réwnan réwnowagi dynamicznej sit pionowych (3.10) i (3.11),
to otrzymamy '

29 e DGR,
0_ 1  O _ i 0 5 1 3. ﬁo
(oassrfua,-aaa)—-(-gg T ar-rﬂl?aas)"
- Mozna 'wyir-kézaé,lég_?aﬁclhod;i_ tozsamosc o e

| .
(3.26) omu . o ‘..;..—rf(o--ss-—- Oya)Easdz==0..~ ¢
—h o

Stad wynika, Ze praca naprezen g;; otrzymanych z nogolnionego prawa Hooke’a

6.
na odksztalceniu poprzecznym: &35 = . {w! jest réwna analogicznej pracy na-

3.4. Uklad réwnan réziniczkowych. -

Uktad réwnafi rézniczkowych mozemy otrzymaé korzystajac z réwnan ruchuy
plyty (3.10) i (3.11). Z uwagi na fakt, 7¢ praktyczne obliczenia sa mozliwe jedynie
za pomoca metod numerycznych, uklad ten wyprowadzimy w inny sposdb, ktory
pozwala na bezposrednie przejécie do:.obliczania grubych plyt metoda elementow
skoficzonych.

Calkujac przez czefci réwnanie (3.6), otrzymujemy nastepujace réwnanie ‘za-
pisane w postaci macierzowej:

6 [ [(Gu®)"N° + (Gut)* NSt + [ [(R0) N0+ (5at)" NI, dA -+

+ [ f JUG (po+X)+ ()" (! X)) dA dr=

=[ff (5204 5+ )7 30+ (327 o'+ (6e0)" 2+ (Bel)T ot 1 dA dr
t A . . : .
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edzic
NF = [ pma ns’ Qk]T Nkw IMu: M’;ta QHT:
(3.28) =2k[0,0, X3}, k=0,1
_ 4 :
=2[hp}, hp5, P31, #=“?MMJﬁJﬂﬁ

Lewa strona réwnania (3.27) przedstawia czteroprace wirtualna obciaZen ze-
winetrznych i sit masowych, natomiast prawa strona czteropracg wirtualng sit we-
wnetrznych [18 i 19]. Dwie pierwsze calki réwnania (3.27) tworza zespot warunkow
brzegowych i poczatkowych zagadnienia. W celu wyprowadzenia ukladu réwnan
rézniczkowych zajmiemy sie dwiema pozostalymi catkami. '

Na podstawie (3.3) 1 (3 15) otrzymu_]emy .

SO—EOGE), Jet=L* (Y, Sel=L! (),
~70 —‘Lt (3{10) > 5E¢1 =L: (3_‘;1) !

(3.29)

Wielkosci te podstawione do prawej strony réwnania (3.27) pozwalaja napisa¢
czteroprace wirtualng sit wewnetrznych, masowych i powierzchniowych w postaci

nastepujacej:
(3.30) f f f {[LO(Su")+L+ Gu)F Do MO w0+ Lty 1)+[L‘(5u‘) TDLLL at
I GO [} GROFD] L~ (0T Q X
—(5u‘)T(p1+X1)}dAdt 0.
Po przeksztalceniu otrzymujemy rowname

(3 31) f f f {(SuD)T (L2 D° (L° °+L+‘1)+LTD°L.u —(p°+X°)]+

+(5u1)T (Ifr)TDO(L0 °+L+ 1)-l-(Ll)TDl[11‘+LTD1L¢ (p‘+X1)]}dAdt—
stad ze wzglédu ma dowolnodé przemleszczen wirtualnych 5u" (k 0 1) Wymka
oklad Téwnah rézniczkowych w’ zwiezlej postaci. mamerzowej
) (@EOTDOLO+LIDYL,, (E9)TDOL* 1 E" _[poex]_,
- o (L+)1 DOLO . (L+)TDOL+ +(L1)TD1L1+LTD L ‘p'1+X1 s
ghmu—wu%mﬂ S - :
Wrykonujac mnozenie operatorowe powyZszych mamerzy, ukiad ‘réwnan roz-
niczkowych napiszemy w nastgpujacej. formie: . :

| Ay Ay p°+X°
+ =
@ 33) y [Am Azi’-] [ ] [1’1+X1
Podmacmrzc Aaﬂ (o'., p=1,2) ukladu réwnan (3. 33) maja budowe nastgpujaca:

Lyy L33 Lys [Fia Lys Lis Ly Lys Ly
(3.34) Ay =Lz Loz Los}, Ai=AL | Lag Los Log |, Asa=|Lsa Lss Lse |,
Ly; Laz Laa L34 Lys Lag Lga Lgs Lgs
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gdzie
Ly =611 05+G,05—5 +Ka?, Lypz=Ly =(512+G_12)3iz s
2 )
Liz=L3;=—5; 21, LL4=L4L=“§‘ 81, Lis=Ls=0,

L16=L61=_'F51381: . _
L22=G123f+5123§“Sz+K3;2, Ly3=Ls5,=~—820,,

2 ' 6
Lyy=L42=0, L25=L52=-"§"st L26=Lsz=”7l?5233;;

_ 2 :
Las=—(S,82+8,83) —Ho;, L3=Lys =‘3—S1 014

2
(325) Lss =L53=?S2329 Lis=1Ls3=0,
4 . 24 4 y
L44=E(c1131+G2102)"-§—Sl+-*2—1~K3t.,
4 ) 4
L45=Ls4=_'2—1(512+612)312, L46=L64=“‘§“SL31;

4 2 2 24 4 a2 4
Lss =57 Guodten®) =5 Sa¥gp Kb Lae=los =3 5200

4 2 ) 36 _ 4 .
Lgs= _‘5_(‘91 R +8,8) T 5r s~ HO;,

5 5 - _
6ij='§—h3 Ciy (isj': 1,2,3), GLZ =_3"' B Gy, SaEZhGaS (0€=1, 2).

Jest to uwiktany uklad réwnan rézniczkowych czastkowych dwunastego rzgdu.
Rozwiazanie ukladu najwygodniej jest znaleié numerycznie, na przyklad metoda
elementéw skoticzonych.

Przy wyprowadzeniu powyzszych operatordw rézniczkowych we wszystkich
macierzach transponowanych ukfadu (3.32) przyjeto znak minus przed pochodnymi
&, (w=1,2) 1 &, co wynika z przeksztatcenia GREENA [20]. _

Uklad réwnan ruchu plyty (3.10) i (3.11) oraz uldad réwnani rézniczkowych
(3.32) moZemy réwniez otrzymaé korzystajac z zasady HamLToNa [21].

3.5. Warunki brzegowe i poczgtkowe

Dwie pierwsze calki réwnania (3.27) pbzwalajq nam okresli¢ naturalne warunki
brzegowe 1 poczatkowe. g : ‘ '
Jednorodne warunki brzegowe statyczne i geometryczne maja postac

NO=[M0, M3, Q917 =0, N'=[M;, M, 0,1"=0,

(3.36) i S
Cw0=[e?, g%, w°"=0, - u'=[g}, g;, w'=0.
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.- Warunki poczatkowe formulujemy nastgpujaco: w chwili £=1, mamy okre$lone
pole przemieszezed 1 pole predkosei przemieszczen co zapisujemy- w nastepujacej
postam

69(1).(.3‘;, tO). - (ﬂi (xc!:9 IO) .

uO = ';0(2) (xat: ItO) L] ul = ?; (xaa tO) ’
' o SN AT S | I W (%5 10)]
(3.37) R
M?t (xm tO) M}: xua t())
N?= Mg: (xas to) 2 NI M;t(xa’ tO)
QO (-xm tO) . Qt (xa: t())

_ Jesh w chwﬂl t=tp plyta znajdowa%a sie w stanie spoczynku, to warunk1 po-
czatkowe przyjmujg postaé .

(3.38) - e NP=0, ~ Nj=0, w’=0, a'=0.

Jesli na powierzchni brzegowej ply'ty' dane 52 prz'em'ieszcz'eﬁia Iﬁb napreZenia (2.7),
to korzysta}z;c zce wzorow (2. 8), (. 13) i (2 14) niejednorodne ‘warunki brzegowe
wyrazm]y rownamam1 T
(3.39) N{):ND’ N1=N1, ;l°=flo,' ﬁizﬁi’
gdzie ' '

_ : - L S L
lﬁ =[ h'3 &r?n’ _ha &us’ 2h0n3] ’

N T
IA.\II [ n 6:14’ _63}13 A:sv iy h ]
[ @k Za T’ ; .k;oa 1 .

Ze wzglgdu na zalozone pole przemieszczeﬁ (3.1) otrzymali$my uklad réwnan
rézniczkowych dwunasfégo rzedu. Pozwala to speli¢ po szei¢ warunkow brzego-
wych na pobocznicy walca ograniczajacej plyte.

Na nieobciazonej SWObOd]lQ} powierzchni brzegowej jednorodne warunki brze-
gowe okre§lone réwnaniami (3.36) ; , sa czysto statyczne. Jesli brzeg jest catko-
wicie ntwierdzony, to mamy czysto geometryczne jednorodne warunki brzegowe
(3.36)3 ; 4~ W tych przypadkach dla obranego pola przemieszczenia (3.1) warunki
brzegowe na pobocznicy walca ograniczajacej piytg.msq. fcigle spetnione.

4., ZASTOSOWANIE METODY CZASOPRZESTRZENNYCH ELEMENTOW SKONCZONYCH

Ze wrgledu na wysoki rzad ukfadu réwnafi rézniczkowych (3.33) praktyczne
wyniki, poza nielicznymi wyjatkami, mozna uzyska¢ tylko metodami numerycz-
nymi.. Uniwersalng metoda doskonale przystosowana do -elektronicznej techniki

obliczeniowej jest metoda elementéw skoriczonych [17]. Analiza plyt metoda elemen-
téw skoficzonych z uwzglednieniem poprzecznego $cinania jest przedstawiona mie-
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dzy innymi- w-pracach [22-25]. Zastosowano tam udcidlone teorie plyt REISSNERA
[4 i 5] lub MiNpLINA [26], ktore opieraja si¢ na liniowym rozkladzie napreZen
oap (&, f=1,2) na gruboéci plyty. Fakt ten ogranicza zastosowanie omawianych
teorii do plyt éredniej grubosci i niezbyt duZej podatnoéci na poprzeczne odksztat-
cenia [3]. o 0 - ‘_ _

Zastosowanie metody. elementow skoﬂcionyéh__w przestrzeni i w czasie jest
przedstawione w pracach [18 i 19 ' -

4.1. Macierz sztywnosci elementu czasoﬁr'zéstrzénnégo“’

Podstawowym problemem w metodzie elemeniéw skoniczonych jest zoajomosé
macierzy sztywnosci pojedynczego elementu, pozwalajaca na uloZenie ogdlnego
programu obliczeft na drodze standardowego postgpowania. R

W pracy ninicjszej macierz sztywnosei wyprowadzimy dla najprostszego prosto-
padioéciennego elementu czasoprzestrzennégo.

ozpatizmy prostopadlofcienny element czasoprzestrzenny wymiarach 2ax
w26 2¢. Wymiary a i b wyrazaja sig'w jednostkach dlugosci, a wymiar ¢ W jed-
nostkach czasu. Lokalne wspdlrzedne bezwymiarowe &=x/a, n=y/b i v=rfc zmie-
niaja si¢ w granicach od —1 do L. : : S

Przyjmujemy element liniowy z rodziny serendipowskiej o ofmiu w@ziagﬂ
Element czasoprzestrzenny otrzymamy zamieniajac of z na oé czasu f (por. [17],
str. 123). LR T

Rozklad niewiadomych ‘wielkosci geometiycznych u* (k=0,1) wewnatrz ele-
mentu jest okre§lony wektorami kolumnowymi

- s . . 150l
u0=1p t=N8J=[Ny, Na, o, Nsl 71
. !'VO . i e '0 o
B T '_Lés : .
@1 S
i Lo I N 1}
- §01 ) . al
ill = (p; . =N8;={N1, Nz, -..,_Ns} :2 >
- Lés

gdzie 8¢ =[g , o5, Wk, k=0,1, r=1,2, v 8 sq-posz'ukiwaﬁymi wielkoSciami
geometryczhymi w wezle r elementu. T T LR
Funkcja ksztattu dla elementu o o$miu weztach ma najprosisza budowe:

1
@2 L Mg iad +70) (L +70) 5y,
gdzie Eo=EE, o=y Te=TTa o r=H AN 8 sé to ‘nowe zmienne, * za: po-

mocy- ktérych ‘mozna - opisaé wszystkie fankcje: ksztattu w jednolity ‘spos6b [17],
a I, jest macierza jednostkowa (3.3). RN PIS IR S
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Na podstaw1e (3. 3) (3.15) i (4.1) mamy

= 2 LON, 8°= 2 BY§0= B08°

i e 1 3 "'r i °
_ Z L+N8 ~2 B+$1 B* 8., .
r=1,8 r=1,8
4.3) a= D UN3l= > B8 =B'5,
r=1,8 soop=1,8 0
o em.? 2 LN, 80_ Z‘ B, 80=B,57,
. . r 1,8 I' 1,8 .
l!l..‘.L.ete Z LN 81 Z Blrs _B 51

. r= 1 8 . r=1,8
Przem:eszczema wzrtualne Su majlq‘tcraz pdstac
@h U SuR=Nds, o k=01 |
' Jesh do réwnania (3 34j podstaw1my w:elkosm (4 3) po uwzgledmemu zaleznosm
(3.29) i (4.4) oraz dodarmy’ pracq w1rtualnq sit wgzlowych elementu, to otrzymamy
nastepujace” réwnanie SR I L :
@45  (d8O)TFC+(dEHTF = f f f {(dS”)T B“)TDO(B°8°+B+ 8‘)+
te Ade- )
BT DOB, 89— N7 (po-+ X )]+ (461)" [(B*+)" Do (B° B2+ B* 81+
+(B1)TD1B181+BTD1B,51 NT(p +XY))dddt.
Réwnanie to jest spelmone ‘dla kazdej wartosci przemleszczen wirtualnych

d®% (k=0, 1), stad po skréceniu przez d8* otrzymugemy typowy zwigzek dla do-
wolnego elementu skoficzonego:' : ,

W ktérym macierz sztywnoéci elementu ézasopfzéétfiehhego okredla wzoér -

@7 K= [ [ [[@) DB +BIDIE, BY)TDB A dt
(B+)TD_°B°, . (B+);J:"D0B++(B1)TD1 Bi +BZ‘D: B[

te dAe
oraz

48 F= f f f NT(p°+X°)dAdt ¥, f f f N7 (p' +X1)dAdt
. e te Aei . 3
Jcsh mamy zagadmcme statyczne to funkc;a ksztaltu i mac1erz sztywnosm
przyjmu_]ag postac : .

(49) N = (L) A4k, r=1,2,..4,

(4.10) K, f [l (BY)TDB’,  (B)TDB' dA
(B+)TDOB0 (B+)TDOB++(BI)TD1B1
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Fatwo zauwazyé, ze prawg strone wzoru (4.6) moZemy otrzyma¢ bezpoérednio
z ukladu réwnai (3.32), _]esh podstaw1my ut=NB" (k=0, 1} oraz wyrazy obciaze-
niowe pommnozymy przez NT'i ¢atosé scatkujerny wzglqdem powierzchni elementu
czasoprzestrzennego. Stad wynika bezposredme prze]sme z ukladu réwnan réznicz-
kowych wyprowadzonego w zaplsw ‘macierzowym do metody elementdw skoin-
czonych.

3. UPROSZCZBNIE TEORIL -

W piytach 1zotr0powych 0 sredmeJ gruboéCI i mezbyt duzeJ liczbie Poissona

v<0,3 oraz w plytach ortotropowych o malych sztywnoéciach Scinania poprzecznego

Goa)Cin<] (=1, 2) zmiany grubosci plyty sa niewiellie. w stosunku do catkowitego

uglqaa plyty. MoZemy zatem przyjaé, iz plyta _;est mesmshwa w klerunku grubosm
wl=0. Sk

Dokonamy korekty wzorow wyprowadzonych w. poprzedmch punktach z uwagi

na zmlang modelu pivty. Z trzec1ego rownania konstytutywnego wyznaczamy

(5 1) . . 335—033 (Uas“csaa'aa;) (‘5"' l 2) o L
Wielko$6 ta, podstawmna do pozostalych réwnan, prowadm do- nastqpche_}
zaleznofct mlqdzy odkszta}cemaml i naprqzemaml

5.2 * ' c=De+Adss;
gdzje s
_‘ °' [0'11, O'zz, T2 O13s (Tza] »
s D dlag[Dfa s]’ [Als Azao 0 O]T
5..3 ‘ . . . :‘ ‘.
( ) ' —BLI B12 ] 0 STl T
D;=|By; B, 0|, Ds=diag[G133 Gza]-
0 0 .Gy

Nowe wspolczynniki sprezystosci okreslaja wzory Bug=Cuy—Ca5 Cas Cpas A=
=¢,afcs3 (2, =1, 2), a napr¢Zenie o33 otrzymane ze scalkowania réwnania ruchu
w kierunku x; ma posthé o - ' o

¢4 0'33—1’3 “'—5{1 Cz)Q

Wspolczynniki B, s stalyml spr@zystosm dla c1aia ortotropowego w plasklm
stanie naprgzenia. :

Wzdr (5.4) pozwala na do§¢ dokladne okresienie napreien ‘Taas jednak prowadm
do niésymetrycznych operatoréw rézniczkowych i niesymetrycznej macierzy sztyw-
noéci, Z tego wzgledu do wyprowadzenia réwnan rézniczkowych i-macierzy sztyw-
nofci przyjmiemy napr@zema a3 analoglczne do Wystqpujzicych w teorii Relssnera
i Ambarcumiana:

: 6 .- 6 5.0\
(5.5 R ‘0'33=?P§§+§6'_;C_(1 —?CZ)P‘;
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Uklad rownadi rézniczkowych (3.33) przyjmuje postaé

2kps +?A1 Bps
LL-11 Lyy Lyz Ly Lys | _¢’?'-_ 2
A I +—A 2 ,a
Lyy Lap Ly Loy Lys 93 i_rpz 5 2h°P3s
(5.6) L3y Lag Lag Lag Lss || wo | +| 205+ 20X3 =0.
Lyy Ly Lya Lyy Lys 'h

ik a _—E_A h: a
| Lsy Lsy Ls3 Lsy Lss_ 7?’% 3 71 1 Pass

105

Operatory rézniczkowe L, (p, g= I:, 2, ..., 5) otrzymamy z (3.35) zamieniajac Cup
_ 2
na B, ="§-h3Baﬂ (o, f=1,2).

Macierz sztywnosci otrzymamy ze wzoru (4.7) skreélajac w macierzach L*, L*, L,
(k=0, 1) trzecia kolumn¢ z uwagi na fakt, iz w'=0. Zwiazki (4.8) preyfmuja
postaé

Fge;-f ff [NT(pn+X°)—(B°)TA°pg]dAdt,
e Ae

5.7 |
Fi= [ [ [ INTp'—(BYT (A°+A") ps] dddt,

te Ade

tutaj A° '"—-?1'12 A, A= J A, pt = -——:;:h [P, p5, 017, pozostale wyraze-

105
nja. nie ulegaja zmianie. .

6. PRZYKEADY
Analizg wptywu poprzecznego Scinania i naprezeni 53 na stany naprezemia i prze-
mieszczenia przeprowadzimy na przykladzie zgigcia walcowego pasma plytowego.

Zastosujemy teori¢ uproszczong, co pozwoli w latwy sposéb otrzymaé ogdlne
wzory dogodne do analizy. ,

Rownania réwnowagi pasma plytowego zginanego sitami pionowymi p,=p
majg postac

2 5
(6.1) M —~Q°=0, 0°+2p=0, M} +—0°—50'=0.
Z réwnania (6.1}, wyznaczamy sile poprzeczng

62 Qo==2 [pdx+Cy, x=x,.
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Uklad réwnaii rézniczkowych ma budowg

2 3p.0 4 3,1 0 2 2
?h BW,11”'_9”AG}1 9,1,=0 ’_?Ah P

| . 4 2

(6.3) —6—3—113(B—AG) vl =g Chpt = = 50"
.'ZG_I"-_(-'PO __i‘ (01'FW,1):Q0, o

w ktérym _ o o

Fegt, (k=0,1), w=w®, B=By, G=Gu, d=cults.

Po scalkowamu i rozw1klan1u otrzymujemy

fp":%AE ot 21;33 fo"dY ﬂ”fde+sz+Ca'
(6.4) w¢=.—f.(¢o_3_¢ )dx+_ﬂ (gpinio,” o o
: : 3 2hG v ‘
ke A 0°

gdzie

.k—"—l/'g, B—G A',.

Rozw;qzamem réwnania (6 1), sa funkcje
(6 5) S ’ 4 —§9*+Cs Chké"'cés'hk&:

gdzie ¢} jest catka szczegélng réwnania résniczkowego mniejednorodnego (6.4);.

6.1. Pasmo obustronnie urwrerdzane

Rorpatrzmy poptzecznie 1zotropowe pasmo p}ytowe poddane dzialaniu obcigZe-

st

B
nia p=—5-4 (35 2.

Y
N N S A
- T T T %,k
24
a p  Ta
z,g

Rys. 20
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W przyjetym ukladzie wspdtrzednych stale calkowania C,=C;=C,=0. Po
wyznaczeniu stalych catkowania C,, Cy, Cs z warunkéw brzegowych dla &= 41
(6.6) 7 ¢®=0, p'=0, w=0

]

otrzymujemy ﬂast@pujch WZOTY Da przemieszczenia i napreienia;

._:._wl_q Q)S{ .2..‘2 2(. shkdf)
I.‘_TB( ) 6(1—5)_?‘45 5_ shi +

B 3 B 2( shké )( 5 2)]
5 EJ €= shk l——3—C He,
a4

g [( 2 4352.+49§2),1 2+8528(hk chké}]
VEGE |\ G s 9 -t e ’

chic

2

B:?kaB,-

~goli) e sara—gor (1= G5 - o)
o= a\ 7). 1-3&2-420 A_.“—5~r95 Lok 1.'“5.—!: g,
,' 1 1 chicé '

G337~ 2‘7C[1+“2"(1 k————)(l—{z)]

3' 1 shkE
a;;§:=_ [6(1 CZ)—?T,,C (lfbfcz)},

(6.7)

3 , 7 shkE 2 cre
013 4qh E(— C)_E'"“ﬁg“(l 602+ 5041,

Na po_t_iét_eiwie teoriﬁ A_mbarcumjana dla roZWa:‘aanego przypadku mamy

(6.8)

3 a : : 3 1 s
O3~ _‘4—‘1_,1_6(1“‘52): - O3z :_4"9(1 "“5‘52)5-

‘W tablicy 1 i 2 zestawiono wartodci wspdlczynnikéw poprawkowych. do teorii
kiasyczne_] dla naprezen o5, (0,1) i oy, (1,1) obliczonych wedlug teorii Ambarcu-
miana A4 { 9 oraz wg proponowanej przez autora — J i 7.
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Tablica 1
2,5 30 60 120
f!:"c:a/Caa \\\i‘“‘_ "
S=hja=0,125
0.5 P 1,0235 1,1953 1,3829 1,578
» i 1,0219 1,1932 1,3713 1,6705
1o . 1,0466 L2187 .|  1,4062; 1,7812
g i 1,0406 1,2120 1,3904 1,6507
S—=hla=0,25
4] 1,000 1,7812 2,5312 4,0352
0,25 A 1,0874 1,6907 2,0958 2,5155
ir 11,0848 1,6626 2,1374 . | . 2,781
| a4 1,1875 - 1,8750 - 2,6250 4,1250
1,0 X 1,1625 1,7713 2,1818 2,6057
aF 2,2040 2,8537
Tablica 2
\1\\ B}'G ] ; l e
2,5 30 60 120
‘éj‘;{ﬁllchS \ N : S
 d=hja=0,125 :
0,25 Iyt 0,9882 0,9023 0,8085 - 0,6211
B ¥ 1,215 | 0 1,709 | 19513 2,2407
1,0 ¥ | 09767 0,8906 0,7969 0,6094
y 1,1557 - 1,6901 1,9365 2,2267
| S=hja=0,25 SRR
o o 0,9530 0,6094 0,234 20,5156
0,25 ¥ 1,4000 2,2261 2,5344 2,8109
) 3F 1,6744 2,6915 31,7376 46109
P4 10,9062 0,5625 0,1875 —0,5625
1,0 oy 1,2810 2,1681 | 2,4812 2,7621
7 : 03,9394 4,8534

W rozwaianym przypadku

YRR TS 'yA=1mf—A52—f-1—952
5 4TS 570507

2 1
= 2 +— 2 ——
A=1426 A 5 8o (1 k shf)

“I—Aéz—wl%z 1- ih—k ; 0,1)=Aa; (0,1 1,1 1,1
5 3 ]]C 011( ) ) 0-11( 2 ) all( ) }’0-11( )

przy czym oy, 5§ to naprezenia - uzyskane z teorii. klasyczneJ



THCHNICZNA TEORIA GRUBYCH PEYT ORTOTROPOWYCH 45

Wyniki zweryfikowano za pomoca metody elementéw skoiiczonych dokonujac
podziatu éwiartki pasma plytowego na 35 elementéw prostokatnych z kwadratowa
zmiennoscig funkeji ksztaltu wzdiuz bokdw elementu (por. [17], str. 113).

Wyniki otrzymane z rozwigzania plaskiego staou odksztafcenia £,,=0 za po-
‘mocg metody elementdw skoriczonych oznaczono symbolami AF i 7.

6.2, Pasmo swobodnie podparte .

W przypadku pasma plytowego swobodnie podpartego (rys. 3) stale calkowania
wyznaczamy z nastgpujgcych warunkéw brzegowych: dla &= 41

{6.9) Me=0, M'=0, w=0.

Y24

|
. : i
e e

: X

z,g'

Rys. 3.

Pola przemleszczema i naprezenia otrzymane na podstawie. teorii proponowanej
i Ambarcumiana maja odpowiednio postaé

3 ¢

u=—7 B(h)[ ~E+g §3+4A52£——2-A5 ks

keshic -
I B 2( Shk{)( 5 2)]
TN T T N8R
2 sa chic&
599 (1_ chk )]
~gali] e s o - SE) (- 3o
0‘1.1‘}“?@ 7 1- f““*gﬁ 1‘7 1"‘?@7 "::
3 [a\l shk&
G13 = fTQ(T) lé‘(l 3y —"3:“ W(l 34'2)]

3 (a)[ ol , ShkE
7\ c(1-¢ )—5]‘.‘95 Tk

—qa4[(5 2+24952)1 s
PEE [\ T O

(1—6C2+5¢“)];
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= 3"1(“)3 [ LA Baf!(w5 2)]h
Rt A v A A R A I LA R a3
”
"~ 24B

el fe s (- 5e)
61 on=yaly) [1I-e-geeli- el

n
3 i. .
0'33=‘E.q 1f~3—.C2 Co i

w

24 -
(5—5%7%2) (1-&,

3 a
e i Ul

W tablicy 3 zestawiono wartoééi wspolczynnikéw poprawkowych do teorii
klasycznej dla naprezet gy (0, 1) obliczonych wedtug teorii Ambarcumijana o1,
proponowanej @ i metoda elementow skonczonych oF,

6.3. Analiza i omdwienie wymikow. -

W tablicach 1,2 i 3 zestawiomo warto§ci wspdiczynnikéw poprawkowych do
naprezen klasycznych dla spoi;ikanych w praktyce piyt‘ poprzecznie izotropowych
[1-3]. Zestawienic wykonano dla plyty o “éredniej grubodci d=hfa=1/8 i grubej
d=hja=1/4. Przypadek B/G=2t/(1—V) 225 (z=G/G") i A=V m{(1-1)=0,25 (m=
=E/E") odpowiada plycie izotropowej ‘o liczbie Poissona v=0,20. Tutaj E,G i v
oznaczaja odpowiednio moduly sprezystosci podiuznej, poprzecznej i liczbg Poissona
dla kierunkow x, (x=1,2)a E’, G' iy’ tc same wielkosci dla kierunku z. Przypadek
BIG=1201A=1,0 dla v=y"=0,20 odpowiada r=48 i'm=4, to jest plycie o bardzo
duzej podatnosci na poprzeczne odksztalcenia ‘postaciowe i normalne. "

T Tablica 3..
2,5 30 60 120
i |A=cisfcas
© S=hja=0,125
05 @4 1,0047 1,0620 1,1245 11,2495
23 & | 1,047 L0619 | 1,1230 | 1,429
Lo iz 10031 | 1,0604 1,1229 1,2479
; & 1,0031 1,0603 1,1224 1,2414
d=hja=0725 o

o4 1,0188 1,247 14980 | 1,997
0,25 @ 1,0188 1,2414 . 1,4515 1,713
& 1,2333 '1,4518° 1,7905
o4 10125 | 11,2416 1,4916 1,9916
1,0 & 1,025 1,2356 1,4465 1,7679
' oF ' C1,4429° 1,7838
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Z tablicy 3 wynika, ze w plycie obustronnie swobodnie podpartej dla danego
przypadku obcigZenia réZnica miedzy rozwigzaniami otrzymanymi z. teorii propo-
nowanej i Ambarcumiana a wynikami dokladnymi, za ktére uwazamy wyniki
uzyskane metodq elementéw skoriczonych, jest niewielka. Na przyklad dla B/G =120,
A=025 1 §=0,25, PF/®=1,7905/1,7713=1,01 i BF}P*=1,7905/1,9979=0,896.

Jednakze rozklad naprezen wzdiuz dlugoscl plyty otrzymany z teorii Ambarcu-
miana jest niewlaSciwy, gdyz nawet na brzegach, gdzie napre¢zenia powinny byé
réwne zeru, sg réwne oy, (1,1)=0,99 o}, (0,1). Tutaj o7, (0,1) jest maksymalnym
naprezeniem: kiasycznym w §rodku piyty. Fakt ten utrudnia ksztaliowanie wyirzy-
maloéciowe plyt-poprzecznie izotropowych. : :

Teoria Ambarcumiana pozwala na analize naprqzen W otoczemu érodka plyt
o krawedziach utwierdzonych; jesli ¢ <0,25:1 B/G<30. Natomiast na krawedziach
utwierdzonych teoria. Ambarcumiana: daje bardzo duze bledy. wigksze: ni% teoria
klasyczna, W przypadku dufej podatnoéci na poprzeczne odksztalcenia naprezenia
olrzymane z teorii- Ambarcumiana sa kilkakrotnie: zanizone, a nawet zmieniaja
znak na przeciwny, jak:to ma miejsce dla B/G=120 1 §=0,25.-Powoduje to bardzo
niebezpieczné: bledy,. gdyZ naprezenia. na krawedziach utwierdzonych przewazmc
decyduja o wymiarowaniu plyty. : -

Proponowana teoria.daje wyniki zblizene do dokladnych nawet.w plytach o bar—
dzo. matej. sztywnosci. Scinania poprzecznego, w. ktérych: wspolczynmkl poprawko-.
we y* do teorii klasycznej sa wigksze od: czterech. Na. przyk}ad dla B/G =120 1 d=
=0, 25 blqd Wynosi- (por tablica 2)-. e e

i - 4, 6109 .2,8109

e 46109 100/ 391/
dla ' 4=025, 4 "

o 4,8534:2,7621
48534

dlaA 1 0 CO odpow1ada czterokrotme WIQkSZEJ podatnoém na znuany grub0501 piyty
Dla tych samych przypadkow bl@dy naprezefi w §rodku plyty otrzymanych
z teorii proponowanej wynosza odpowiednio (por. tablica 1)

1009 = 421/

2,7810--2,5155 o ) .
2,7810"— 1004=995545

28537-2,6057
age 100%=644%.

Stosunkowo duzy blad naprezed na krawedm utwwrdzone_} piyty 1zotropoweJ
o v=020 i §=0,25 (por tablica 2)
1,6744— 1,4000

0f __ ¢
e 100%=1635%

W poréwnaniu z analoglcznyml bl@daml plyt poprzecznie izotropowych o malych
sztywnoscaach écmama wynika z faktu pominigcia wplywu wydluzen plyty w kierun-
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ku grubosci. WydhuZenia te w otoczeniu brzegu utwierdzonego sg dos¢ duse i rosng
ze wezrostem liczby Poissona. W tym przypadku stosunek rdZznicy migdzy ugieciem
plaszezyzny zewngtrznej 1 érodkowej do ugiecia plaszezyzny idrodkowej dla &;=
=0,9583: wyznaczony metods elementéw skoriczonych wynosi w=[w (&, I)—
—w (&4, 0Y/w (£o, 0)=0,5576. Natomiast w plycie poprzecznie izotropowej o d=
=0,25 i B/G=120 x=0,0255 dla 4=0,25 i x=0,0879 dla 4=1,0. Wynika stad
wniosek, ze w plytach ortotropowych o malych sztywnodciach $cinania ze wzgledu
na mala warto$¢ wspdlczynnikdw i moze byé stosowany model plyty niescisliwej
w kierunku grubofci e35=0. Natomiast w §redniej gruboéci i grubych plytach
izotropowych o krawegdziach utwlerdzonych powinny byc uwzglqdmone petne
tensory standw odksztalcenia i napregZenia. - FORTHIE -

Teoria Ambarcumiana i uproszezony wariant teorii proponowanej opierajg sig
na analogicziych modelach plyt. W obu. teoriach pola przemieszezen poziomych
sq opisane suma skladnika liniowego i skladnika zmieniajacego siec wedlug paraboli
trzeciego stopnia wzglgdem grubosci phyty, a ugiecie jest state na grubosci plyty.
W teorii Ambarcumiana dwa z pigciu niezaleznych parametréw sa wyznaczone
z warunkéw brzegowych (2.5);, a pozostale trzy z catkowego spehnema réownan
réwnowagi. -

W teorii proponowanej wszystkie pigé mezaleznych parametrow 53 Wyznaczone
z rownan ruchu spetnionych w postaci (3.5). Jak wykazuje przeprowadzona analiza,
spos6b ten prowadzi do znacznie: doldadmejszych wynikow. :

W tablicach 1,2 i 3 przeprowadzono analizg tylko napteien oy, gdyz rézmce
miedzy vgigciami otrzymanymi z teorii Amba_l:cumlan_a i proporiowanej a dokladny-
mi sa niewielkie i nawet w skrajhych }’Jrzypad'kach nie przekraczaja 15%.

W wykonanych przykladach teorie opierajace si¢ na za!ozemu o hmowosm

3 My

z
naprezef 0, =5 —5 v («, f==1, 2), jak np. Reissnera i Mindlina, dajq rozkla-

dy naprezen ¢y, identyczne P Teio‘rié klasyczna W"p'aémie swobodnie podpartym
i niewielkie réZnice w pasmie utwmrdzonym jesll uwngQdma]a Wplyw 33 ha mo-
menty zginajace.. : : :

7. UWAGI KONCOWE

W pracy przedstawiono techniczna teorie grubych plyt ortotropowych. Punktem
wyjécia jest zatoZenie kinematiyczne dotyczace rozkladu przemieszczeni po grubosci
plyty. Pola przemieszezed opisdno suma przemieszezef zerowego rzedu u2=h{p2,

5 "
ug = w0 i pierwszego rzedu u) =h{ (1 -7 Cz)qa;, wi=(1-3{%) w‘ (x=1, 2). Funkcje

- ol 5 colat
rozkladu przemieszcze sa ortogonalne f L (1 - ?CZ) &= f 1 (1—-3*) d=0.
4 . A

Sze$¢ nieznanych parametréw opisujacych rozklad przemieszczed w plaszezyznie
plyty wyznaczono z réwnan ruchu continuum tréjwymiarowego, za pomoca zasady
prac wirtualnych. W efekcie otrzymano szesé: réwnaﬁ”ruchu'gnibej piyty. Trzy
pierwsze réwnania sa klasycznymi réwhaniami ruchu, a pozostale réwnaniami
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rownowagi dynamicznej sit wewngtrznych pierwszego rzedu. Wystepuje tu pewna
analogia z teoria momentéw wyzszego rzedu [27] i teorig plyt grubych W, Z, WiA«
sowa i N. N. LEoNTIEWA [28].

Jesli przyjmiemy tylko pole przemieszczen zerowego rzedu i dokonamy zwiazanej
z tym zmiany stalych sprezystoSci ¢,z na Byg (o, =1, 2), gdyZ £33 =0, oraz przyjmie-
xwé— 2h(G 5, to otrzymamy teori¢ MINDLINA [26]. Uwzgledniajac dodatkowo
wplyw o35 W postaci (5.5) na momenty zginajgce otrzymamy teorie Reissnera [4 i 5].
Jak wykazano w przykladach pole przemieszezen: pierwszego rzedu znacznie zwieksza
dokladno$é rozwiazania. Aby unikngé zwigzanej z tym koniecznoéci rozwigzywania
ukladu rownan z szecioma niewiadomymi, moZemy zastosowa¢ metodg iteracji
1 w pierwszym pr_zybh'ieniu p'rzyjac' funkcje tylko zerowego rzedu gag i wo to jest
teoric Reissnera. '

my S,

Majac okreslone przemieszezenia zerowego rzedu rozwigzujemy uklad trzech
rownat z niewiadomymi ¢} i wt, w ktdérym po prawej stronie wystepuja znane prze-
mieszezenia ¢ i w®. Nastepnie wyznaczone przemieszezenia pL 1 w' podstawimy
do réwnan réwnowagi sil wewngtrznych zerowego rzedu i otrzymujemy ¢f i w®
w drugim przybliZeniu. Powtarzajac iteracje kilkakrotnie otrzymamy dokladne
pola przemieszczenia zerowego i pierwszego rzgdu. Iteracja powinna byé szybko
zbiezna, gdyZ punktem wyjécia jest rozwigzanie wedlug teorii Reissnera.

Jedli chcemy uzyska¢ rowziazanie bardziej dokiadne, to moZemy przyjaé

pole przemieszczedn drugiego rze;du o postaci #l=h{ (1— — {4) 9z,
35
u‘;:(l —10{2'-5-'-5—(:4) w? lub jeszcze wyiszych rzeddw. Funkcje rozkladu prze-

mieszczen wzgledem grubosci plyty wyznaczamy z warunku, aby byly ortogonalne
do wszystkich funkcji pozostalych rzgdc"w. Zastosowanic metody clementéw skon-
czonych i iteracyjnego rozwigzania réwnan pozwoli na latwe otrzymanie rozwigzan
" za pomocy elektronicznej techniki obhczemowej Bedzie to przedmlotem nastep-
nych prac autora. .

Latwo zauwazyé, Ze wyprowadzone wzory mogq by¢ zastosowane do analizy
plyt ortotropowych, podiuinie nigjednorodnych o zmiennej grubosdei, Nalezy tylko
uwzgledni¢ w odpowiednich wzorach A=4 (x,) i D= D (x,). Zmianie ulegng operatory
rozniczkowe L, (p, g=1, ..., 6), co nie ma wigkszego znaczenia, gdyz rozwigzanie
moze byé otrzymane tylko numerycznie. Inne beda réwniez wzory na napre¢Zenia
o4 (i=1, 2, 3) ze wzgledu na odmienng posta¢ warunkéw granicznych (2.5) w ply-
cie o zmiennej grabogci.
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PezmomMme

TEXHHYECKAA TEOPHA TOJ'ICTBIX OPTOTPOIIHBIX HJII/IT

B paGoTe BBHIBCACHE! YPABHCHAS TEXHHYECKOH TEOPHHA TQHCTRIX ODTOTDOTIEBIX TUMT, T0ABCPr-

. HYTHIX BCUCTBHIC NEePEeMEHHBIN BO BpeMeH HOBEPXHOCTHBIX . CHI O BCEX  TPEX - COCTABIMILNK
¥ MaccoBsIX cuf. Ioma mepeMemmenvsa H HAODMNCHHI ONACAHSI DPH MOMOIUW TueCTd: Gpyfarnmii,
KOTOPSIE ONpeAciieM W3 YpaBHeHE! JIBHKCHHA TPEXMEPHOTO, KOHTHHYYM.C NOMOIILIO. IIPHHLIN
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pupryaneeix paGor. BoiBeresa MaTpuig KECTKOCTH KOHGYHOIO BPEMOHH-IPOCTPAHCTBEHHOTO
JTEMCHTA, 9TO IO3BOJIFCT COCTABHTS HPOrpaMMy DPacyeToB NyTOM CTAHMAPTHOK Ipouenypsr.
PaspaGoTaptl TPAMEPE!, KACAONMMECH TIAOCKOro NAeHOPMIIHOHHOIO COCTOSHER 832=0, KO-
TOpEie TIPOBEpPEeHEl METOHOM KOHEUHBIX 3MeMeHTOR, IIpoBencHHBId AHANNS IOKA3MBAST YTO W3-
BECTHLIC TEXHAYCCKHAES TEOPHE IPHBOJAT X OYeHb DonbluuM CITAOKaM B HAIIPSUKEHUAR T (0, f=1 2)
7 TONCTHIX IIIATAX ¢ 3aKPenncHibIME KPAAMHA, WK B TOHKAX, HO MOJATIHBLIX Ha HONEpevYHbe Je-
dopmaimn. TIpeloKeRHast TEOPHS HOKA3LBAET FOBOMLHO XOPOTHES COBHANGHHE C TOYHBIME
PE3YALTATATMA, JaKe B INATAX ¢ O4eHb GoNbIIcH HOAATNMBOCTEIO Ha Homepeyusle edopManmy.

SUMMARY

TECHNICAL THEORY OF THICK ORTHOTROPIC PLATES

Equations of the technical theory of thick orthotropic plates are derived in the case of plates
subject to the action of the surface forces variable in time and possessing all three components and
of the body forces. The fields of displacement and stress are described in terms of six functions
to be determined from the equations of motion of a three-dimentional continuum by means of the
virtual work principle, The stiffness matrix of the space-time finite element is derived what enables
the application of the standard approach to constructing the computation program.

Several examples are given concerning the plane strain case g;,=—0 which are then verified
by the finite element method. The analysis shows that the known technical theories lead to very
large ervors in calculating the stresses o, (2, f=1, 2) in thick plates with clamped edges, and also
in thin plates sensitive to transversal deformations. The theory proposed exhibits a fairly good
agreement with the accurate results even in the cases of plates subject to very large transversal
deformations. '
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