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NIELINIOWE ZAGADNIENIE STATECZNOSCI TROJWARSTWOWE]
POWLOKI WALCOWEJ PRZY OBCIAZENIACH ZEOZONYCH

MARIAN OSTWALD (POZNAN)

W pracy przedstawiono analize przebiegu utraty statecznodei tréjwarstwowej powloki walcowej:
poddane] osiowernu §ciskaniu, ciénienin zewnetrznenu i skrecaniu. Rownania statecznodei uzyskano
na drodze energetycznej. Przy ich wyprowadzaniu przyjeto niesymetryczny ksatalt przekroju po-
przecznego powloki, tzn. rdine grubodci i wlasnoei fizyezne warstw nofnych. Dla okreslenia
przemieszezen dowolnych punktéw powloki wykorzystano hipotezq linii famanej. Nicliniowe row-
nia statecznosci rozwigzano metoda Bubnowa-Galerkina. Uzyskano ukiad trzech nielinfowych
rdwnail algebraicznych, ktOry pozwala na wyznaczenie obcigZel krytycznych jako funkeji ugiecia
powloki. Wyniki obliczen numerycznych przedstawiono w postaci wykresow i tablic,

1. WsTEP

Tréjwarstwowe cienkodcienne konstrukcje powlokowe charakteryzuja sie wieloma
cennymi zaletami. Zalety te przyczyniajg sig do coraz szerszego ich stosowania
w rdznych dziedzinach techniki. Przenoszenie dugych obciazen przy stosunkowo
nieduzym cigzarze, wlasnoscl termoizolacyjne, d#wickochlonne i inne, mozliwe
do uzyskania przez odpowiednig konstrukcje warstwy wypelniajacej — stwarzaja
szerokie moZliwo$ci ich wykorzystywania przez konstruktoréw. Z praktycznego
punktu widzenia najbardziej interesujacy jest problem, jak zachowuja sig kon-
strukcje powlokowe przy obcigzeniach ztozonych, W niniejszej pracy przedstawiono
analizg stateczno$ci tréjwarstwowej powloki walcowej poddanej osiowemu $ciskanin
ci§nieniu zewnegtrznemu oraz skrecaniu,

" Dla walcowych powlok jednowarstwowych analiza przebiegu utraty statecz-
nodci przy obcigzeniach zlozonych przedsizwiona byla m.in. przez O.L Trere
BUszKE [1]. Pierwszy pracg po$wigcona obcigzeniom zloZzonym tréjwarstwowych
powlok walcowych (osiowe $ciskanie oraz zginanie) opublikowali C.T. WanG
i D. 0. SurLivan [2]. Stateczno$é przy §ciskaniu, skrecaniu i zginaniu badali C. T.
Wang, R.J. Vaccaro i D, F. Dg Santo [3]. Z wiclu i innych prac warto jeszcze
wymicni¢ prace E. H. Bakera [4], L. M. Kurszina [5, 6] oraz A. HoLSTONA,
A. FELDMANA i D. A, Stanca [7). Szereg prac na temat powlok tréjwarstwowych
omawia F. PLanTEMA [8].

W niniejszej pracy wyprowadzono réwnania, za pomoca kiGrych mozliwe jest
otrzymanie zalenosci migdzy obcigZeniami krytycznymi a parametrami funkcji
ugigcia. Odpowiednie przyjecie funkceji aproksymuijace] ugiecie powloki przy utracie
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stateczno§ci pozwala na analizg zachowania sig powloki przy obcigZeniach pro-
stych (Sciskanie, ciSnienie, skrecanie) oraz zlozomych jako kombinacji réznych
obcigzen prostych.

2 FALOZENIA | PODSTAWOWE ZALEZNOSCI

Rozpatrywana powloka skiada si¢ z dwoch cienkich, izotropowych ~warstw
noénych o réznych grubosciach i wlasnofciach sprezystych, sztywno potaczonych
7 transwersalnie izotropowa warstwa wypelniajacg o znacznie niZszych wlasnosciach
sprezystych niz warstwy nosne. Przyjeto ortogonalny uklad wspéhzednych x, », z
(rys. 1) oraz duzy stosunek promienia powierzchni podstawowej R do calkowitej

Zewnglrzng warsiwd ,
nasia

Wewnelrzng warstwa
ngsna

Lowierzchnia
padstawowa

Wypatniacz

Rys. 1

grubosci powloki (R/é==100). Powierzchnia podstawowa pokrywa sig z powierzchnig
srodlcows wypelniacza. Odksztaleenia powloki sa sprezyste i opisane za pomocsg
nieliniowych zwigzkéw geometryczaych technicznej teorii powlok. Dla warstw nos-
nych zastosowano hipoteze Kirchhoffa—Love’a, dla wypelniacza przyjeto limiowy
tozldad odksztalcen wywolanych naprezeniami stycznymi oraz jego nigfcishiwosé.
Stan’ dokrytyczny jest bezmomentowy. Powloka wykazuje ugigcia wstepne {poczat-
kowe odchylenia od geometrycznie idealnego ksztalty). Powloka obcigZona jest




NIELINIOWE ZAGADNIENIE STATECZNOSCI POWLOKI WALCOWEY 167

silami Sciskajacymi dzialajacymi w kierunkn osiowym, cinieniem zewngtrznym
w kiernnku prostopadiym do powierzchni boczne} oraz momentem skrecajgcym
(rys. 2). Przyjeio, ze brzegi powloki podparte sg przegubowo-przesuwnie.
Opierajac si¢ na przyjetych zaloZeniach okreslié moZna przemieszczenia dowol-
nych punktdéw 4, B, C powloki (rys. 3);

W=wW,
o=y ~[z—(h+1;26 )] w ,,
v =0y~ [2—(h+ 2 6)]w,,
_ Wg==W. ,
2.1) tp=t,—[z+(h+1/28;)] w 4,
' V=0, [z+(M+1/28:}]w,,
We==W, ,
ue=1/2 (1 +uz)+1j4 (61— 82) w o +2/h [1/2 (uy —up) +1/4 (51 +d2) w5l
ve=1/2 (0,402} + 1/4 (8, — ;) w , +2/h [1/2 (0, —v2) +1/4 (81 +d2) W]
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W powyszszych wzorach u;, u,, v,, v, oznaczaja przemieszczenia punktéw Iezqcvch
na powierzchniach §rodkowych poszezegélnych warstw nognych.

Odksztalcenia powloki przy duzych ugigeiach okreslone sg znanymi ZW1qzkam1
geometrycznymi:
s,=u+12w2,  &=v,—w/R+1/2w?,
Yoyp=0 xtU y+W s Wy Pu=W 40 ,, V=Wt U,

(2.2)
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Zwiazki miedzy odksztatceniami i napreZzeniami opisane s3 prawem Hooke’a.
W pracy wykorzystano nowe zmienne, okreflone w nastgpujacy sposéb:

w,=1;2 (g -+uz), =12 00 —1u),

3
(2.3) v,=1/2 (21 +72), 7y=1/2(v—22).

3. ROWNANIA ROWNOWAGI

Rézniczkowe réwnania réwnowagi wydzielonego elementu powloki wyprowa-
dzono wykorzystujge.zasadg prac przygotowanych. Energi¢ potencjalng wewngtrz-
nych sit spreystosci okreflono jako sumg energii -poszezegSlnych warstw. Dla
warstw nognych energie potencjalna okreflono ze wzoru

(3.1) U, 2—1/2f(0“ B A B_i_a.i B .<t,B+TA B,J,x;ﬂ)de

dla warstwy wypelniajace

3.1) U3=-1/2f(a g+al gc+zw I Vot T y,,z) av.
1’4

Praca sit zewnetrznych dla obcigzefi przedstawionych na rys. 2 wynosi

120k 2zR  (R+51) N w 2aR  (h+6:) N
(3.2) A= fqudxdy+[f f ——u(z)a’ydz+f f dz] )
0 —(tdz) 0 —(ht+d2)

gdzie §=98,+4d,-+ 8, oznacza catkowita grubo$¢é powloki oraz

0 — 0 o= l
N; 2zR "’ Ny 2nR?

obciazenie zewngtrzne.

Wykorzystujac zasade prac przygotowanych
3.3) | (U U, + Us— A)=0,

otrzymano ogdlne Téwnanie wariacyjne rozpatrywanego problemu.

Podstawiajac do réwnania (3.3) wielkosci (3.1) i (3.2) oraz (2.1}, (2.2 i(2.3)
i przeksztalcajac otrzymane réwnanie zgodnie z zasadami rachunku wariacyjnego,
otrzymano uklad pieciu réwnan réwnowagi oraz ukiad szesciu warunkow brzego-
wych. Definiujac nastepnie sily wewnetrzne, dzialajace w poszczegdlnych przekro-
jach powloki, przeksztalcono réwnania rownowagi w uklad izw. podstawowych
réwnafi réwnowagi. Wprowadzono tutaj funkcje napreZen oraz funkeje prze-
mieszczen,
__ " Dzicki preyjeciu funkcji naprezed F, sily normalne i styczne przedstaww mozna
. hastgpujaco: -

Ga
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Funkeje przemiesiczen ckreflone sa wzorami:
(3.5) s ' w=uy x+vg ;,
(3.6) : : =g y—Vpy 1"

Wykorzysiujac réwnanie nierozdzielnoéci cdkszialcen oraz wprowadzajac do wy-
razdw nieliniowych ugigcie poczajkoWe wo, otrzymuje sig nastepujacy uklad rownan
podstawowych:

3.7 K VPVt K, V2 VPP K V2 + 1R F AL (F, w4 wo)+g=0,

G8)  w—~K, VItV w—hj2G, (C, V2 V2 F+Cy V2 V2 w)=0,
3.9y UB*VEVPF+K,VEV2w—C, V2 y+1/2 L (w+2wy, w)+I[Rw =0,
(3.10) . ?_ngz p=0.

R éwnanie (3.7) jest rOwnaniem réwnowagi, réwnanie (3.8) oirzymano z warunku
nierozdzielnosci przemieszezen, réwnanta (3.9) 1 (3.10) okredli¢ mozna jako réw-
nania zgodnosei cdksztaleert powloki tréjwarstwowej, Réwnanie (3.10), zawierajace
jedynie funkcje ¢ charakteryzujaca wzajemne obroty zewnetrznych warsiw nosnych,
nie jest sprzgione z pozostalymi trzema réwpaniami. Posiada omo rozwigzanie
o charakterze efektu brzegowego 9], w zwigrku z czym w rozwigzywaniu szeregn
zagadnien statecznodcl moze byé pominigte. W niniejszej pracy rzaloZono, Ze roz-
wigzaniem réwnania (3.10) jest ¢=0 i wykorzystano tylko trzy pierwsze réwnania
podstawows.

W rownaniach (3.7)-(3.9) wystepujg niewiadome funkcje: funkcja napreZed
F=F(x, y), funkcja przemieszczenn w=ywy (x, ), funkcja ugigcia w=w (x, y) oraz
funkcja ugiecia poczatkowego wy=w, (x, »).

Wykorzystano operatory

v? fmf,x.x +.f, o
L (fl: fz):fl XX fz,yy +f1,yyf'2,xx_2f1,xyf2,xy .
Dia skrdcenia zapisu wprowadzono szereg ozmaczen:
sztywnosG rozciggania warstwy (i=1, 2, 3)
E; d;

Bi=— 0
t I_Vf 2

sztywnosé rozciagania powloki tréjwarstwowe)

3
B“—*IZ’Bi;

sprowadzony wspolczynnik Poissona

"t

1

B
V= B R

B¥=B(]—v?);
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sztywno$é zginania warstw nosnych (i=1,2)
E; &}
P s

sztywno$¢ zginania warstwy wypelniajace]
38, \* d;+d2\?
peman[[ 252 s (257 |

sztywno§¢ zginania powloki tréjwymiarowej

v

D= .D;

Y

oraz 7
By,=Bi—B,,
B,y=Byvi—B, v,
K=B,+8B,+1;3 Bs,
KE'=B; v, +B,v,+1/3 B3 vs,
t=h+1/4(5:—32),

gdzie wprowadzono nastgpujace oznaczenia: moduly sprezystosci podluznej i wspot-
czynnik Poissona poszezegdlnych warstw (i=1, 2, 3) — E;, v, modul odksztalcenia
postaciowego wypelniacza G, grubosci poszezegdlnych warstw (i=1, 2, 3) —9,,
h=1/2 §;, promien powierzchni podstawowe]j R.

Pozostale oznaczenia:
C1=1[B$ (Blz—VBiz),
C,=1/B* (B}, ~VBi2),
Cs=—B;3 1j4 (8, ~32) (Cs+vs C2)+1/3 B3 1/4 (3, +62),

3
Ky=—D+1;B*B}v, (——L4

2

)2 (1—=vv3) (va—V),

Ky=1/B* By (v—v5) 1/4 (8, — ;) +C1,
Ky=t(K—By, C;—B,, C;)—B; 14 (8, =03) (C1+vs C2)4-1/3 By 1/4 (6, +62),

L Ky=h{2G,(K—By, Cy —B;Z C.)s
K UABY By (v (G —62),
- Ke=K—K'—(Bi2—B},) (C; = Cs).
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4. ROZWIAZANIE ROWNAN STATECZNOSCI

Dla rozwigzania zagadnienja statecznofci wwéjwarstwowej powloki walcowe;,
poddanej obcigzeniu zloZzonemu, przyjeto funkcje aproksymujaca ugiecie powloki
w nastepujaeej postaci [1 1 10]:

{4.1) w=F, Sin—nj;)i sin }g + £, smnszm igy—;ﬁ)——!-jg sin ?,

gdzie f1, f3, /3 $3 to nieznane parametry funkcji ugigcia, liczba péifal w kierunku
osi powloki i fal obwodowych przy $ciskaniu i ci$nieniu — #m, s, liczba fal obwo-
dowych i tangens kata migdzy kierunkiem fali spiralnej i osia powloki przy skre-
caniu — i, k, dla Sciskania — j=m, dla cifnienia i skrecania — j=1.

Przyjeta posta¢ funkgji spelnia warunek okresowosci i zerowania si¢ ugieé na
brzegach powloki. Ugiecie poczaikowe przyjgto w postaci :

' . mnx ny

(4.2) Wwo=f]0 Sin 7 sin R

Podstawiajac catkowite ugigcie (w--w,) do réwnan (3.8) i (3.9) wyznaczono postad
funkeji naprezed F oraz funkeji przemieszezen y. Do funkcji naprezen F wprowa-
dzono wyrazy uwzgledniajace naprezenia stanu blonowego od obcigZed zewnetrz-
‘nych. Podstawiajac funkcje w, F, w do rownania réwnowagi (3.7), stosuiae do
jego rozwigzania metod¢ Bubnowa—Galerkina, otrzymuje sie uklad tizech nieli-
niowych réwnast algebraicznych okreglajacych zaleznofci migdzy obcmczemami
dziatajacymi na powlok¢ a parametrami funkeji ugiecia:

12 ?2

41
43y GF AL (C+2L0) Fat 2 B+ {2 Fyt+- Fy-bm? p* t—g =0,
[l SN,

2

- ' B
@4.4) (C1+Ci0f Fo+ G Fr+ G P+ {3 Fo+ Fro+(B2 K>+ D p* gy 428 kst =0,

(4.5 (C1+2C10) C1 Fuy H{Ea+L10)* Fra+ i+ Cio)? La Fia+
' +C2F14+52C3F15+C3F16+§3J ph=

gdzie wprowadzono nastepujace oznaczenia: bezwymlamWe parametry funkeji
ugicoia (i=1, 2, 3) — {;=£i/8, {10=F10/0; bezwymiarowe parametry obcigefi p*=
| =pl’|B* 3, q*=ql*/B*&, s*=sI?/BJ, $rednia warto$é naprezed Sciskajacych p=
=P[27R3, érednia warto§é naprezeri stycznych s=M,[2nR?S, intensywnoéé obeig-
Zenia powierzchniowego w kierunku normalnym (ciénienie zewngtrzne) ¢; y==nl/mnR,
B=il{nR, bezwymiarowy parametr charakteryzujacy wymiary geometryczne po-
whoki H=1?/Ré, wspélczynniki zalezne od wymiaréw i wlasnoéci spregystych po-
wioki oraz od parametréw funkcji ugigcia (j=1—16)—F,;. Uklad réwnan (4.3}-—(4.5)
umozliwia analize utraty statecznosci powloki przy obcigzeniach prostych oraz
przy obciaZeniach zloZonych jako kombinacji réZnych obciazen prostych. Mozliwe
jest réwniez wykorzystanie tych rownas dla analizy statecznodci walcowych powlok
Jjednowarstwowych. Otrzymane wdéwezas réwnania sq zgedne z réwnaniami wy-
prowadzonymi przez O.1. TiErepUsZKE [1]. '
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5. QBLICZENIA NUMERYCZNE

Wykorzystujac otrzymane réwnania przeprowadzono obliczenia numeryczne.
W niniejszej pracy przedstawiono wyniki dla powlokt o symetrycznych warstwach
nosnych (§,=4,, E;=E,) o idealnym kszialcie geometrycznym ({10=0), o réznej
dtugosci, poddanej obciazeniom prostym. Wymiary oraz wlasnosci sprezyste po-
szczegdlnych warstw sa nastepujace:

1) promiefi powierzchni podstawowej R=1,20 m,

- 2) gruboéé warstw noaych §,=48,=0,1 cm,

3} grubo§¢ warstwy wypehiajacej J;=1,0 cm,

4y whasno§ci sprezyste warstw nognych E,=E,=7,06"10 MN/m?, v;=v,=0,33
{dural) oraz

5) wiasnogci spreZyste warstwy wypehiajacej E;==54 MN/m?, G=26,5 MN/m?,

y,=0 (piankowe tworzywo sztuczne).

Diugoéé powloki okreflona jest za pomoca parametru A=[R.

5.1 Sciskanie silami osiowymi

7, rownan (4.3) i {4.4) przy (=0, gF=s*=0 otrzymuje si¢ réwnanie okre-
§lajace p* w zaleznodei od parametréw funkcjl ugigeia:

5.0 pr=

m?
Zwigzek miedzy parametrami {; 1 s przedstawia réwnanie:
15.2) G R AR+ (I, — Fy3)+ Fs—Fysl {2 (Fyy+1y2)=0.

(3 F+(a Fy +{F Fy+F5).

p*e16°
10

16
21

e
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Jako dolne obcigzenie krytyczne p) przyjeto najmniejszg warto$é p* dia danej

powleki przy réznych kombinacjach m i n, jako gorne obcigzenie krytyczne — jak

wyzej z dodatkowym zatojeniem (;=0. Wyniki obliczeri przedstawia tablica 1

oraz 1ys. 4 (dla A=2). Z otrzymanych wynikéw mozna wnioskowaé o niewiellim

wplywie ilosci péHal m na dolne obcigZenie krytyczne P W zakresie dlugosci powloki
CA=1-5, :

Tablica 1

Sciskanie osiowe
1 * Py imln * B )

2, [MN/m?] D, MN/m?] min {1 €s PylPa
1 79,9 944 {117 44,0 52,0 16 3,50 1,48 1,815
2] 3551 104,9 115} 1927 56,9 114 8,00 2,85 1,843
3| 8178 1074 1141 486,06 63,8 114 8,50 2,99 1,683
4| 1581,2 1168 |13 8343 61,6 |13 1400 4,53 1,895
5| 23188 1096 |113{13853 | 655 |1]3]| 145 4,79 1,674
Cisnienie zewnegtrzne
A # o tm|a * 22 min .

Uy [MN/m?] 44 [MN/m?] & . s A
11 13837 0,164 1419 13222 0,156 118 1,75 0,67 1,047
21 12908,4 0,095 1|6 | 11836,1 0,087 1i{5 4,50 - 1,38 1,001
3| 46643,6 0,068 157 41810,5 (0,061 114 7,00 2,04 1,116
4 1110847,6 0,051 1411024570 0,047 14 6,75 1,87 1,082
5 [234103,7 0,044 11 4 [206015,5 0,039 113) 12,00 3,29 1,136
Skrecanie

& Sg : k 5 Sa N k

A s IMN/m?] i L} | [MN/m?] i & Sof 54
11 236 279 171 0,602 22,9 271 15| 0,602 1,25 | 1,030
2| 870 257 19 0423 78,9 233 |9 0423 3,50 | 1,103
3 177,8 23,4 71 0,347 156,1 20,5 71 0,347 5751 1,139
41 2904 21,5 6 0,304 230.5 18,5 6| 0,304 7,751 1,160
51 4246 20,1 51 0,262 358,2 16,9 5] 0,262 10,501 1,185

5.2 Cisnienie zewngtrzne

Przyjmujac w (4.3) i (44) {,=0, p*=5*=0 oraz m=j=1 {10], otrzymuje si¢
(tak samo jak dla éciskania) dwa wzory:

H
(5.3) g*= _,},—z(chft‘FCsE‘l‘Cf Fy+Fs),

(5.4) \ Co= . {3 (Fuy+ k)
' * {3 Fiat+Fig

Wyniki obliczen przedstawiono w tablicy 1" oraz na rys. 5.
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5.3. Skrecanie .

Prayjmujic w réwnaniach (4.4) i (4.5) {4=0, p*=g*==0, oraz j=1 [10], otrzy-
muje sig, tak jak poprzednio, dwa réwnaniz!

1

(5.5) - g = _‘Zg{k—(g Fyv s F’r"’é% Fg+Fio),

2 .
2F14-

= - C§F£5+F16 '

{5.0)

Wartoécl parametry k przyjeto na podstawie pracy E. I GRIGOLIUKA i P. P. Czui-
gowa [9] oraz {l1]. Otrzymane wyniki przedstawia rys. 6.

g%t

(m.___l. N R H ! | |
! 2 4 [ &
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5.4. Sciskanie osiowe I cisnienie zewnetrzne

Z réwnafi (4.3) oraz (4.5), przy {,=0, s*=0, otrzymuje si¢ réwnanie okregla-
jace warto§é bezwymiarowego parametru ci$nienia zewnetrznego przy jednoczes-
nym dzialdniu obu cbeigZen w zaleznosci od parametréw funkcji ugiecia oraz war-
todel bezwymiarowego parametru osiowej sily Sciskajacej:

. H :
(5.7) Qoo™ ~ T yr PP A G Fak s B4 Pt Fy).
Zwiazek migdzy parametrami {; 1 {; przedstawia réwnanie

_ CE(Fi+Fo)
Cf FiytFig +m2-P:C '

(5.8) =

Wartoéd p:‘c przyjmowano do obliczefi wg zaleZznosci

(5.9 , Pe™21Pgs
przy czym p; oznacza dolne obcigZenie krytyczne dla §ciskania osiowego (wg tablicy
1, 7,=0~-1,0.
gh 0’
- T T T TITITT 1 T
24 (It -
i xy=00
z2 [
04
18 68
v ’EU -
' 18 -
i s
g2 |
10 i
| os .
06 = -
g4 A=27 N
n=4
62 E:_E_ -
m=1
| i
k4 74 16
‘ Y
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Wyznaczajac z (5.8) warto§¢ parametry La=7(Ls, po) 1 podstawiajac do (5.7)
otrzymano zaleznosé ge=f(¢,) dla okreslonej wartoéci sily Sciskajgcej. Nastgpnie
zwiazek miedzy ciSnieniem a $ciskaniem rzedstawiono w postaci stosunkow dol-
nych obcigZen krytycznych gl,/q; oraz plfpt. Narys. 71 8 przedstawiono powyZsze
zaleznodci w postaci wykreséw dla powloki o dlugodci A=2. Linia przerywana
zarnaczono na rys. 8 zwigzek migdzy poszezeg6lnymi obcigzeniami opisany k-
niowym réwnaniem

P 4.
e
(5.10) pff + q; =1.
d P
* #*
QSC/QmEn
1'0 T T T T T J i T
L X ]
X
gal NN 4
RN
- 2 \A
\\ g L
a6 - :
~
N _
N
N
A ~ —
~
L ~ B
N
N
A Y N
\
i AN
Ny
! 1 L [ 1 i 1 I 1
T ge 04 0§ ag 10
* *
ps,c/F’min
Rys. 8

Réwnanie to przyjmowane dla powlok jednowarstwowych [1]1 [10]—dla powlok
trojwarstwowych zmnigjsza obszar statecznodci. Z przeprowadzonych dodatko-
wo obliczen wynika, ze réwnanie (5.10) poprawne jest dla powloki o dlugosei A==5.
Dla powlok krétszych lepsze przyblizenie daje réwnanie postaci

L E 1,2
(5.11) Psc +(ng) —1.
by q,

5.5. Skrecanie, Sciskanie osiowe i cisnienie zewnglrzne

7 réwnan (4.4) i (4.5) przy ?,=0 oraz j=1 otrzymuje si¢ zwiazek migdzy bez-
wymiarowym parametrem momeniu skrecajgcego 8, przy jednoczesnym dzialaniu
wszystkich obciazen i parametrami funkcji ugigcia oraz bezwyniarowyimi para-
metrami sily §ciskajacej p?, i ciénienia ¢ '

1 ke
(5.12) sh= —Efﬁ;[(ﬁz k2+1)pjs+7{- gE+ 2 Fot+ {a Frt (] Fs'l‘Fm]-
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Zwiazek miedzy parametrami funkeji ugiecia jest nastepujacy:
o 5% Fltf-
{3 Fis+Fi+ps,

Wartodci obeigZent dodatkowych wyznaczyé moizna ze wzoré\&:

(5.13) (3=

(5.14) Pa=i2Py>  4u=Xa s>

gdzie pf) i g; oznaczajy dolne obcigzenia krytyczne dla powloki éciskanej i dia
powloki obcigZonej ciSnieniem zewnetrzmym (x;, y3=0—1,0). Réwnanie (5.12)
pozwala na rozpatrzenie trzech nastepujgcych wariantéw obcigzed zlozonych:

A Pa=aP 4n=0,
B' P:g:oa . C];Z=X3 q::
C. ra=raPis 45=xs9;-
Wariant A dotyczy powloki obciazonej momentem skrecajacym i Sciskaniem,
wariant B — momentem skrecajacym i ci§nieniem, wariant C jest ogélnym przy-
padkiem obcigzenia ziofonego.
Zaleznodei migdzy rozpairywanymi obcigZzeniami przedstawiono w postaci sto-

sunkéw bezwymiarowych si /s, oraz pl/p; 1 gt /g5, gdzie 57 oznacza dolne ob-
cigzenie krytyczne dla powloki skrecanej. Na rys. 9 przedstawiono obszar statecz-

* g
S35 {Smin
10

08

a6

04

az
L [ H | 1 I { | ]
Gz g4 a8 a8 10
3t M
P55/ Prmin

Rys. 9

noéci dla powloki o dlugosci A=2 obcigzone] momentem skrécajqcym i sitg Scis-
kajgca (wariant A). Z wykresu odezytaé mozna dolng wartoéé 57, dla dowolnej
sity Sciskajacej pl. Na rys. 10 przedstawiono obszar statecznoéci dla powloki o diu-
gosci 1=2 obcigzonej momentem skrecajageym i ci$nieniem zewngtrznym (wariant B).
Rysunek 11 przedstawia obszar statecznoéci odpowiadajacy jednoczesnemu dzia-
faniu na powlok¢ o dlugosci 1=2 momentu skrecajacego, sily osiowej i ciénienia
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S&/smin

10 ,

oot it

o}

04 : _

o : A=z ]
I | | ! i { 1 i 1 | |

08 10
X K
QSS/men

Rys. 10

zewngtrznego (wariant C). Obszar statecznoéci ograniczony jest powierzchm"\a‘ lekko
wypukfa na zewnatrz w stosunku do poczatku ukladu wspotrzednych, Wszystkie
wykresy ograniczone sa do wartosei py, i ¢, nie przekraczajacych wartosci dolaych
obcigZen krytycznych dla tych obcigZzen dzialajacych na powloke oddzielmie.

45 S§s/5§,fn

0 .

10
5 ¥
G55 /Fmin

p?s/prﬁn‘n

Rys. 11
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Przedstawione na rys, 9, 10, 11 obszary statecznodci maja inny kszialt niz na
rys. 8. Wynika o z postaci funkcji (4.1) aproksymujacej ugiecie powloki: skrecanie
opisane jest za pomoca innego wyrazenia niz §ciskamnie 1 ci§nienie,

Obszar statecznofci przy skrgcaniu i §ciskaniu mozna w przyblizeniu ograniczyé
za pomoca linii opisanej nastgpujacym réwnaniem;

PR GES
pss S5
(5.15) +( *) =1.
B 5y

Roéwnanie to ogranicza obszar statecznofci powloki dla sit osiowych bliskich pj.
Dla skrgeania i ciSnienia zewngtrznego hma ograniczajgca obszar statecznosci
moze byé opisana réwnaniem

5.16) q:*+(sr*‘)2’75 1
e AT B

Réwnanie (5.16) nieznacznie powigksza obszar siateczmnofci dla mmiejszych war-
toéci ¢, 1 ogranicza ten obszar dla cisnienia ¢*, bliskiego g7,

Powierzchnig ograniczajgca obszar stateczno$ci w przypadkn jednoczesnego
dziatania sciskania, ciSpienia i skrecania réwnieZ mozna aproksymowad za pomoca
réwnania opisujacego zwiazek pomiedzy poszczegllnymi obcigieniami. Dobér tego
rownania jest zagadnieniem zlozonym przede wszystkim ze wzgledu na ksziait
obszaru statecznofci. Dla powiok o dingoéciach A=2 1 1=4 dla parametrow X
x3e(0;0 2>dobrq zgodnos¢ z wynikami obliczen daje réwnanie:

* 1,6
pSS ! qss SSS ’
(5.17) - () +—+( ) =1,
K 7 7\
Dla ., x3>0,2 réwnanie (5.17) ogranicza obszar statecznosci. Dla parametrow

X2 Xs €(0,2,0,5) przyjaé¢ mozna

#.\2
(5.18) —pT %o +( “) =1.
p 4 qd . 4

Dla ya, ¥3>0,5 réwnanie (5.18) znacznie ogranicza obszar statecznofci. Réwhanie
(5.18)yzgodne jest 2 réwnaniem podanym dla obeiaZen zlogonych przez E. 1. GRIGOLIUKA
[91. Réwnanie fo jest réwnies przyjmowane dla powlok jednowarsiwowych [10].
Przyjecie innej postaci réwnan (5.17) i (5.18), opisujacych powierzchni¢ ograni-
czajgea obszar statecznofci tréjwarstwowych powlok walcowych w sposdb bar-
dziej precyzyjny, wymaga dodatlcowych obliczert i stanowi¢ moZe ciekawy itemat
do dalszych rozwazan.

6. ZAKONCZENIE

 Przedstawiona w niniejszej pracy analiza statecznofci trojwarsiwowej powloki
walcowej pozwala na okreflenie obcigzefi krytycznych dla prostych przypadkow
obcigzenia oraz dla obcigZent zlozonych. Otrzymane zaleznesci po pewnych uprosz-

Rozprawy Iniyniefskie — 2




MARIAN OSTWALD

180
Tablica 2
T oboimnie | A| We O] | Rémica % | We [8] | Rémica %
| Sciskanie 2 1049 0,00 104,5 0,38
p, [MN/m?] 4| 1168 0,00 116,3 0,43
" Ciénienie 2 0,095 0,00 0,091 4,21
4y IMN/m?} 4 0,051 0,00 0,049 3,92
Squcanie 2 25, 8 0,39 27,5 7,00
q [MN/m’] 4 219 2,34 21,9 2,34

czeniach moga byé stosowane dla powlok jednowarstwowych. Wyniki obliczenl
numerycznych wykazujg dobra zgodnosé z innymi pracami. W tablicy 2 przed-
stawiono poréwnanie gérnych obcigzen krytyczmych otrzymanych W mniniejszej
pracy z pracami innych autoréw. Praktyczne znaczenie posiada analiza réznych
przypadkéw obcigzen zlozomych, gdyz pozwala ona na okreflenic obszaréw sta-
tecznodci powloki, tj. tego zakresu obciazefi, przy ktérych powloka nie ulega wy-
boczeniu,
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PeawMme

HEJMHBERHAS TIPOBJAEMA VCTOHMMBOCTA TPEXCICHHRIX
LWNHAPHYECKIX OBOJIOYEK INPH KOMBUHUIPOBAHHOM HAI'PYKEHHA

B pafore paccMaTpumaeTcs HenwxehHas mpobrema yeToHYMBOCTH JaMKHYTOH, TOHKOCTER
_ ol TpexcnoifHol, NHIMHOpPHYECKOH OGOMOYKE MIPH CHATAW, pHenHeM AABICHEE W KDYYCHAH'
. VYpapHeHHS YOTOHMHBOCTH RAIBEIEHL 3 YCHOBHAE MEHAMYMAa TOTCHIMANLHOR SHEPIHH CHCTOMEL
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Tiepemeutenns NPORSEONEHEIX TO%EK 0B0IOUR ONPEETCHE] € YIETOM CHIIOTE3E |, IOMaHOR MuHuM”
Pemeume ypapwens#l YCTOH4MBOCTH OCYUICCTBIHETCS Ha OCHOBE Meroia ByGroua-Tareprnda.
TlomyieRa CHCTeMa TPeX HENHHCHHBIX aureGPaNYecksx ypasHEHWH, KOTOPAsS IO3BOMSET onpene-
JIUTh KPUTHYCCKHC HATPY3KE B 3aBUCHMOCTH OT npormba. PesyIbsTaTel MACICHEEIX PACYETOR ITH
PasEsix KOMOWIATHI HATPYKeRRit MPeOCTABICHEE B BHae IpadHxoB.

SUMMARY

THE NONLINEAR PROBLEM OF STABILITY OF SANDWICH CYLINDRICAL SHELLS
UNDER COMBINED LOADING

In the paper the nonlinear problem of an clastic, thin-walled sandwich cylindrical shells
buckling under the simultaneous action of compressive load, external pressure and torsion is
solved, The equation of the equlibrium are obtained on the basis of the hipothesis of a “broken
line”, assuming the condition of minimum of shell poteniial encrgy. The problem of stability is
solved out in an approximalie manner by means of the Bubnov-Galerkin method. The system of
three algebraic equations is obtained, which allows to find the interrelations between the crifical
loads and the deflections. The results of numerical analysis for the different combined {oading
are presented in the form of diagrams,

FOLITECHNIEA POZNANSEA

Praca zostala zloiona w Redakcji diia 12 maja 1979 ¥,





