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STATECZNOSC SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH EUKOW I PANELI
WALCOWYCH (*¥)

NGUYEN-CAODUONGi ZENON WASZCZYSZYN (KRAKOW)

Zastosowano: zakrzywiony element izoparametryczny o dwunastu stopniach swobody. Do
numerycznego obliczania skladowych macierzy elementu uzyto wzoru Lobatta, w ktérym skrajne
wezly catkowania sg umieszczone na brzegach elementu. Przyrostowe rOwnania metody elementow
skoriczonych wyprowadzono w globainym opisie Lagrange’a. Przyjeto teorig¢ malych odksztalcefi
umiarkowanie duzych przemieszczen. Zalozono e, materiat jest sprezysto-plastyczny, scisliwy z 1i-
niowym izotropowym i kinematycznym wzmocnieniem. Ograniczono si¢ do obcigzen konserwa-
tywnych. - : )

Do obliczenia $ciezki rownowagi zastosowano zmodyfikowana metode Newtona-Raphsona
z przemieszczeniowym parametrem sterujacym. Jako kryterium stanu krytycznego przyjgto zero-
wanie sig Jub tez amiane znaku wyznacznika macierzy stycznej. Opracowany algorytm pozwala
oblicza¢ punkty graniczne (przeskoku) i bifurkacyjne.

Obliczenia numeryczne wykonano dla paneli walcowych oraz lukéw kotowych obciazonych
ci$nieniem zewngtrznym i / lub silg skupiong w srodku rozpigtosci.

1. UWAGI WSTEPNE I ZALOZENIA '

w pr.acy bcdzi.emy zajmowali sig p.owfokq walcowa, ktdéra jest dostatecznie
diuga (#>3L,) z obcigzeniem niezmieniajacym sig wzdtuz tworzacej (np. cisnienie
zewnetrzne) tak, ze moZna rozwazania ograniczyé do paska o jednostkowej szero-

Rys. 1

koéci, znajdujacego si¢ w ptaskim stanie odksztalcenia (rys. 1). Dalej takq powloke
nazywamy panelem walcowym. Zalozenie jednoosiowego stanu naprezenia Jodpo-
wiac_ia lukowi o przekroju prostokatnym.

(*) Praca zostata wykonana czgéciowo w ramach Problemu Wezlowego 05.12.
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Badanie statecznoéci panelu lub lukn wymaga nieliniowej analizy standw réwno-
wagi, a obliczenia beda kontynuowane réwniez po przekroczeniu punktow kry-
tycznych typu granicznego lub bifurkacyjuego.

Literatura poéwigcona statecznoéci panel walcowych w zakresie sprezystym
jest do$¢ bogata. Wymieniamy tutaj tylko monografic WorMira [15] i tablice
KORNISZYNA 1 ISANBAJIEWES {5]. Nalezy dodac, ze przyjecie wspdlezynnika Poissona
v==0 prowadzi do jednoosiowego stanu naprezenia, jaki przyjmuje si¢ w smukiych
lukach. Obliczeniu statecznoéci tukéw poswiecono bardzo wiele prac. Z najwaz~
niejszych wymieniamy analityczne rozwigzania MASURA [6] i numeryczne otrzymane
metodg elementdw_skonczonych [3].

Jesli chodzi o hteraturq poswmconq duzym ugugc;om i statecznoscx hxkow poza
zakresem sprezysiym, to jest ona bardziej uboga. Analiza zakresu sprezysto-plastycz-
nego jest znacznie trudniejsza, gdyz wymaga okreflenia rozkladu stref uplastycz-
nienia. Kilka prac radzieckich po$wigcono badaniu matych ugig¢é lukéw sprezysto-
-plastycznych jest cytowanych w [14]. W te_] samej publikacji stosowano metode
wstrzeliwania do obliczenia na komputerze duzych ugieé i obquema Zranicznego
fuku sprqzysto-plastyczneg;o Pomimo poszukiwan nie znaleziono w dotychczasowej
literaturze prac ‘na temat zastosowania metody elementéw skoficzonych (MES) do
badania statecznosci tukow' poza’ zakresem sprézystymi. Duze uglqcm malo“wynio-
stych pancli wykonanych z matériatu mehmowo sprgzystego byly obhczane metoda
réznic skoficzonych [4]. Siatecznosciz sprgzysto-piastycznych paneli walcowych
zajeto si¢ w pracy [1]. Zastosowano tam metodg wstrzeliwania polaczone z: metodg
zakidcen dla obliczania obcigzef typu bifurkacyjnego i przeskoku.

Istotng trudnoscia analizy statecznosci sprezysto-plastycznych paneli walcowych
Jest koniecznoéé uwzglednienia dwuosiowego stanu naprezen i lokalnych odcigzen.
Komplikuje to 'w istotny. sposéb algorytmy ‘i programy mna komputery, Pomimo
istnienia ogdlnych programéw MES do- obliczania powlok sprezysto-plastycznych
nie znaleziono w literaturze  prac - poswigconych zastosowamu téj” metody’ do
nieliniowej analizy statecznofci paneli walcowych.

W niniejszej pracy stosuje sig metode elementéw skonczonych. Stosowany bedzie
zakrzywiony element izoparametryczny o dwunastu stopniach swobody. Podsta-
wowe rownania bedg wyrazone w postaci przyrostowej. Do calkowania sktadowych
macierzy elemeniu uzyto wzoru Lobatia 19]. Do rozwigzywania réwnan przyrosto-
wych MES zastosowano zmodyfikowana metodg: Newtona-Raphsona z przemie-
szczeniowym parametrem sterujacym. W poréwnaniu. z [1] opracowane algoryzmy
umozliwia wykonania obliczed w zakres1e poza}(rytycznym typu granicznego
i bifurkacyjnego. - ‘

W pracy oprzemy si¢ ha mastgpujacych zalozeniach:

1. Panel o jednostkowe]j szerokofci znajduje sie w plaskim stanie napregZenia,

2. Grubos¢ panelu # jest na tyle mala w poréwnaniu z @, L 1 R (rys. 1), ze mozna
pominaé¢ wplyw naprezen stycznych i normalnych L& i przyjaé zasad@ piasklch
przekrojéw (odcinka ‘normalnego).

3. Zagadnienie rozpatrujemy na gruncie teorii tatych odksztaléés, lecz duzych
przemieszezen, . :
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4. Material jest sprezysto-plastyczny, SciSliwy z liniowym izotropowym i kine-
matycznym wzmocnieniemn. ;

5. Stosuje sig opis globalny Lagrange’a (fofal Lagrangian),

6. Obcigzenie jest konserwatywne i niezalezne od konfiguracji.

7. W przypadku tuku rozpatruje si¢ utrate statecznodcl w plaszezyZnie glownej,
na ktdrej l_ezy:os huku,

2. Oris JEDNOWYMIAROWEGO ELEMENTU ZAK'RZYWIONEGO o

Stosumc MES uk}ad dzielimy na elementy skonczone wzdhiZ jego osi. Zarowno
dla panelu jak tez dla tuku elament przyjmujemy jako zakrzywiony, geometrycznie
jednowymiarowy (rozwazania ograniczamy de osi elementw), odnoszony do ukladu
lokalnych wspdtrzednych krzywoliniowych s, z i kartezjanskiego ukladu globalnego
x,y (rys. 2), gdzie &[0, ly, ze [—hf2, h2].
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W dalszych obhczemach bedziemy pos{ugmfah sig wspolrzegdnymi bezwymia~
rowymi w przedziale {—1, 1]:
_ 2 2z
2.1 = I 1, =

Zaréwno dla aproksymacji wiclko§ci geometrycznych jak tez przemieszezeh
przyjmujemy po sze§é stopni swobedy w kazdym wezle, takze wspétrzgdne punktu
osi x, y oraz przemieszczenia u, w bgdzie moina aproksymowaé wislomianami
stopnia piatego.

W przypadku przemieszezen p1zyjmu]emy, ze wektor vogdlnionych przermefzczen
weztéw clementu ma postaé

(2'2) qe z{qiﬂ (Iw} H
gdzie uzyto ozmaczen

(2.3)

W dalszym ciggu rézniczkowania wzgledem zmiennej ¢ bedziemy oznaczali kreskami
tzn. d (L)JdE=(.) 1 d2 (.)dE?=(...)"". Skladowe wektordw g, oraz q,, sa odno-

_ ’ rrl '
qu_{uls up ui. y Uz, uza uz }:

- r rr ! rer
G =Wy, Wy, Wy 5 Wa, Wy, Wy }
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szone do uldadu globalnego (rys. 2). Przyrosty przemieszczeti Au i Aw aproksymu-
jemy wielomianami:

6 . 12
@24 du= DN, (&) 4g,,  dw= DN, (©) 4.,
. p=1 - r="7 :

gdzie N, (£)=Ny,¢ (&) (k=1,2, ..., 6) s funkcjami ksztaltu, ktére przyjmuje sig
jako wielomiany stopnia piatego.

Zgodnie z przyjetym typem elementu izoparametrycznego réwnania osi
elementu bedziemy przyblizali takimi samymi wiclomianami jak przemieszezenia

@5) x—ZN ©Xn yuZN O,

gdzie uzyto nastgpujacych oznaczeri dla uogdlnionych wspoirzqdnych wezkow:
X={x,, xl, x1 s Xzs x;5 xz }s

(2'6) i 0 r ' X
Y={y1> yiyyl » Vs yzs y2 }‘

2.1. Réwnania geometryczne

Podstawowy zwiazek geometryczny, wynikajacy z przyjgtej hipotezy odcinka
normalnego, piszemy w postaci 3]

2.7 g=gy+Kz,

gdzie 2, jest odksztalceniem powierzchni srodkowej, a przyrostem  krzywizny
powierzchni §rodkowej. Sa one wyrazone przez przemieszczenia odnoszone do
uktadu lokalnege s,z (rys. 2):

di W 1 dp

28 . LAy~ T
(2.8) BT TR Zﬁ’ &

gdzie kat obrotu normalnej £ jest funkcja przemieszezed #, b
2.9 = ——,

Przyrost skoficzony odksztalced obliczamy wzorem
Ae=e (u+Au)—s ().
Skad wynika |
2.10) Ag=AeN+ An,

gdzie celowo wyrdzniono wyraz As"™Y zalezny liniowo od przyrostéw przemteszczen
i wyraz Ay zalezny od kwadratéw przyrostOw przemieszczen:

@.11) ' AgtN = Aagf‘* +dkz,  dn=7 Aﬁzy
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W (2.11) wystepuja nastepujgce wielkodel:
212) 4 LN?(dMnL 1'A'-)+ 4 A= =227
( ' ) . EO - dS R w ﬁ ﬂ’ ﬁ R u dS' .

Korzystajac z aproksymacji (2.4) dla przyrostéw przemieszezen, mozna réwniez
przyrosty odksztaicenn wyrazié¢ przez wartodci weztowe. Poniewai wzory (2.11)
1 {2.12) wyrazaja zalezno$¢ odksztalceri od przemieszezen w lokalnym ukiadzie
wspotrzednych, przeto najpierw nalezy wykonad transformacje przyrostéw prze-
mieszczen z ukladu globalnego do lokalnego:

515 [A;i]=[ cosy sin l,a] [du]’

Aw —siny  cosy|{dw
gdzie w jest katem miedzy styczng do krzywej a osia x (rys. 2), natomiast sin y,
cos ir sa funkcjami zmiennej niezaleznej £. Funkcje te wyrazamy przez

o g

Podstawiajgc (2.4) dao (2.13) otrzymujemy
6 12 )
Aii= 2 ap Ag,+ Zb” Adg,,
p=1 r=7

(2.13) . .
Aw== M'b, Ag,+ D a, Ag;
p=1 r="7

gdzie uiyto oznaczeh:
(2.16) a=N, (O cosy, b=N,(Osiny dla k=12, .., 12.

Przyjmujac bezwymarowe wspélrzedne (2.1), przy uwzglednieniu (2.15), za-
leznodci (2.11) piszemy w postaci

12
4e= 3 (e + B gitle) Aay,
k=1

R YR 2
A’?:«'z‘(k% & Aqk) s

gdzie' uZyto oznaczenia zwigzane z funkcjami kszialtu:

(2.17)

1, & 1,
cp:TD“a-p_Fs €r=70“b,+j{‘= j
(2.18). ep=i(:i+"2mb”) e=—li-(-li"—2—a”)
acies L AR 1) T \R T, ")
a, 2 b, 2,

“dla p=1,2,...,6 oraz r=7,8, ..., 12.
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2.2, Réwnania fizycane

W rozpairywanym problemie (rys. 1) osie gléwne naprezen pokrywajace sie
z kierunkami (1, 2, 3) nie ulegaja obrotowi podczas odksztatcania sic panelu. ‘
Korzystajac z przyjetych zalozen dla panelu:

. AszzO,_' Ao;=0,
réwnania fizyczne mozna’ naplsac w postac1 - _
(2.19) ' AS,=E. e dla a=1,2,

gdzie wprowadzono inne niz w [1] naprqzema bezwymlamwe S, oraz ozna.czema.
dla przyrostu odkszta{cema Ae-wazdhuz osi &; :
1

(2.20) | ' ‘ A8, = 7 'A_cfa,".jdgédsl.'

W dalszym ciagu obok modulu spreZystosci E oraz wspotezynnika Poissona v
bedziemy poshugiwali si¢ wielkodciami E,, ktére dalej nazywamy lokalnymi sztyw-
nosciami. Lokalne sztywnosci zaleza od rodzaju procesu oraz od stopnia uplastycz-
nienia. Dla procesu aktywnego (lokalne obcigZenia, tzo. ‘wystepuje przyrost odksztal-
cefi plastycznych, wtedy przyrost intensywnosci naprezen 45,2 0) otrzymujemy 1] ()

1 L 1 L
Q2)  E=oo [ 8T+, E=r (671 S S4B,
gdzie uZyto oznaczen - |

2 2 _ P :
§(C+ A)fz M;ng-kzvsgsgqasg‘_’w,
(2.22) )

§o=50~5 (SY+59),  SE=S,d,.

W przypadku procesn blernego (lokdlne odc:qzema A48, <0 lub zakres sprezysty)
otrzymujemy :

(2.23) E=1, E,=v.

We wzorach (2.22) na Bi M przyjeto liniowe kinematycino—izotropowe wzmocnienia,
Chwilowy ruch frodka krzywej granicznej (rys. 3) jest opisany prawem Zicglera:

(2.24) = (468 + def 1 A4gh) ,
gdzie przyrosty odksztalcen pIastycznych Wynosza

E]_ ‘—‘VEZ VEl ""Ez
(2.25) Ag]= IH*T_""{JI— Ae, Ab‘z:——l_T de,

a wspdlezynnik C okre§la wzmocnienie kinematyczne

(') W pordwnaniu z [1] obok wzmocnienia 1zotropowego uwzglgdmone sa rowniez wzmocnienia
kinematyczne. B .
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Krzywa graniczna (warunek plastyczno$ei) jest opisana réwnaniem
(2.26) S2=50" -89 S04 8912 (6)), |
gdzie przyjeto liniowe wzmocnienie izotropowe, ktéremu oclpoWiada funkcja
@.27) | f=S,+4¢,.
We wzorze (2.27) obok napreZenia na granicy plastycznodei Sy==g, (1 -v?)/E

postugujemy si¢ parametrem Odqvista, ktérego przyrost wynosi

2.28) A8, == (Ae?" + deb Ast + AsZ)E
{ s 1

]/_

a wspolezynnik 4 okre§la wzmocnienie 1zotr0powe.

Szi

Rys. 3

W tuku przyjmujemy jednoosiowy stan naprezenia, a wige obok Ao, =0 bedzie
tez spelnione zalozenie:

(2.29) _ CAo,=0,  dg, #£0,

Zalozenic to znacznie upraszcza réwnanie fizyczne, ktére dla lukn mozna napisad
w postaci:

) Ao'l
(2.30) AS=

E =E1 AE}_.

- Inne zaleznodel réwniez upraszczaja si¢ do postaci nastgpujacych:

1
A= —— e},  A2,= |det],

3
Aa, = Cdsl, f=S,+4

S=|S1 —a1| .
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/4 '
\\ 7" Stad mozemy wyprowadzié wzory dla lokalnej sztywnodci w przypadku procesu
"7 aktywnego, tzn. gdy 4S.=0:

3C+24

@32 | B=ascaa

* Dla procesu biernego mamy jak w panelu

(2.33) ' - E,=1.

2.3, Macierze elementu skoriczonego

Macierz styczna oraz wektory wezlowe sil réwnowaznych i sil niezréwnowa-
zonych obliczamy na podstawie zasady prac wirtualnych. Dla przyjetego catkowitego
opisu Lagrange’a praca sit (naprezefi) na wirtualnych przyrostach przemieszczen
(odkszta}cen) wynosi {12]:

,bw:??,:i»fw[(fu.:lz,éﬂg},_ﬁAﬁ+(Fw+ AF,)64 7] dS),
SO . f e T /

gdzie Vo i S, oznaczaja objetodé i pole o powierzchni §rodkowej i konfiguracji
poczatkowej, a F,, F, sa intensywnoSciami obcigZen powierzchniowych {rys. 1).

Przyjmujac bezwymiarowe wspohrzedne (2.1) i po wykonanin elementarnych
przeksztaleeA przyrostowe réwnanie réwnowagi elementu otrzymujemy w postaci:

(2.35) (k°+ k" + k" + k) Aq°=Ap+r,
gdzie po prawej stronie wystgpuje wektor sit residualnych
(2.36) r=p—f.

W stanie réwnowagi wektor obciaZeni p jest réwny wektorowi sit wewnetrznych f.
Korzystajac z zaleinogci (2.15)-(2.19), otrzymujemy wzory dla sklfadowych macierzy
styczne]: R Rl Rk

al
b xJ‘ f fdoy ¢; ¢y +diy (CL ¢;te, ) +da € ey bdl,
-1

hl,
k!;}_ j {doi (e gf*‘f' g)+diy (e g5+e; 8) b AL,
2.37)

4h
kuz fﬁ do1gngbdf,

) h _
kﬁ = f”lgthbd‘s
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oraz dla skladowych wektordw f i Ap:

Chy
f;.:T f [y (c:+ ) +my e, b) dE,
-1 .
(2.38)
I R b
App— _2_ ‘—‘!‘ (ap Apubp pr) déq . Ap,-'_' —E" _{ (br dpu"‘l"ar pr) d&s

gdzie i, j=1, 2, ..., 12, p=1, ..., 6, d=7, 8, ..., 12. W podanych- wzorach przez n,, m,
oznaczono sile podtuzng i moment zginajacy przekroju elementu & przez b szeroko$é
przekroju (b=1 dla panelu). Przyjeto réwniez oznaczenia d,, (k=0, 1,2) dla
zastgpezych sztywnodci przekroju elementu, ktdre liczymy za pomocy wzoru

1
(2.39) do= [E Q& &.
-1

W (2.38) poshuzono sig bezwymiarows intensywnoscia obcigzer

1—v?

7 F, dla panelu,

dp,=
(2.40)

1 _
Apa.:EFa “dlatuka (g=u, w}.

2.4. Numerycéne_ obliczanie skladowych macierzy elementu

Istotnym problemem jest obliczanie calek okreslajacych skiadowe macierzy
elementu. Ze wzgledu na zalezno$¢ lokalnej sztywnosci B (&, {) od uplastycznienia,
Jak tez wystgpowania f§ oraz s, pod catkami, jedynym sposobem jest skorzystanie
Ze Wzorow numerycznego calkowania.

W pracy postuzono sig modyfikacja wzoréw Gaussa, ktdre znane sq pod nazwg
wzoréw kwadratowych Lobatta [9]. Polegaja one na ustaleniu poloZenia wezldw
. zewngtrznych (punktéw catkkowania Gaussa), tak aby leza}y one na brzegach ele-
~ mentn (rys. 4a),

.., Zaletg tych elementdw jest obliczanie naprezen w punktach istotnych dla oceny
stanu naprezen (warstwy zewngirzne i przekroje przechodzg przez wezly brzegowe
':cIementu) Wzory te moina krétko napisaé w postaci

101 LI R '
@4 = [ freoda= D M H B,

: o _ -1-1 l=1 r=1
gdzie H,, H, oraz polozenie wezldw &, ¢, zaleza od liczby przyjetych weztow L, R
por. [9]). Na rys. 4a przyjeto L=R=5, przy czym podano réwnieZ odpowiednie
wagi H, i polozenia weztéw ¢,.
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Okazuje sig, ze dobre wyniki mozna uzyskad tez dla tak zwanych wielopunkio-
wych przekrojéw zastepczych o stosunkowo malej liczbie weztéw calkowania [8].
Jako przyklad dobierzemy element o przekrojach zastepezych trzypunktowych,
w ktorym przyimujemy, e przekrd] zastepezy ma byé réwnowazny przekrojowi
peliodciennemu w zakresie sprezystym oraz dla pelnego uplastycznienia przy. zgi-
nanin dla materiatu idealnie plastycznego. Prowadzi to do zgodnosci powierzchni,
momentu statycznego polowy przekroju i momentu bezwladnosci przekroju. Wyni-
kaja stgd wartosei wagi H, oraz odleglosci {, (r=1, 2, 3) wezdéw catkowania, kidre
pokazano na rys. 4b, przy czym wzdluz & przyimujemy wezly . Lobatta tak jak
w pierwszym typie elementu {rys. 4a). .. oo : e .

a Y

Hy=Hg=01
HZ=H4=491I90
H3=32/45

“2y=25=10

-&p=4 4= 0654654
ﬁ330

H7=H3=5[4
Hy=05
;gfgg3=2/3' '
£,=0 ’

3. OBLICZANIE UKLADU ELEMENTOW SKONCZONYCH

3.1. Rownanie przyrostowe uklad

Przy -analizie uldadu elementéw skoficzonych' o tuku dzielimy na n elementéw
0 n+1 wezlach, kidre numerujemy tak, jak pokazano na rys. 5.

,‘0 . .
1 @
M 4
4 fbﬂp dhh'
7 Y S
3 4y

Rys. 5
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Na tym rysunku pokazano numeracje uogdlnionych przemieszezen (stopni swo-
body ukiadu), jaka zastosowano w programie na komputer. Numeracja pokazana
na rys. 5 edpowiada kolejnosci skiadowych welktora przemieszezenn weztéw caltego
ukiadu:

(3.1) G=LG1 G ooy ey 6 b=ty 105, Uy 5 Was Wi, Wi 5 Uy, Uy vy Wit b

Agregacia ukladu elementow skoticzonych jest bardzo uproszczona ze wzgledu
na szeregowy uklad elementow. Wynika stad mozliwos¢ tworzenia macierzy glo-
balnej przez ,,hasuwanie® na siebie macierzy elementéw. Dochodzimny w ten sposob
do globalnego ukladu réwnasi przyrostowych

(3.2) K Ag=Ap+R,

gdzie macierz styczna K jest sumg macierzy K°, K, K", K°, a wektory prawych
stron wynikaja z agregacji wektoréw sit weztowych elementéw oraz obceigzen sku-
pionych przykiadanych w wezlach ukfadu.

W dalszym clagn ograniczymy sig do jednoparametrowych, prcporcgonalnych
obcigZen
(3.3) ' Ap=A4dip,

gdzie A jest pmamehgm obmaan ap obcigzeniem odniesienia.

Po zbudowaniu ukiadu réwnan (3.2) nalezy nwzglednié waraaki brzegowe
zgodnie z pr ocsdursml ME"? Spodrod kilku mozliwych SBOSOLOW wybrano wpisy-
waitie jednostkowej wartodci na prackatnej i zerowanie odpowiednich skiadowych
wierszy i kolumn, co odpowiada dobieranin wiadeiwych stopni swobody [17]. Przy
czym spehnienie warunkoéw brzegowych wymeaga posfugiwania sie lokalnym ukla-
dem wspolrzednych. Wynika to z wysigpowania przemieszczen #, W we WIorze
(2.9) na kat f obrotw normalnej, W-tym celu zaaim uwzglednimy warunki brzegowe
nalezy dokonaé transformacji przemicszezeil uogdluionych z ultadu globalnego
do-lokalnego dla podpaxcla konedw konstrukeiji, sposob ten do! 1adn1e TOZWAZONO
W [71. . .

3.2, Wyzndczanie fcieski réwnowdgi

W punktach krytycznych macierz styczoa K staje sig osobliwa; z tego wzgledu
dalej bedziemy postugiwali sig rozszerzorym uktadem réwnan {13]:

3.4) Kziq NPAA—.R
tAdg=dr,

ktéry powstaje przez dopisanie dodatkowego réwnania do ukladu réwman (3.2),
gdzie T przyjmuje sig jako parametr sterowania. Jako wektor niewiadomych bedziemy
teraz przyjmowali

(3.5) : Aq={4dg, 42}.
Dila zv‘vigzlos'ci uklad réwnafi (3.4) mozna napisaé w nastepujgcej postaci:’
(3.6) KAqg=R.

Rozprawy Inzynlerskie — 9
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Na rys. 6 pokazano schematycznie budowe ukiadu réwnan (3.6). Macierz K
jest teraz niesymetryczna. Ostatni wiersz tej macierzy odpowiada przyjetemu
wektorowl sterowania. W obliczeniach przyjeto sterowanie wyrézniona j-ta sktadows
wektora ¢, co prowadzi do nast¢pujacej postaci wektora t:

3.7 ' t={0,0,..,0,1,0,..,0},
' g
K

»| g = (R

il EI

— - —

K A3 R
Rys. 6

a wigc jedyna niezerows skladowa wektora T bedzie t;=1. Latwo przejéc do stero-
wania obcigZeniem przez wpisanie wartosei 1 na miejscu N+ 1-szym, gdz:e N jest
liczba stopni swobody calego ukladu. g

Podany sposéb dokladniej analizowano w pracach [I0i I3} Do obhczen przy-
Jeto metod¢ Newtona-Raphsona, modyfikujgc macierz K na kazdym kroku itera-
cyinym. Przyjmujemy przy tym dla kolejnych krok6w iteracyjnych =0, 1, ... wektor
restduum:

RO =f0, 47},

(3.8) e .
RO={RD, 0} dlaiz1.

Podany algorytm obliczania wektora przemieszczen q mozna stosnnkowo latwo
zrealizowaé dla konstrukcji spresystych. Dla konstrukcji sprezysto-plastycznych
pojawiaja si¢ dodatkowe problemy numeryczne przy uplastyczoieniu lub lokalnym
obcigZzeniv. W poszezegélnych punktach konstrukeji (wezlach calkowania) beda
wystgpowaly nieciaglodci przy przekroczeniu granicy plastycznoéci.

Obliczenia rozpoczyna sig w zakresie sprezystym. Po zakonczeniu iteracji
sprawdza si¢ we wszystkich wezlach catkowania spelnienie warunku

(3.9 SI=(1-v-+y2) §2 <82,

Jesli warunek ten jest spelniony, to obliczenia kontynuujemy dla nowej wartosci A,
Jedli warunek nie jest spetniony w ktdrymkolwiek wefle numerycznego catkowaunia,
to oznacza to, Ze przekroczyliémy zakres sprezysty. W takim przypadku obliczamy .
dodatkowe sity niezréwnowazone wynikajace z przekroczenia granicy plastyczno$ei:
w poszczegblnych punktach konstrukeii. _

Narys. 7a pokazano naprezenie w wyroznionym punkcie panelu pokrywajacym 81@' :
z wezlem numeryeznego catkowania, gdy przekroczymy granice sprezystosci. o
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Korzystajgc z wzorow

(3.10) AS8% =5, 57 =5, _V/I—v-i-vz S, =E¢ A.se=A£e,
a h b
5,
T s 52
kSt ,-A5?51 s
AT A0

Rys., 7

przyjmujemy przyrost odksztatcen sprezysto-plastycanych. de=Ae° i obliczamy
przyrost naprezen:

(.11 ASP=E% Az dla  «=1,2,

gdzie E) obliczamy za pomocg wzoréw (2.21). Naprezenia w punkcie D na
krzywej plastycznosci

(3.12) S,=S2 + 48"

podstawiamy do (2.28), co umozliwia obliczenie sit niezréwnowazonych.

Przed rozwigzywaniem ukladu réwnan poprawia si¢ tez macierz styczna ele-
mentu, liczac nowe wartoéei lokalnych sztywnosci E,, odpowiadajace rozciagnieciu
punktu D (rys. 7a). W tym celu oprécz naprezen (3.12) nalezy obliczyé chwilowy
Tuch frodka O—0’; korzystajac ze wzordw (2.24) i (2.25).

Podczas kolejnych iteracii bedg liczone lokalne sztywnoéci bez zmigny typu
procesu. Po zakoficzeniu iteracji oblicza sig przyrost intensywnosci

(313) ASE?:SB (T'n+ l)%S:’

gdzie m oznacza poziom parametru sterowania ¢ a S =8 (t.) jest okreslona in-
tensywnofcig napreZefi notowana w pamigei maszyny. Je§li 45, <0, to zmienia sig
typ procesu na bierny, traktujac przyrosty odksztalcen jako sprezyste:

Ae=[S, (Tm+1)"S:}/Ei =dg,
AS{=4de*, ASE=vde®,

(3.14)

1 oblicza si¢ naprezenia, ktére odpowiadaja punktowi C na rvs. 7b:
(3.15) ‘ S,=8r—48¢.

Naprezenia e podstawiamy do (2.38) i po obliczenin sit niezrownowazonych.
kontynuujemy obliczania bez zmiany wartosci t=,,,,. Podany przebieg obliczen
mozna stosowac dla tuku przy uwzglednieniu wzordw (2.29)-(2.33).
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Po wyzerowaniu sil residualnych poprawia sig pamigé dla t*==7,,, 1 konty-
ounje sie obliczenia dla nowego kroku r=t* 4 dr.

4. OBLICZANIE PUNKTOW KRYTYCZNYCH I POBIFURKACYINYCH SCIEZEK ROWNOWAGI

W numeryezne] analizie statecznodci konstrukeji spregystych przy dzialaniu
obcigzenn komserwatywnych stosuje sie réine réwnowazne kryieria osiagnigcia
stanu krytycznego [13]. Jednym z tych kryteridw jest kryterium zerowama sug
wyznacznika macierzy stycznej: '

(a.1) D=det K| =0,

Aby spetnié kryterium (4.1) mozna stosowac ,metod‘g bisekcji lub metode siecznych
okreslenia punktdw krytycznych [7].

W przypadkn materialu sprezysto-plastycznego warunek (4.1} zerowania sig
wyznacznika moze by¢ niespelniony [16], gdy w punkeie keviycznym wystepuje
skok’ wykresn (niecigglo&é wartosci) wyznaczaika D. W takim przypadku do
okreslenia punkiu krytycznego nalezy stosowaé metode bisekcjl, przy czym w za-
kresie sprezysto-plastycznym. nie moZna stosowaé sposohu obliczania tak jak
w zakresie spreZystym.

- Jedli wystgpuje zmiana zanaku wymaczmka tzn, D, - Dmﬂ <0 (Lys 8), to musuny

wracaC do punktu m na Sciezce rownowagi, dla ktdrego wszystide parameiry sg

zanotowane w pamigei maszyny. Obliczanie na kazdym kroku iteracji zaczyna sig

od tego samego stanu m z przyrostem parameiru sterujacego liczonym wzorcm:
AP =AE T 4D jesli Dy Dy, <0,

(42) m+1 m+ i
’ A'fg:ii_éh’h l)+ATd) .]Béh .‘DmDm-Fl>0a

m
:

I
‘1
i

I

!

i

1

t

I

VR . ¥ o 1

B(Tc+)
B(TC‘-) L Dm+1 :E_
(ﬂ)
rn+1'

Rys. 8
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gdzie

(4.3) Ar‘é"):é:- 49 i=12, ..,
a przez { oznaczono numer kroku iteracyjnego. Obliczanie konczy sie kiedy
A7 < EPI <0. _

W przypadku je$li dla punkidw m i m+1 na dciefce podstawowej zachodzi
zmiana znaku wyznacznika, a nie nastgpuje zmniejszenie wartodei modutn parametru
obciazenia,

(44) Dm Dm-;-1<0 i A’.{m dﬂlnﬁl >0:

to punkt krytyczny bedzie typu bifurkacyjnego. W punkcie bifurkacyjnym zardwno
wyznacznik statecznodci D jak tez wyznacznik macierzy rozszerzonej przyjmujg
warto$é zerows [10] Iub wystgpuje nieciaglosé. £ tego wzgledn nie mozna konty-
nuowaé obliczen dla zbyt malej wartodei (4.2). Sygnatem zakonczenia tege procesu
jest powickszenie sig¢ liczby iteracji we wzorze Newtona-Raphsona, W ten sposdb
dochodzimy do punktu Scietki rdwnowagi bliskiego punkiowi bifurkacyjnemu B.

Po wyznaczeniu punktu bifurkacyjnego obliczenie mozna kontynuowac wzdluz
§ciezki pobifurkacyjnej pod warunkiem zmodyfikowania macierzy K. Modylikacja
polega na wyprowadzeniu malego zaklécenia, kidre odpowiada postaci réwnowagi
pobifurkacyjne;j.

Jeéli mozemy przewidzie¢ postaé réwnowagi po bifurkacyjnei, to najskulecznici-
szym sposobem jest zmiana sterowania na slerowanie przemigszezeniowe T==q; i przy-
Jecie wektora wedlug wzoru (3.7). W takim przypadku jako zakiccenie mozna przyjaé
mala warto§ dq;< dq,, dla ktérego oblicza sie rOZSZErzona macierz styczng K. Po
modyfikacii tej macierzy obliczamy punkt na $ciezce pobifurkacyjnej dla A°= Ag,.
Podana modyfikacja macierzy stycznej zapobiega powrotowi na fciezke podsta-
WOwa. .

W przypadku panelu i luku stosunkowo latwo jest przewidzie¢ Sciezke pobi-
furkacyjng, gdyZ jest ona zwiazana ze stopniami swobody nieaktywnymi [ub o matym
przyroscie wartodel przemieszczen uogdinionych, W obliczeniach tukdw i panelu
symetrycznych zakldcenie i nowy parametr sterowania ¢; bedzie odpowiadat
przemieszezeniu poziomemit, zwigzanemu z nlesyinetryczna postacig wyboczenia

(rys. 9).
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5. PRZYKLADY LICZBOWE

Na podstawie oméwionych algorytméw opracowano dwa programy na kompuier
Cyber 72 w jezyku FORTRAN-EXTENDED. Pierwszy program stuzy do obliczania
paneli, drugi do -obliczania tukéw sprezysto-plastycznych. Korzystajac z SZEICLU
obliczei w zakresie sprezystym [7], kidrych celem bylo sprawdzenie dokladnosci
proponowanych aproksymacji oraz dobdr typu elementu i odpowiedaniej iloci
clementéw, w obecnej pracy zdecydowano sig na liczbe 20 elementéw skoficzonych
dla obliczen konstrukeji sprezysto-plastycznych.

3.1 Panel walcowy pod cisnieniem zewnetrznym

Celem poréwnania dokladnodci obliczet w zakresie sprezysto-plastycznym
wykonano obliczenia do przyldadéw zawartych w [1]. Obliczenia dotyczg rodziny
paneli walcowych o jednakowym bezwymiarowym promieniu RIA=100 i roZaych
katow rozwarcia 20 (rys. 10).

"R=80m, h=008m
E=21x10% KN /m?
G, =24x 10 KN/m!
v=03

A= 0002004

01 v wedfug [1]

4 Aw/h=00625

v AW/ h=0025, Auy/ha000125
——— 25 wezhiw catkowonia
——~ 15 weztdw cotkowania

! ! L L.
0 o1 02 03 - 04 woth

Rys. 10
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Obliczenia wykonano dla 20 elementdw izoparametrycznych o szeécin wezlo-
wych stoppiach swobody. Przyjeto 25 weztéw calkowania rozmieszczonych w ele-
mencie, jak pokazano na rys. 4a.

Dla wyznaczenia podstawowej Sciezki rownowagl przyjeio przemieszezeniowy
paramelr sterowania r=w,, ktorym jest wgiecie $rodka panelu. Obliczenia wyko-
nano dla kroku Aw /A=0,25 i powtdrzono dla dw /h=0,5;0,625. Okazato sig,
7e wyniki praktycznie sig nie roznia dla réznych Aw,. Sciezke pobifurkacyjng obli-
czono dla sterowania przemieszezen poziomych w, przyjmujac du /h=0,00125,

Na rys. 10 pokazano wykresy funkcji obcigZenia od ugiecia p (w j#). Stwierdzono
bardzo dobra zgodno§¢ wynikdw obliczefi w pordwnaniu z [1}. W zaleZnoéci od
kata rozwarcia panelu podstawowe obciazenie krytyczne jest typu granicznego
lub bifurkacyjnego. Obciazenie bifurkacyine wystepuje dla wigkszych katéow roz-
warcia. Okazuje sig, ze dla #=30° nastgpuje bifurkacja stanu réwnowagi w zakresie
sprezystym, dla 6=22,5" w zakresie sprezysto-plastycznym. Dla paneli bardziej
plaskich uirata statecznofci nastgpuje w punkcie grapicznym w zakresie poza-
sprezystym. : '

Obliczenie powtorzono tez dla przekroju zastepczego o 15-in weztach catkowania
(rys. 4b). Wyniki przedstawione na rys. 10 dla §=22,5°.

Na rys. 11 pokazano rozwdj stref plastycznych (wezly catkowania, w ktérych
wystgpuje proces aktywny oznaczono przez @) oraz lokalnych odcigzen (oznaczenie

Sciezka podstawowa 8=22,5°

Sciezka pobifurkacyjna

l piess - er

i
!

é
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©) dla panelu o §=22,5°. Uplastycznienie rozpoczyna si¢ w frodku paneln {punkt 1
na rys. 10) i proces aktywny wystepuje na fciezce podstawowej az do osiagniecia
punktn granicznego 3. Lokalne odcigZenia wystepnjg po przekroczeniy punktu
graniczoego lub bifurkacyjnego (punkty 4, 5 na fciezes podstawowej, punkty 2,
6, 7, 8 na fciezce pobifurkacyjnej). Ciekawym efektem jest pojawienie si¢ uplastycz-
nieft przy utwierdzonym panelu dopiero w stanie pozakrytycznym (punkty 4, 5).

5.2, Euki kolowe ) _

Kotzystajac z opracowanego algorytmu i programu na komputer wykonano
obliczenia tuku kolowego utwierdzonego lub przegubowego podpartego, obcigzo-
nego sifa skupiong lub obcigzeniem normalnym réwnomiernie roziozonym. Do
obliczen przyjsto kat rozwarcia 8=22,5° a pozostale dane przyjeto jak dla panelu
w poprzednim przykiadzie.

7

o=k 4 0lo oo AL Paner
P Dol | 2ooF & \/\’M

~ { g
- a5, ——
” / % ‘h\’\"\ak/ ‘g’Il\i

P
\
!.—“ﬂ"p—-‘"‘_hkm_‘“
o
,ﬂ
e T PRSP

. / T
- N ﬁ

Gz

ot -

! i ! Lo I -
] St 07 03 04 05 we/h

Rys, 12

Na rys. 12 pokazano charakterystyczny wykres p=p (w./h) dla téznych lukow.
Tedynie w przypadku hiku utwierdzonego poddanego dzialaniu cisnienia zewnetrz-
nego wystepuje obeiazenie bifurkacyjne. W pozostatych przypadkach utrata sta-
tecznosel nastgpuje przez przeskok. Jak wynika z obliczei zmiana utwierdzenia
na podparcie przegubowe powoduje zmniejszenic wartogci sity krytycznej w przy-
blizeniu 18,59,

Dla poréwnania powtérzono na rys. 12 wyniki uzyskane dla panelu o §==22,5°
Realizacja plaskiego stanu odksztalcenia pozwala podniesé obciazenia krytyczne
W przyblizenin.o 15% w porédwnaniu z hikiem pracujgcym W jednoosiowym stanie
naprezen,
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3.3. Obcigzenie dwuparametrowe fuku kolowego

Dla rozszerzenia probiemu obcigZen jednoparametrowych, obliczenia wykonano
dla tuku kolowego obcigzonego rownoczesdnie sila skupiong P 1 obcigzeniem. réwno-
mierne rozlokonym g (rys. 13).

272
XA .

10 b
8 Iy
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& 0m

[ ?
1N

. 5;5
\\\&
04 ~ 4
‘ ~ 0,
~U¥E
S
02 - ~
~ k:Ug
1 L. . \..‘ Nl
as 48 1 1
o 02 04 6 . AlAg
Rys. 13

W obliczeniach przyjeto bezwymiarowe wielkosci

P
(5.1 11—%——1@, /12=———(1 —-K)p

dia k=11 k=0 wielkoéci (5.1 przechodza w obcm}:ema réwnomiernie rozlofone
i obciazenie skupione:

(5.2) ﬂé=ﬂlik=1: §=;l2ik=o. :

Obliczenia wykonano dla promieniowych programow obcigzenia, kidre sa
okreflone parametrami k==const. Po ustawieniu wartofci & mozna wykorzystad
algorytm 1 program uloZony dla analizy fuku sprezysto-plastyeznego, traktujac
parametr p jako parametr obcigZenia A=p. Na rys. 13 pokazano wyniki obliczed
otrzymane dla réznych wartobci k. Okazuje sie, Ze granica statecznoéci okreélona
w przesirzeni obciazen A', A? jest praktycznic linia prosta. Linia kreskowang
zaznaczono koniec zakresu sprezysiego, Otrzymane wynili przypominaja granice
statecznosel dla tukdw sprezystych, gdy kat rozwarcia 8 jest maly [2].

6. WNIOSKI KONCOWE

Jako wazniejsze wnioski nasuwaja sig:
1. Przyjety element izoparametryczny pozwala na fatwe posluglwame mq ukiadem
globalnym, co jednak komplikuje formutowanie warnnkéw brzegowych. _S_tosowana
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liczba 20 elementéw skoficzonych o szeiciu stopniach swobody wezlowych daje
bardzo dobra aproksymacj¢. _

2. Metoda obliczenia rozszerzonego ukladu réwnan w przestrzeni przemieszcze-
niowo-obcigzeniowej okazuje si¢ skuteczna réwniez w zakresie sprezysto-plastycznyna.

3. Wystepuja znaczne trudnoséci przy obliczaniu punktéw bifurkacji $ciezek
rownowagi ze wzgledu na plasko$¢ krzywej wyznacznika statecznosci.

4. Dla badanych konstrukcji mozna ograniczy¢ sig do przemieszczeniowych
parametréw sterowania. _

5. Opracowane algorytiny sa szywkozbiczne, nawet dla duzych krokéw.

6. Potwierdzono pojawienie si¢ lokalnych obcigzet przed osiggnigciem punktéw
granicznych (por. {11]).

LITERATURA CYTOWANA W TEKSCIE

1. Cz. CicHoN, Z. Kerka, Z. WASZCzYSzZYN, Stateczitosé walcowej paneli spresysto-plastycznef
przy Sciskaniu zewngtrznym, Rozrp. Inz., 25, 1, 115-128, 1977,

2. D. A. DA Depro, R. ScaMmipT, Large deflection and stability of hingeless circular arches under
interacting loads, J. Appl. Mech., 41, 4, 989-994, 1974,

3. D.J. Dawe, Curved finite clement for the analysis of shallow and deep arches, Comp. and
Struct., 4, 551-580, 1974.

4. M. C. Kopruws, H. H, Crosmsipos, H. Y. Henos, Boasuue npozubvt npamoyzoaeHsix 8 RAGHE
NAACIUN 1 ROACRHX 0BOA0YCK U3 HEAUNENHO-YPYy2020 Mamepuara, YIcciien. 10 TeOpUM MmIaCTHH
u obomouex, Kazaxs, U3g. KI'V, 2, 1972,

5. M. C. Xopunmun, ®. C. Ucaxbaesa, I'ubkue naacmuner u nancau, W3g, Hayxa, Mocksa 1968.
6. E. F. Masur, D. L. C. Lo, The shallow arches general buckling postbuckling and imperfection
analysis, J. Struct. Mech., 1, 1, 91-112, 1972,

7. NeuYeN-CA0-DUONG, Analiza statecznosci sprezysto-plastycznych fukow i powlok walcowych,
Rozpr. dokt., Politechnika Krakowska, 1981.

8. M. RADWANSKA, Analiza numeryczna pokrytycznych odksztaiceri sprezysto-plastyczrych, po-
wlok obrotowo-symetrycznych, V. Konf, M. Komputerowych w Mechanice Konstrukcji, Karpacz
-9, V, 1981.

9. A. RALsSTON, Wistep do analizy numerycznej, PWN, Warszawa 1975.

10. E. Riks, An incremental approach to the solution of snapping and buclkling problem, Int. J.
Solids Structures, 15, 529-551, 1979.

11. V. TVERGAARD, Buckling behaviour of plate and shell structure, Theort. and Appl. Mech.,
Ed. W. T. Korter, North-Hollaad Publ., 233-247, 1975.

12. K. Wasnizu, Variational methods in elasticity and plasticity, Pergamon Press, 1975,

13. Z. WaszczyszyN, Problemy numeryczne nieliniowej analizy statecziosci konstrukcji sprezystych,
Wspolczesne metody analizy statecznosdci konstrukeji, Ossolineum, Wroclaw 1981, 341-380.°

14. Z. WaszczyszyN, Application of the theory of finite deflection to calculation of elastic-plastic
arches, Arch. Inz. lad., 16, 1, 55-74, 1970.
15. A. Bonemap, Ycmoittusocms dehoprupyemuix cucmen, Hayxa, Mocksa 1967,

16. Y. Yokoo, T. Nakamura, K. VETANI, The incremental perturbation method for large displace-
ment analysis of elastic-plastic structures, Int. J. Num. Meth. Eng., 10, 503-525, 1976.

17, O. C, Zienkigwicz, Metoda elementéw skoriczonych, Arkady, Warszawa 1972




STATECZNOSC SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH LUKOW I PANELI WALCOWYCH 267

Peswme

VCTOMYMBOCTD YIIPYIO-TIIACTUYECKAX APOK
Y LIJMIIPHYECKIX TTAHE/IEN

TIprMeres WCKPUBICHHBIE W3IOMAPAMETPHYCCKHH IEMEHT ¢ JABEHANUATLIO CTCOEHAMM CBO-
foart. Mot wmcnemmore pacdera COCTADTTIONIEX MATPHILL 3NIEMEHTA MCNONB3OBAHA (BOpPMY.Ia
JIoBaTTa, B KOTOPOH Kpaliane yasmsl IITerpEPOBANAL TOMEUISHT Ha TPAHELAX AjeMeHTa. ¥ paBHe-
HEA B MPEPOCTAX METONA KOHSYHBIX 3/18MCHTOB BEIBCASHEL I TI05ATEHOM JIATrPAHIKEBOM OIRCAHEH.
1Ipuusra Teopmsa Mamex nehopmaruii m ymepeHHo Oonblmx nepememennit. [peamonaraercs
YUPYTO-TUIACTIMECKHH, CHUMaeMbil MaTepaan ¢ AEUSHHbM HI0TPOMIEIM M XOHEMATHICCKIM
yopouHerueM. OTpaHsiTisaroTca KOHCEPBATHEHEIME HATDY3KAMEH. '

Jis pacqeTa TOPOXKKH DABHOBECHS MPAMEUeH MOAEdRIMpOoBantLi Merol HetoToma—Padeona
C YUPABIAIOMHM T4PaMETPOM B nepeMelnerninx, Kak Xpurepsit KpuTa¥eckore COCTORARES IIPHAITO
PABCHCTBO HYJFO HJIM MC M3MEHEHHE SHAKA ONPEIeiIMTes KACATeNbHOH MaTpHis:,

HHCIEHABIE PACYSTEL A3TOTOBIEHs! I UEINHADHICCKIX HANelel, a Takxke XPYTOBEIX Aok
FATPYKCHHEIX BHEIUHHM AABIEHHEeM M/HITH COCPEAOTOUCHHON CHIION B HewTpe IpoieTa.

SUMMARY

STABILITY OF ELASTIC-PLASTIC ARCHES AND CYLINDRICAL PANELS

A curved. isoparametric element with twelve degrees of freedom is applied. The components
of the element matrices are numerically computed by means of the Lobott formula, the terminal
integration nodes being located al the boundary of the element. The incremental equations of the
FEM are derived in the total Lagrangean description. Theory of small deformations and moderat-
ely large displacements is assumed. The material is elastic-plastic, compressible and exhibits the
isotropic and kinematic strain-hardening. The loads are conservative. The equilibrum path is det-
ermined by means of the modified Nawlon-Raphson method with a displacement control parara-
eter. The critical state criterion is established once the matrix vanishes or changes its sign. Numer-
ical computations are made in the cases of cylindrical panels and circular arches loaded by external
pressure and/or by a concentrated force in the moddle of the span.
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