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UNIMODALNA OPTYMALIZACJA DRGAJACYCH 1 NARAZONYCH
NA UTRATE STATECZNOSCI LUKOW 0 OSI WYDLUZALNEJ(*)

" JAN BLACHUT (KRAKOW) -

Postugujac si¢ zasada Pontriagina rozwazono zagadnienie optymalizacji zmiennodci prze-
kroju poprzecznego luku rozciagliwego prowadzacej do minimum objetosci materiatu przy
ustalonych obciazeniach zewnetrznych, czestodciach drgari i wigzach geometrycznych. Przed-
stawiono przyklad optymalizagi dla obustronnie utwierdzonego luku kolowego. Rezwazono
réwniez optymahzaqc wzgledem obmazema krytycznego prowadzacego do wyboczenia,

1. WsTEP

Zagadnieniu optymalnego ksztaltowania lukow poswigca si¢ ostatnio
coraz wigcej uwagi. Jak dotad literatura poswiecona temu zagadnieniu
nie jest zbyt- obszema a przy tym rozwaza si¢ jedynie Iuki o osi nie-
wydhuzalnej. .

SmirNov i Trorckt [10] poszukuja metodami rachunku wariacyjnego
minimum objetosci drgajacego tuku przy ustalonej czgstosci drgan wlasnych
i przyjeciu ograniczen na ksztalt poprzeczny. Szczegélowo rozpatrzono
optymalizacje luku kotowego obustronnie sztywno utwierdzonego. Stosowana
metoda energetyczna daje w tym przypadku takie same wyniki, jakie
otrzymano w pracy [2] dla sformulowania unimodalnego. Jednak zapewne
dla malo wyniostych lukéw konieczne byloby sformulowanie bimodalne
[2,3,5,8 i 9] Grmuev i Fwrrov [6] dla tuku kolowege poszukuja
maksimum krytycznej wartoéci ci$nienia zewnetrznego. Przedyskutowane row-
niez sformulowania dualne. Problemowi optymalnego ksztaltowania tuku
kolowego o stalej szerokosci ze wzglgdu na maksymalng warto$é krytyczng
obcigzenia hydrostatycznego poswigcona jest praca Wvu [12]. Bupiansky,
FrauventHAL i HurchinsoN [4] badaja maksymalizacje krytycznego obcia-
zenia hydrostatycznego dla wyniostych tukéw kolowych. Wychodzac ze sfor- .
mulowania energetycznego, w dalszym ciagu zastapiono funkcjonat okres-
- lajacy - obcigZenie krytyczne rownaniem rdiniczkowym czwartego rzedu.
TapieaknsH i Farssap [11] formuluja wariacyjnie problem optymalnego

(*) Praca wykonana zostala w ramach problemn wezlowego 05.12 pt. «Wytrzymalosé
konstrukcji maszynowych i budowlanychy.
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ksztaltowania lukéw w stanie bezmomentowym ze wzgledu na statecznosc.
KEPKA | WaAszczyszyN [7] rozwazaja optymalizacje powloki walcowej opar-
tej na zebrach wzdhuznych. Za kryterium optymalnosci przyjeto minimum
objetosci powloki i zeber podtrzymujacych ja. Przyjeto: nastgpujace warunki’
ograniczajace: geometryczne, wytrzymatosciowe i statecznosciowe oraz podano
analiz¢ form utraty statecznosci.

BracHUT 1 Garewski [2] rozpatrywali optymalizacje obc1azonych i drga-
jacych lukoéw narazonych na utratg statecznosci, a bedacych w stanie
bezmomentowym. Okazato sig, e podejécic unimodalne nie zawsze prowadn
do poprawnych rozwiazan.

Celem tej. pracy jest proba ummodalne] optymalizacji tukdw o osi
wydiuzalnej. Chodzi¢ bedzie o zbadanie wplywu wydluzalnosci osi luku na
ksztalty optymalne oraz wskazanie obszarow w ktoérych rozwigzania uni-
modalne pozostaja poprawne.

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA OPTYMALIZACIT

2.1. Stan statycznego ugiecia oraz nalozone na niego male liniowe drgania

"Rozpatrywad bedziemy luk z materialu liniowo- -sprezystego o dowolnei
_krzyw1zn1e k. Réwnania ruchu oplsumce zachowanie si¢ takiego tuku zostaly
m.in. wyprowadzone w pracy [1] i maja postac

§ = — ki —(1—cos ¥} +& cos
W = ki —sin i —so sin ¥,

o~

I
I

2.1) _ i +keg,
. 20

N = —kA —(f-1)+pAD,

= kN — (@ n)+ AW,

M = m(1+80) (A singﬁ—i—&? cos 1),
gdzie :

| A P Y
8p = ——(./V cos i — A sin iy — kM),

#, w oznaczaja przemieszczema styczne i normaline, § kat obrotu stycznej
do tuku w punkcic s, M moment zginajacy, (1), (fn) skladowe styczna
i normalna obcigzenia zewnetrznego £

A i A sa zwiagzane z sila $ciskajaca N i écinajaca Q nastepujaco:

JVcos¢+Qsmql1=N,

(;2'2_) v A sinf+Q cos =K
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z warunkami brzegowymi

_ 3 =0
23 . o (Few)h =0,
| (A oB)h =0

Wprowadzajac do rownai (2.1) rozwinigcie zmiennych parametréw, okres-
lajacych odksztalcenie osi $rodkowej tuku, i obcigZzenie zewnetrzne, poz-
walajace na zbadanic malych drgan naloZzonych na stan gigtny lub zba-
danic form utraty stateczno$ci, otrzymujemy nastgpujace réwnania opisujgce:

Stan statycznego ugiccia ‘

By = kivy—(1—cos Po)+8gp cOSPq,

ﬁ’o = kﬁo —Sill "PO_SOO Sin wo,

-

_ k8 5
Vo Efzo + 00
2.4 -,
Ny = "kKo-%a
KE) = kNo_Ijo,

My = —(148q0) (Nosin g+ Kocos ),
gdzie
I B e .
Sooﬁﬁ(NoCOSl/’.o—Kosmllfo—kMo)

oraz gdzie po, do oznéczaja skltadowe obcigZenia.
Do uktadu (2.4) dolaczymy warunki brzegowe
2.5) (Modolo =0, - (RodWollo =0, (Nodbo)lo = 0:
Po pocfstawieniu
by, = vy exp (iwt), W, = w, exp (iwt),
26  Uhi=viexplon,  Ny= N, exp (o),
: K, = K, exp (iwt), M, =M, exp (ivt).
znajdziemy réwnania opisujace liniowe drganmia wokol stanu statycznego
ngiecia :

4

vy = —kw; —(1+eg0) sin o Wi+ :

° [cos yrg Ny~
—sin g Kl—(NO sin 1/10+K0 cos o) Yy — kM, ],
Wfl ﬁkvl (1"’{"{‘00) COs I‘l’o ljf} [ cos l!l() NI

—sin i, Ki.»(N0 sitr I,[IQ+K0 cos Yol ¥y —kN,],
M1

= - Efzo [cos Yo Ny—sin g K, —
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@7 —(No sin o+ Ko 008 Yro) Y1 —kM ],
NY = —kK;—q,—gw* Av,,
y = kN, —p;—ow® Aw,,
My = —(1+&gq) [cos ¢0 K +sin o N, +(No cos Yo —

"N, sin o+ K, €os
- K sin 'l’o)%/fz]"" 0 IIIOEA ° lllo [05 Yo N1

—Sll’l !/lo Ki (NO Slnllfo'{‘KO CcOs \bo) llll_le:]

z warunkami brzegowymi
U (Mod M dolo =0
(2.8) _ ' (Kodw; + K dwo)ly =0,
(Nodv, + N Sveliy = 0.

2.2, Kryterium optymalnosci

Jednomodalny problem optymalizacji polega na wyznaczeniu takiej funkcjt
A (s), aby objeto$¢ tuku byla mlmmalna to znaczy, aby funkcjonat

2.9) - L V= j A{s)ds — min
. 0

przy warunkach ograniczajacych w. postaci nastepujacej:

a) ograniczenia przekroju poprzecznego '
(2.10) | A; S A S Ay

'b) ustalenia obciaZenia zewngirznego
(2.11) p = const;

¢) ustalenia czgstosci drgaf .
(2.12) « = const. »

Do rozwiazania problemu (2.9)-(2.12) wykorzystamy formalizm zasady
- maksimum Pontriagina. Hamiltonian w tym przypadku ma postac

(2.13) - H =y, v+, Wiy, Wi+, N, K+, Mi+io A
réwnania sprzezone zas [2] postac

_ op oqy .
Ny = —ow Avl—kKl—Fi‘— 1 00

(2 14) K’l = t”ﬂ)z AW1+kN1 apl \T)l aqi E
owy. 6 Wy
My = —(L+g00) (Ng c0s fro— Ko sinro) P+
N (N sin o+ Kg cos ¥ro)* Gt k (N sin Yo+ Ky cos )
EA ! | EA
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sin (No sin o+ Ky cos )
EA 8

(Nosinho+ Ko cosho) — 0Py _ G, _
EA - Nt G ™t gy o

(Ng sin o+ K cos i)

—(1+&g0) cos fy Ky +

R — COSs
(U 2g0) sin fro N, =250

" (214 vy = —(1+&g0) sin g ¥, —

214 ‘ | 7 o8 g !/71+-
ki, oS Yo CEZ% #1, — S0 Yo c0s Yo a/;;:;os Vo g+ COZ;'/"’ N+ ;5‘1 Wit ;g‘l By,
Wi = —(1+eg0) COS Yo 1 + (Mo sin l/IOEAKO s ¥o) sin o %1"‘
kT, Si;j"Ml%Sh};f_" g, -0 ""’EZOS Yo g, + :2 Wyt ;Kq; 5y,
lp'l = *‘E‘%(No sin Yo+ K, cos ) 471—“‘&%;_ k;fl -
_ ks;‘;% K+x c;:w" N, — ai‘z'l wl—'%_ﬁl.

Z poréwnania réownan stanu (2.7) i réwnaf sprzezonych {2.14) otrzymuje
si¢ wystarczajace warunki identycznosei tych ukladéw réwnan

¥ o o g,
qy = o0, wy+ 20, Uiy 1= o, WI+_0W: U1,
op, oq; 0P, g
' —— =0, =0, =0, =10,
@15) oy o4 oK, K,
op, 0, 0P, ki
— = =0 = ={.
N, 0, ON, oM, oM, 0

Analizg zachowania si¢ obciaZenia zewngtrznego podano w pracy [1].
Ogolnie jednak konieczne jest rozwiazanie nastgpujacych réwnan: réwnah
statycznego ugigcia (2.4), rownaf stanu (2.7), réwnan sprzezonych (2.14),
z odpowiednimi warunkami brzegowymi i réwnoczesnym okresleniem funkcji
sterowania A (s) z warunku ekstremum Hamiltonianu

oH

- @16) L

0.

3. Przygrap. LUK kKorowy

3.1. Rownania stanu, warunek optymalnosci

. Rozpatr.ywaé bedziemy spreZysty huk kolowy o diugosci I, promieniu R,
.- obustronnie sztywnie zamocowany, obciazony stalym ci§nieniem hydrosta-




47 o IAN BEACHUT

“tycznym pg liczonym na jednostke dlugosci osi nieodksztalconej (tzn. cis-
nienie pozorne) Przyjecie takiego ci$nienia podyktowane byto wzgledami nu-
merycznymi i jak wynika z pracy [l1] me prowadzi do =zasadniczych
zmian iloéciowych.

Wprowadzmy nastepujgce zmienne bezwymiarowe i1 oznaczenia:

x=s/l, vE=uvo/l, wi=we/l, NE=NP/EI,,
K§ = Kol?/Ely, ME= Ml/El,, vi=vl, wi=wi/l,

31 _
OO Nt NP, KE= KPEL,  ME = MEL,
- R3 R* A 1. -
=0 0w % g=—C F=IR,
El, Y EI A, 1

gdzie ¢ oznacza gesto$¢ materialu, & wyniosto§¢ tuku, E modul Younga,
Ap, Iy pole powierzchni przekroju poprzecznego oraz jego moment bezwlad-
nosci w punkcie x, zdefiniowanym tak, aby 4,1 = V.

Rownania opisujace statyczne ugigcie tuku maja postac

of’ = ew¥ — 1+ (1 +80) cOs W§,

wh' = —&vf§ —(1+e50) sin ¥4,
S MY
_(3‘2) V23 - _?(a_aﬁom
N#' = gK¥ —-2° B cos y§,
K%' =-—-gN%—2 B cosyr§,
M¥ = —(1+&q0) (N} sin i + K§ cos yr¥)
gdzie

fa0 = % (N* cos W& — K% sin Y% +EM3),

A=Ap@(x), Lp=If(®, f@=%, v=12]3

oraz gdzie ® oznacza bezwymiarowe pole przekroju poprzecznégo tuku.
Do rownan (3.2) dolaczamy nast@pujace warunki brzegowe wynikle
z obustronnego sztywnego utwierdzenia:

30=0, wi®=0, Yt 0)=0
(1) =0, ¥E(1/2)=0, Ki(1/2)=0

Warunki te odpowiadaja symetrycznej formie ugiecia. Z (3.1) otrzymuje
sie nastepujace réwnania stanu:

(3.3)

(34) o= twh— (14890 sin Y} n,tﬁ,q+% cos W3 [cos & N, —

—sin Y} K%, —(N% sin %+ K% cos yr ’{‘i+EMTi]_,
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_ o o,
wii = —evf;— (1 +ep0) cos ¥ Ti”? sin /g [COS W N —

—sin § Kf;—(N§ sin ¥ + K¥ cos r¥) Ti+HEMY ],

- M*i _ o . . .
Ui = ﬁf'(dli) —5 E[cos W N¥,—sin g K5 —(NE sin Y& +
G4 + K§ cos ) g +eMi],
(3.4 ¥ = EK}, —8° B cos yE Yt —* Q, dvt,, '

fedd ™ Kif= —avp+2° poin gyt -2 0 owty, |
- MY = —(L+s00) [cos b K+ sin y§ NY+ (N§ cos i — KF sin yf) x
o : .
Xyt ] -~ o WG sin i+ K cos yg) [cos yg N{;—sin y§ Kf,—
— (N sin yrf + K§ cos ) yf,+EM¥,]
Z nastepujgcymi warunkami brzegowymi:

a) antysymetryczna _forma drgan (i = 1)
v} (0)=0, wi (0) =0, Y11 0)=0,
=0

(3.5) _ -
wii (1/2)=0, N%, (1/2)=0, "M}, (1/2)

H

b) symetryczna forma drgan (i = 2)
1 0=0, © wh0)=0, ¥ 0)=0,.
v, (12)=0, ¥1,(1/2)=0, K} (1/2)=0.

Nalezy zazn:iczyé, z¢ réwnania (3.2) i (3.4) przechodza bezposrednio

36 .

w rownania opisujace luk w stanie bezmomentowym [2], jesli przyjmiemy,

Ze ¢0:K0:M0:0, 800=0, a=0 oraz Noz '—Lsﬁ

Przngta posta¢ obcigzenia nie prowadzi do samosprzezenia rownan stanu
(3.4). Nalezy zalem rozpatrzy¢ rowniez réwnania sprzezone, ktore dla na-
stepujacego Hamiltonianu:
(3.7) H = oy, 08t s, Wheb by Wit s, MYty K, Nt 1 A

moZna napisa¢ w sposob nastgpujacy:

oH . -~ o ‘
o= - = 8Wli—(1+eg0) sin Y§ J§; + — cos yr§ ¥
v )
(3.8) x [cosyry Nf;—sin ¢/ KT, — (V¥ sin o+ K§ cos Y §y, +EM 1],
¢H _ - oL
Wi = — Bt = —Eq'fi—(_l-‘“oo) cos Ti“?sn—l Wi x
x[cos y§ NY;—siny§ K%, —(N§ sin ¥+ K cos ) P+ EMY],
_ oH ME " . _ :
Wt = l g 2 [cos i N%—sin y§ Kf—

Sy f@) e
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(3.8) — (NG sin y§ + K cos y§) ¥}, +EMY].,
[ed] oH -
N¥ = — = K —e* Q; dvF,,
! aNy, ‘
. aH _
Kt = — = N}, —8* Q, dw¥,,
1 aKT! 1 i
Vi oH * T ; % ATH
Mii = — EYY; = —-—(1 +800) [COS !l/o K1i+Sln ljlo N1 +
1i

o ) _
+ (N cos ¥§ — K& sin y/§) 50 2 (NF sin !,bﬁ—l»K% cos W§) [cos Yk N%, -~

~sin Wy KY; —(N¥ sin y¥ + K¥ cos y¥) f]—g B sin ¥ w4
. ' +8° f cos yrf 7},
gdzie i=1,2.
Warunkl brzegowe dla vkiadu (3.8) pozostaja takie same jak dla ukladu
(3.4).
Warunek optymalnoéci H /3¢ = 0 prowadz1 do nastgpujacego kryterium
" optymalnosci:

—df jdo

) ar

MY, MY+ A+8* Q (vF, 5%+ wh, i) +

+-gz (N5 cos W&~ K§ sin & +EME) [sin yi (0%, N4+

+ N1 yt)+cos W (0% K+ K%, ¥5) + (N cos it -

— K3 sin ) Y8, W]+ (V3 sin g5+ K3 cos ) [cos i (4 N+

+ NI i) —sin g (b K+ K 5 — (K3 sin g+

K% cos q;g) w,. Yo+ E (Y MY+ MY, §5)] +sin g cos wk (K3, N4+
N%, K¥)—z cos g (M?:N i+ Nt MY)+Esin l,bo (M}, K+
'M’{‘i)—cos W& N, Nt —sin? ¥ K, K%, — 82 M¥, M%) =0,

gdzié i=1,2,.. oraz uogdlniony moment bezwladnosm przekroju poprzecz-
nego jest opisany wzorem I, = I, f(®), w ktérym dla przekau prosto-

katnego _
o [ (2252 o)
oy 2+ Ja; @
(3.10) -

Iy = Ay R2.
W dalszym ciagu przyjmiemy uproszczone wyrazenie okreSlajace I,,:
@iy o DLgy=cd ¥, [(@)=";
, wynika"ono ze wzoru (3.10) dla «; @ <1, gdzic ay = (h*/R?).
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Przyjecie dokladnej wartosci I,, znacznie utrudniloby obliczenie ksztaltu
z warunku optymalnoéci, a blad wzgledny, wynikajacy z zastapienia wzoru
(3.10) przez (3.11), nie przekracza 1,5°/, dla h/R = 1/4 i 0 2°fo dla A/R = 1/10.
Roéznym wartosc1om parametru v = 1,2, 3 odpowiada nastepujaca wartosé

1 h
£ —
(3.12) , T

Warunek optymalnosci (3.9) prowadzi wobec tego do nastepujacego row-
-nania na ksztalt optymalny:

a) Dlav=1"
_ B | .
. M¥; M%;—oB 2
3.13 ®= —
(3-13) [m‘* Q (v} Th+wi me ’
gdzie
(.14) B = (N§ cos yig—K§ sin Y5 +EM3) [sin ¥ (0% N4+ N, J)+

+00s ¥ (ff; K+ K, 5) + (NG cos ‘f’o— 03111 YE YT v+

+(N§ sin § + K§ cos df?f) [cos ¥ (0 N%,+ N%, §%) —sin X

x (¥ Kf+ K, 1) —(N§ sin y§ + K& cos &) ¥ ¥+

+E (% MY+ MY, 1)) +sin i cos yf (K%, N4+ NY, KY)—

—& cos Y (M N§,+ N, MY)+Esin i (M, K3+ K§, M%)~
—cos 2k NY; NY,—sin® i K%, K%, —&* M%, Mt

b) Dla v=2 w celu otrzymania & (x) komeczne jest rozwiazanie naste-
pujacego rownania aigebralcznego

(3.15 ‘ AP*+aBP—C =0,

gdzie A =A+7" Q, (v}, v+ wE),
 C=2M% M¥%,.

Jesli

4 . B
= 1/4| C*/A4? +— =0
/(C/A+27ch)_,

3
sl
. 3
(R
<) Dla v =3 ksztalt & (x) nalezy wyznaczy¢ z rownania

(3.17) A®*+aBO* _3MY, M, = 0.

fo

(3.16) @ (x)
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Stosujac -tQ sama metode iteracyjna co w pracy [2], poszukiwaé bedziemy
takiego rozkladu @ (x) przy ograniczeniach
| | O =P ()5 Py,

(3.18) ‘ J@(x dx =1,
' [)’ = const,

ktory spelnia réwnoczesnie z odpowiednimi warunkami brzegowymi réwnania
statycznego ugigcia (3.2), rownania stanu (3.4) oraz réwnania sprzgzone (3.8)
1 roéwnocze$nie maksymalizacje pierwsza czestosci drgan

(3.19) ' Q, - max,
Bedzie rowniez mozliwe. sformulowanie
{3.20) - - max

przy -ograniczeniach (3.18) oraz €, = const z rownoczesnym spelnieniem
réwnan roznlczkowych (3.2), (34) i (3.8) z odpowiednimi warunkami brze-
ZOWYITH.

3.2, Maksymalizacja pierwszej czestoici drgan

Przeprowadzono maksymalizacje pierwszej, antysymetryeznej czestosci
drgan (i=1) oraz oddzielnie pierwszej symetrycznej czestodci drgan (i =2)
dla ustalonej wartodci f 1 v =2

Ksztalty optymalne otrzymano stosujac takq sama jak w pracy [2]
numeryczng metodg iteracyjna. Przyjmujac w pierwsze iteracji @ (x) = 1,0
calkuje si¢ réwnania (3.2) z warunkami brzegowymi (3.3), nastgpnie réwnania
stann (3.4) z warunkami brzegowymi (3.5). Otrzymane rozwigzania podsta-
wimy do warunku optymalnosci (3.13), stad okreélamy roéwnanie «popra-
wionego» ksztaltu (spelniajac warunek unormowania (3.18) i ogramczema
{3.18)), ktére wykorzystujemy zamist poprzedniego réwnania ksztaltu, roz-
poczynajac nastgpna iteracje. Proces iteracyjny powtarzany jest do chwili
spelnienia warunkow

(3.21) [ () f-szi'mz.x (J—1l <8,

gdzie ¢ oznacza dowolna, mala stala, j numer iteracji. Spelnienie warunku
. (3.21) kosiczy te czedc procesu iteracyjnego, w ktorej dla ustalonego @,
otrzymujemy réownanie ksztaltu optymalnego oraz odpowiadajaca mu maksy-
malng czestos¢ drgan Q... Koleing faza obliczen jest obliczenie dla tak
otrzymanego rownania ksztaltu optymalnego czestoéci symetrycznej €}, ktdrg
otrzymujemy rozwigzujac rownania (34) z warunkami brzegowymi (3.6).
Calos¢ tych obliczen zostaje powtdrzona dla roéznych ograniczen @,
Dla parametru h,/l = 1/100 przy f§ = 10, 20, 30 otrzymane wyniki pokazano
na rysunkach 1,2,3, a dla hy/l=1/20, = 10,20 uzyskane zaleznoéci
przedstawiaja rysunki 4 i 5. :
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Linie ciggle oznaczone Q.. na 1ys. 1,2, 3,4,51 12 0z7naczajy rozwiazania
dlu drgan antysymetrycznych; ., rozwigzania optymalne dla drgan syme-
trycznych. Natomiast linie przerywane Q1 podaja czestotliwosdci drgan syme-
trycznych, jakie otrzymano dla ksztaltow optymalnych maksymalizujacych
czgstodei drgan antysymetrycznych. Analogicznie linie przerywane QF odpo-
wiadaja ksztaltom optymalnym maksymalizujgcym czestos¢ drgan syme-
trycznych.

‘Wedlug podobnego schematu przeprowadzono obliczenia dla drgan odpo-
wiadajacych symetrycznej linii ugigcia Q i, Wyniki odpowiadajgce maksy-
malizacji symetrycznej czestosci drgafi pokazano réwnicz na rys. 1,2,3i4.

Na rys. 6,718 przedstawiono dila hy/i = 1/100 i § = 10,20, 30 ksztalty
optymalne przy ograniczenin #, = 0,6. A dla hy/l = 1/20 f = 10 odpowiedni
ksztalt odpowiadajacy optymalizacji unimodalnej zamieszczono na rys. 9.

Nalezy rzaznaczy¢, ze sformulowanie unimodalne nie prowadzi tu do
poprawnych wynikow w pelnym zakresic ograniczen @;. 1 tak np. dla
ho/l = 1/100, f = 30, &, < 0,39 optymalnie uksztaltowany luk ze wzgledu na
Qi posinda nizszy czestos¢ drgan przeciwnej symetrii, to jest (4 {rys. 3).
Tak wigc w tym przypadku optymalizacja unimodalna pozostaje poprawna-
dla 0,39 < @, <€ 1,0 . :

Rowniez dla innych parametrow o i f§ spotykamy podobng sytuacje
(rys. 4 i 5).
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3.3. Maksymalizacja obcigzenia krytycznego

Rozwaiono réwniez zagadnienie maksymalizacii obciazenia krytycznego
dla 2=20. ' » '

Problem ten nastrecza wiele trudnosci numerycznych, glownie przy nu-

- merycznym calkowaniu réwnan statycznego ugiecia (3.2) i rdwnad stanu

(34). Wydluza si¢ tez znacznie czas obliczen. Warunki brzegowe réwnan

stanu (3.5} lub (3.6) mozna speini¢ dobierajac swobodne parametry w wa-
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runkach brzegowych ukladow (3.5 lub (3.6) oraz warto$¢ obciazenia §.
Zmiana obciaZenia § powoduje jednak kazdorazowo koniecznoéé rozwiazania
rownan statycznego ugiecia (3.2) z warunkami brzegowymi (3.3). Tak wiec
mamy tutaj do czynienia z «wstrzeliwaniem» przez dwa uklady roéwnan
(3.2) i (3.5) (niesymetryczna linia ugiecia) lub (3.2) i (3.6) (symetryczna linia
ugigcia), co pokazano na schemacic blokowym (rys. 10).

Nie mozna tu tak, jak poprzednio, oddzielnie catkowaé ukladéw (3.2
i (3.4). Dodatkowa trudno$é stanowi niemozliwoé¢ scatkowania rdwnah
statycznego ugigcia (3.2) dla f§ > B, ktére moZe pojawié sie w posredmch
krokach przy rozwigzywaniu zagadmema brzegowego.
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Otrzymany rezultat dla hy/l = 1/100 pokazano na rys. 11. Dla @, < 0,65
sformulowanie unimodalne nie prowadzi do otrzymania wynikow, gdyz
vzyskanemu ksztaltowi odpowiada mniejsza sita odpowiadajaca przeskokowi
(wyboczenie symetryczne), niz sila odpowiadajaca bifurkacji (wyboczenie
niesymetryczne}; stad tez nie jest mozliwe scatkowanic réwnan statycznego
ugiecia (3.2).

Brod
=0 '
50 |-
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E=157 yd
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;s
%5 |- / S
, N
Wi
. /7
40 [ :
..... A
-’ ﬁmax‘
3 -
0 I | | ! -
g2 04 a6 08 10 4,
Rys. 11

Dla hy/l = 1/20 sytuacja taka pojawia si¢ dla @, < 0,95. Uzyskany ksztalt
nie jest ostateczny. Dla niZzszych wartosci @; moZzna bedzie, stosujac
sformutowanie bimodalne, vzyska¢ taki rozklad @ (x), ktory zwigkszy obcig-
#enie krytyczne. '

4, UwWAGI KONCOWE

Przedstawione w pracy wyniki wskazuja, ze dla pewnych obcigzen
zewnetrznych wyniostosé tuku i wydiuzalnosei osi rozwiazania unimodalne
sa poprawne {rys. 1), dla innych za$ (rys. 2, 3,4,111) rozwiazania unimo-
dalne pozostaja poprawne w ograniczonym przedziale zmiennosci dolnego
ograniczenia ®; na przekrdj poprzeczny. Stad tez wynika potrzeba posta-
wienia w tych przypadkach sformulowania bimodalnego, co b@dzw przed-
miotem oddzielnej pracy. :

W zakonczeniv zestawiono réownicz wplyw wydluzalnosci osi iuku na
rozwiazania optymalne (rys. 12). Je§li w stanie bezmomentowym (rys. 12a)
i dla «matejy wyniostosci hy/l = 1/100 podejécic unimodalne mozna uznad -
za wystarczajace, to dla hy/l = 1/20 (rys. 12¢) podejicic to jest ograniczone -
do przedzialu 049 < @4 < 1.0,

Na zakoriczenie pragng wyrazi¢ wdzigcznosé Doc. dr hab. inz. Anfoniemu
GAJEWSK!EMU Za pomoc w wykonamu tej pracy.
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PE310ME

OOJHOMOJANIBHOE OOTHMANBHOE IIPOEKTHPOBAHHKE
KOJEBJTIONUXCA APOK C YUETOM PACTAXMBAEMOCTH OCH

B pafoTe paccmaTpipaercs IpobnemMa ONTHMATBHOTO PACHONOMEHHA MACCH HA PACTAKH-
BacMol apke, Tak, MTOGH, npH ¢HKcHpopaHHBIX o0BeMe, IABICHEAH W reOMETPHHECKHK
OrpaBHueHHAX, NOJIYYATE MAXCHMAIbEYIO uactory. [Ipu pemenwE 3To# 3a1a¥H HCHOJNBE3CBAH
npuniun [orrparapa. Tounble pesyAbTaTsl NpHBelcHB st Kpyrmod apxu. PaccMaTpupa-
eTca TOXE 3aava ONTHMM3AUMM NPH YCTOWMHBOCTHL

SUMMARY

UNIMODAL OPTIMAL DESIGN OF EXTENSIBLE ARCHES WITH RESPECT ‘TO
BUCKLING AND VIBRATIONS

The problem of determining the optimal cross-sectional area function along an extensible
arch, which minimizes total volume under given external pressure, fixed frequency and
geometrical constraints, is investigated by means of the Pontryagin maximum principle. The
optimal design of clamped-clamped circular arch is presented. Oplimization with respect to
buckling load is also considered. :

POLITECHNIKA KRAKOWSKA
INSTYTUT FIZYK1

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 23 stycznia 1981 r.





