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PORC)WNANIE WYBRANYCH METOD ANALITYCZNO-NUMERYCZ-
NYCH NA PRZYKLADZIE STATYCZNEJ ANALIZY PLYT DOWOLNEGO
KSZTALTU

WITOLD CECOT i JANUSZ OR KIS Z (KRAKOW)

W pracy sg przedstawione I poréwnane wyniki rozwiazywania plyt dwoma, w pewnym sensie
przeciwstawnymi, . metodami analityczno-numerycznymi- oraz wplyw zastosowanych modyfikach
na wyniki obliczen. Stoeowanyml metodami sq: metoda calek brzegowych MCB (boundary
integral equation method) i métoda R-funkeji MRF {funkcji Rwaczewa). Ponadto krotko scharak-
teryzowano dwie inne analityczno-numeryczne metody rozwigzywania zagadnien brzegowych,
Sa 'to motoda elementow globalnych (L. M. Defves) i globalno-lokalna metods elementow skori-
czonych (E. L. Wilson). Metody analityczno-numeryzzne pozwalajg na zmniejszenie liczby niewia-
domych przy dyskretyzacji (etap analityczny), przy jednoczesnej mozliwosci rozwigzywania za-
gadnied z obszarem o dowolnym ksziakeie (etap numeryczay). Zastosowanymi- modyfikacjami
byly: syimetryzacja ukladu réwnan algebraicznych i poprawienic aproksymacil funkcji niewiado-
mych w MCB oraz symboliczne tworzenie i rbzniczkowanie R-funkcji. Otrzymane wyniki obliczen
i znane z llferatury dowodza, ze metody anahtyczno—numeryczne 53 skutecznym mrzedzlem roz-
wiazywania. wielu zagadnied brzegowych i mogg byé Wykorzystywane obok powszechme stoso-
wanych metod elementdw i roznic skoficzonych.

1. WsTEp

Analiza wiclu z;avwsk fizycznych prowadzi do nastgpujacych zagadmen brze-
gowych:
F{y=f na . Q,

(D . Gw=g na a0,

gdzie F, G oznaczajg znane operatory, f, g znane funkeje, u funkcj@ niewiadoma, Q
rozpatrywany obszar, Q2 brzeg Q. Jezeli operator F jest symetryczny (tzn. odpo-
wiadajgca mu forma dwuliniowa jest symetryczna), to rozwigzanie uktadu (1.1)
jest réwnowazne obliczeniu minimum funkcjonatu:

(1.2) @= [ Hy(wu,..)d2+ [ H, (04, .)dz,.
2 an

gdzie H,, H, sa znanymi operatorami.

Sciste rozwigzanie powyiszego problemu w postaci (1.1) lub (1.2) nie jest na
ogol mozliwe. Istnieje wicle metod przyblizonego rozwiazania zagadnien brzegowych,
np. Ritza, Galerkina (analityczne), elementéw i réznic skoficzonych (numeryczne).
Wraz z rozwojem techniki obliczeniowej (maszyn cyfrowych) powstaga nowe metody.
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Ostatnio, obok metod czysto analitycznych i czysto numerycznych, coraz czebciej
pojawiaja si¢ rozmaiie metody analityczno-numeryczne.

Przyblizone metody analityczne pozwalajg rozwigzac zagadnienie brzegowe
przy niewielkiej liczbie niewiadomych, jednak ich efektywne wykorzystanie ogra-
nicza si¢ do obszaréw o regularnym ksztatcie {np. kolo, prostokat, prostopadtoscian).
Z kolei metody numeryczne daja mozliwost rozwiazywania zagadniefi z obszarem
o bardzo skomplikowanym ksztalcie, lecz kosztemn zpacznego zwigkszenia liczby
niewiadomych. Powoduje to wyd&uienie' ciasu obliczeni koniecznoéé zapewnienia
duzej pamigel maszyny cyfrowej do. przeprowadzenia obliczen,

Metody analityczno-numeryczne prowadza do takiego sformulowania roz-
wigzywanego zagadnienia, aby byto mozliwe wykonanie obliczed numerycznych
prey niewielkiej licibie niewiadomych i‘dowolnej formie rozpatrywanego obszaru.

. Celem niniejszej. pracy jest poréwnanie na przykladzie analizy statycznej plyt
dowolnego ksztaltu dwich wybranych a przeciwstawnych metod analityczno-nu-
merycznych: metody calek brzegowych (oznaczenie MCB) [1-3, 5, 11 1 13] i metody
R-funkeji (oznaczenie MRF) [9, i 10]. Ponadto przedstawione sa pewne mody-
fikacie tych metod: symetryzacja ukladu réwnaft i udoskonalenie aproksymacii
funkcji niewiadomych w MCB oraz symboliczne tworzenie i rézniczkowanie R-funkcji
[7]. Zaproponowano takie ewentuaine dalsze modyfikacje MCB i MRF. |

Précz tego zostaly krotko oméwione dwie dalsze metody analityczne: elementow
globalnych (oznaczenie MEG) [4] oraz globalno-lokalna metoda elementdw skoi-
czonych (oznaczenic GLMES) [12]. Niniejsza praca jest rozwinigciem tematyki
przedstawionej na XXVII Konferencji Naukowej w Krynicy [2]. Zawiera. ona
szersze oméwienie metod analityczno-numeryczaych oraz nowe wyniki obliczefi.: -

2. KROTKA CHARAKTERYSTYKA NIEKTORYCH METOD ANALITYCZNO-NUMERYCZNYCH

2.1.- Metoda calek ‘brzegowych ' SERES
W MCB wykorzystuje sie rozwiazanie fundamentalne 1o danego réwnania 16
niczkowego (1.1);, tzn. rozwigzanie réwnania,
@D F()=8(P~0Q)
w calej przestrzeni R" (2 = R"), gdzie & oznacza dystrybucjg Diraca -
| wo=tq (P,0), P,Q€R. .

Znajac funkcie 1o, ktéra wyznacza si¢ na drodze analitycznej (pierwszy etap metody),
mozna [3] wyrazié rozwigzanie zagadnicnia brzegowego (1.1) wzorem:

. auo
(22) u=k f R (f) d£2 + f S Ho, T, s 815 825 oo 8w dz" s
] : |
,n o2 N . E. A " .
_ ;gdzie k oznacza stala liczbowa (réing na brzegu i we wnetrzu @), R, S zhane ope-
ratory, f funkcje znang z réwnania (1.1), oraz gy, g2, - & PEWNE funkcje okreslone
na brzegu 392, Wzér (2.2) jest dokiadny, gdy 20 jest krzywa gladka. Niemnicj
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zastosowanie go do plyt z narozami dato wystarczajace dokladne wyniki (tablica 2).
Z warunkéw brzegowych znane sa ewentualnie niektére z funkeji g4, g2, «.ns g
Pozostate oblicza si¢ z ukladu réwnan catkowych (2. 3) (w najprostszym przypadku
Jest to jedno réwnanie), uzyskanego przez napisanic warunkéw brzegowych (1.1),:

duy

| (2.3) { [fR(f) dg+f (u(,, T o B10 82 gN)dZ]}-:

Uktad (2.3) jest rozwigzywany numerycznie (drugt ctap metody), najczesciej metoda
kolokacji [1 i 11]. Poniewaz poszukiwane funkcje sa okre§lone wylacznie na brzegu
obszaru, przeto otrzymuje sig zredukowanie wymiaru zagadnienia o jeden, co daje
Zmnigjszenie wymaganej do obliczest pamigei maszyny oraz zwigzane z tym skrécenie
czasu obliczeri. Po obliczeniu niewiadomych spoéréd funkceji g4, ..., gy moina zna-
lez¢ wartod$ funkeji u (rozwiazanie zagadnienia (1.1)) w dowolnym punkcie obszaru
korzystajac ze wzorn (2.2).

2.2. Metoda R-funkeji

Jest to metoda w pewnym sensie przeciwstawna do poprzednio omdéwioneje
W MCB w pierwszym etapie analitycznym tworzona jest funkcja # okre§lona wzorem

(2.2), $cidle spelniajaca réwnanie rézniczkowe Zagadnienia brzegowego. Mozliwie

Jjak najlepsze spelnienie warunkéw brzegowych przez funkeje  ostaga sig¢ w drugim
etapie na drodze numerycznej. W MRF na drodze analitycznej tworzy sie tzw.
strukture rozwiazania czyli funkeje spetniajaca Scisle warunki brzegowe, zalezng
dodatkowo od funkcji swobodnej. Ogolnie postad struktury rozwiazania mozina
przedstawic nast@pu_]qcym WZOorent

(2.4) ' w,=B(y, g, w),

gdzie B oznacza znany operator, i fuﬁkcje; swobodna, ktora okresla si¢ na podstawie
rownania (lub funkejonahn) opisujacego rozwaiane zagadnienie (obhczanq nunte-
rycznie), ¢ odpowiednio gladka funkcje uwnganlajqcac warunki brzegowe, jakie
musza by¢ spelnione (wyznaczana analitycznie) oraz o funkcje uwzgledniajaca
ksztalt obszaru; jest ona réwna zeru na brzegu obszaru, dodatnla W Jjego wagtrzn,
4 ujemia na zewngtrz.

Strukfurg rozwigzania tworzy sie Wykorzystujqc teorig tzw. R-funkeji [9,10].
R-funkeje jest fo klasa funkcji majacych te wiasnost, ze znak wartodei funkcji Jjed-
noznacznie okreélaja znaki jej argumentdw, a ponadto 1stmeje pelna analogia po-
migdzy przyporzagdkowaniem ciggowi znakdéw argumentéw R-funkeji znakn jej
wartodci a funkgjami logiki Boole’a.

Przykiadami R-funkcji mogg by¢ nastepujace funkqe [9110] dwoch zmiennych,
o wartosciach rzeczywistych, odpowmdajqce kolejno konjunkeji i alternatyw;e_._

2.5) S XAY=Xty— ]/x +y N
(2.6) xvy-—x+y+l/x +y%,
Znaki tych funkcji przedstawia Tablica 1.

Rozprawy Inzynlerskie - 8§
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Podstawowym elementem struktury rozwiazania zagadnienia brzegowego jest
funkcje @ (we wzorze (2.4)). Sposob jej tworzenia przedstawimy na przykladzie
obszaru € (rys. 1) _

Obszar £ mozna przedstawié w postaci iloczynu
(2.7) o Q=91 r\Qz ﬁ.Qa,

gdzie
L ={(& neR: w20}, i=1,273.

Tabi_ica 1
) znak

x| ¥ [ xAy | xvy

+ 1 + + +

+ — — -

- + -— +

— — — -

1

£

Rys. 1. r=0,1, R=1,0, 4(0,5; 0.5

Niech w poszezegolnych pbdobsiarach‘ skladowych bedzie:
v, @yl @s=(E—0,57+(~0,5)7 ~00L.
Poniewaz zachodzi warunek (2.7, wigc o
D= A®; Aty .

ot — &g (E— 0,57 + (1~ 0,57 001 -V T (L~ &~ PP+

.+1/-[rz+1-§2—u2—l/ 7+ —.éhnz)’-]%{(5—0,5)'*‘4(11—0,5)2—0',01]2'.

Funkcja ¢ uwzgledniajaca warunki brzegowe jest tworzona na ich podstawie i w
istotny sposéb wplywa na postaé siruktury rozwigzania. Przykiadowo dia plyty
uiwierdzonej wzdiuz calego brzegu (warunki jednorodne, stad nie wystepuje jawnic
funkcja @) struktura rozwigzania ma postac

Ostatecznie otrzymuje sig zatem

— 2
We==W@ON",
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gdzie o

[}

v _]/a)2+(grad @)?
Jjest znormalizowany funkcja o, tj. taka, dla ktorej

dw

on an_l ’

Tworzenie struki:ury rozwigzania jest etapem analitycznym MRF i moze byé wy-
konywane recznie lub automatycznie na drodze operacji symbolicznych. Kolejnym
etapem jest wybor konkretnej funkcji swobodnej w strukturze rozwigzania. Doko-
nuje sig tcgo numerycznie, np. tak samo jak w globalnej metodzie wariacyjnej,
tj. przez minimalizacje funkcjonatu. (1.2).

2.3. Metoda elementéw globalnych

Obszar £2 jest dzielony na kilka podobszaréw (wigkszych niz w MES, stad nazwa
metody). Podzial wynika. z ksztaltu obszaru (rys. 2a), przewidywanego przebiegu
rozwigzania (rys. 2b), Iub réznych cech fizycznych materiatu [4].

0, | ’
. .ﬂ-g 1
ﬂ.
.ﬂ. 5
QZ
'QB
a b

Rys. 2

Funkcje aproksymujace przyjmowane sg na kazdym z podobszaréw osobno
jako kombinacje liniowe wielomianéw lub innych funkcji. Funkcje bazowe nie
musza spelniaé warunkéw brzegowych ani zgodnosci na wspélnych brzegach pod-
obszaréw. Niewiadome wspélczynniki kombinacji liniowej funkgji bazowych obli-
cza si¢ minimalizujgc odpowiedni funkcjonal (wzér (2.9)): Jego postaé zapewnia,
Ze ostateczne rozwigzanie speinia warunki brzegowe i warunki zgodnofci. Przy-
kladowo -budowg omawianego funkcjonatu odpowiadajacego- zagadnieniu (2.8)
dla- obszaru R podzielonego na dwa elementy globalne Ry, R, przedstawia wzér
(2.9) (na podstawie [4]).

Zagadnienie brzegowe;

: —VAVu,+Bu=g w R,

.”i (H)=g, (%), XeC ndR; ;.
(2.8) oo AV A (R)=ou (B)+g, (), XeC,NadR;,
ul (x-)-;uZ (j) > . o xe 3R1 M BRZ N

(AVu) 7y (B)=—(AVi) i (), %€ OR,NOR,,
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gdzie i=1,2, 4 oznacza macierz symetryczna dodatnio okreslona, B funkcjg do-
datnia, 0<0, g, g1, g2 Znane funkcje, Cy U C;=0aR, C; D C,=g, Uy, #, niewiadome
funkcjie w Ry, Ra. -

Odpowiedni funkcjonal ma postac

2
2.9  J(w, w)= Z { f (VwT A_Vwi-!—Bwfw—ZgwI-) dx, dx,+
Ry .

e=1

o - "
42 f (g, —w) (AVw; ) ds—2 f (? wit g, wi)'ds+.
ARnE - ' : T BRiNC: S '
31.1103!3% R .. L
Metoda laczy zalety metody elementow skoficzonych (fatwosé uwzglgdniania ob-
szaru o dowolnym ksztalcie) i globalnej metody “wariacyjnej ‘Ritza (mata liczba
niewiadomych). Trudnosci moze sprawia¢ odpowiedni podzial obszaru na elementy
i dobér funkcjonatn do minimalizacji. '

2.4. Globalno-lokalna metoda e‘l'en.&ento'w' ﬂébﬁézoﬁ}éﬁ

Jest to metoda, ktora wykorzystuje aproksymacjé funkéji niewiadomej na czesci
obszaru taka jak w MES, a na czgfci jak przy klasycznej metodzie analitycznej
z wprowadzeniem funkcji prébnych Ritza (rys. 3) [12}.

/]
1

/

A
i

Rys. 3. Funkefe Ritza na czeici obszaru iélément_}i na 'pozos't;a.{cj ‘crebc
. Mozliwe jest rﬁwhiez Wpifgwadzenie, obu aproksjrmapji facznie na cé]:ym obszarze
(rys, 4) [12].- Na kazdym z elementow, na jakic jest dzielony rozpatrywany obszar

przyjmuje si¢ nastepujaca aproksymacje_Tozwigzania. [123:
U= Z Ryuyt 2 Hyjy gy
i A

gdzie R, oznacza funkeje probng metody Ritza, Iy, funkeje” ksztatty (n-tego ele-
mentu), %, niewiadome wspdtezynniki zwigzane Z funkcjami Ritza oraz u,, prze-
mieszczenia wezlowe.:

W k-tym wezle przemieszozetie u, (¥, Vi, Zc) oblicza sie w nastgpujacy sposob [12]::

-ty (s Vi ZR)= Z R, (x4, Vi Z1) “ir'+ Uir .
‘... ! e s i oL -
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W szczegolnych przypadkach metoda sprowadza si¢ do metody Ritza albo MES
(rys. ) [12).

Zaletami GLMES sga: funkcje R, nie muszg spetniaé warunkéw brzegowych,
istnieje mozliwos¢ wykorzystania znanych rozwigzafi (dla podo’oszarow) jako
funkcji Ritza oraz zmniejszenie liczby niewiadomych.

Wady metody: koniecznos¢ indywidualnego traktowania kazdego zadania i nie—
- zbadana efektywno$é.

SOOI

Rys. 4. Funkcje Ritza i elementy skosiczone na calym obszarze

o

SOOUVAANAY
AAANANAN

Rys. 3. a) Tylkb fankecie Ritza, b) tylko elementy skofczone

3. POROWNANIE METODY CALEK BRZEGOWYCH I R-FUNKCII

Sposrdd czterech krétko scharakteryzowanych metod analityczno-numerycznych
wybrano.dwie w pewnym sensie przeciwstawne: MCBi MRF i dokonano ich po-
réwnania na przykladzie analizy plyt dowolnego ksztaltu. Opracowano programy
na komputer wykorzystujgce obie metody. Za ich pomocy rozwigzano kilka plyt
(rys. 6) obcigzonych w sposdb clqgly {g=const). Uzyskane wyniki przedstawm
tablica 2,

Mozliwe jest uzyskanie bardziej dokladnych wynikéw lub zmniejszenie liczby
wymaganych stopni swobody: po-udoskonaleniu operacji catkowania i rézniczko-
wania oraz sposobu aproksymacji poszukiwanych funkeji (wyniki umieszczone
w tablicy 2 zostaly uzyskane przy najprostszej ,,schodkowej” aproksymacji funkcji
niewiadomych w MCRB). a :

Pewne poréwnanie MCB i MRF z powszechnie stosowana metoda réznic skofi-
czonych (MRS) moga stanowié wyniki zestawione w tablicy 3. Podane sa w niej
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. L=1m t=lm o Jet=tmo )
e L T e e s .
Z l i * i
e ; | o !
2 g i | i i
: | : | |
5 2 | | | |
| et ———a— |
a b [
t=2m l=2m
7 /
: et L . ¥
Rys. 6
Tablica 2
Piyta | Lss | "Czes [CPULY g rq0-2] | ## Blad {%]
obliczen

a 48 6,3 0,127 08

b 48 6,3 0,410 1,0

c 56 8,7 0,195 1,6

d 30 8,1 0,188 24

e 26 16 0,210 | -

f 36 8,5 0,362 —

188 oznacza liczbg stopni swobody,

D Wmﬂl . . 4 *
o= T; gdzie ! jest wymiarem plyty zaznaczonym narys, 1, Wyax— maksymalnym uvgieciem,

D — sztywnofcia plyty . L
* oznacza Czas obliczen na komputerze Cyber oraz ** biad wzgledny w porownaniu z 1oz

wigzaniem $cistym,

" Tablica 3
Metoda : AR _ .
- MRS wr: MCB - -+:| MRF
: 0 | s
a - 5.2 T (69,0
b : 120 C 40 ¢ —_
©9 5.3 )
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liczba stopni swobody i czas obliczefi (w nawiasie) dla komputera Cyber 72 w se-
kundach CPU potrzebne do otrzymania wartosci rozwigzania w érodku plyty z ble-
dem 2%,

t [sCPA]

ot ’ -

- o . ; e -

200 RER RS 1000 : R . 2000 n

Rys. 7. ¢ 0znacza czas .bbl_iézeﬁ,‘ n liczbe punktéw, w kitdrych opracowuje sig wyniki Koficowe
....... MRF, —— — MCB, MRS

Na rys. 7 przedstawiono zaleino$¢ czasu obliczen od liczby punktéw, w kto-
rych poszukiwane jest rozwigzanie (opracowanic wynikéw) dla poszczegdlnych
metod (liczby na osi poziomej nalezy traktowac jedynie orientacyjnie).

Opierajac sig na zastosowaniu do analizy statycznej plyt, wymiem'oilo poniZej
zalety i wady MCB i MRF.

Zalety MCB sg nastgpujace:

1) zmniejszenie wymiaru zagadnienia o jeden,

2) stosunkowo szybkie osiagnigcie etapu obliczed, na ktérym znane jest roz-
wigzanie w sposob formalny (wyrazone przez wzor -catkowy), co jest istotne, gdy
wystarcza znajomo$é rozwigzania w niewielu punktach.

Wady MCB sg. nastgpujace:

1} koniecznodé znajomodei rozwigzania podstawowego,

2) stosunkowo diugi czas obliczed rozwigzania w konkretnym punkcie, gdy
znane sg juz wszelkie niewiadome na brzegu; zwigzane jest to z koniecznogeig obli-
czenia za kazdym razem calek krzywo]inibwych na brzegu obszaru.

- Do zalet MRF mozna zaliczyé:

1) latwosé uwzglednienia dowolnego obszaru,

2) mozliwodé dokiadnego speinienia dowolnych warunkéw brzegowych

3) mata liczba stopni swobody potrzebnych do rozwiazania zagadnienia z wy-
starczajaca dokfadnoscia,

4) male zapotrzebowanie na pamigé komputera,

5) moiliwoéé rozwiazywania zagadnief z obszarem meogramczonym, _

6) tatwos¢ zastosowania operacji symbolicznych (np. rézniczkowanie - symbo-
liczne). i
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~Wady MRF to glownie:
1) skomplikowaria postaé struktury Tozwigzania i zwigzane Z tym gmudne
operacje,
~ 2) stosunkowo dlugi czas obliczeri zwlaszeza przy zadamach ktore dla innych
metod nie wymagaja wielu stopni swobody,
3) znaczny wplyw sposobu opisu obszaru na koncowy wynik obhczen

4. ZASTOSOWANIE MODYFIKACI MCB 1 MRF

Zastosowanie operacji symbolicznych na komputer {7] pozwala na uniknigcie
klopotliwych operacji manualoych przy tworzeniu i rézniczkowania  stroktury
rozwiazania w MRF, przy jednoczesnym zachowaniu dokiadnodci obliczed. Od-
powiedni program umozliwia otrzymanie w postaci WZzOorow anahtycznych struktury
rozwiazania i wymaganych jej pochodnych. Przedstawione w p. 3 wady MRF
wskazuja, Ze nie jest to na rame unlwersalna metoda numeryczna i wymaga dalszego
udoskonalenia. :

Tablica: 4. (plyta utwie_rdzona a)

Metoda  rozwiazy- Liczba stopni .
o . . : swobod:
Aproksymacja wania ukladu row- * P 4
- : nati calkowych SR 16 | 24 | 32
) kolokacji i 35 o6 3,0
schodkowa : A qite ] 0,7 " 1,3 22
A o i 2 | o:| o
kolokacji ii o486 1.3 25
" . ' 11 - 11 2,9 4,0
' i 82 54 2,0
minimum kwadra.tu i 12 2.5 3,5
Ve bigdu i :
roznicowa i) 85 33,0 54,0

i— blad wegledny ugiecia w érodku [ %]
ii — blad wzgledny momenin w §rodku [%] -
. iil — czas uzyskania rozwiazania ugiccia w jedﬂym punkcie na: komputer Cyber 72.[s CPU.1

Dia polepszenia aproksymacji funkcji niewiadomych w MCB zastosowano
aproksymacjg wyzszego stopnia. Po ‘dokonaniu podzialu brzegu na kilka odcinkéw,
na kazdym 7z nich- przyjeto N punktéw (weztdw) Py, P, ..., Py, W kt6rych poszu-
‘kiwane sa wartodci niewiadomych funkeji brzegowych. Wartosé funkcji (fo) w do-
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wolnym punkeie brzegu P, jest aproksymowana na podsta.w1e wartosci qulowych
(Fis Sfar von o) odcmka do ktorego nalezy punkt PO, przez mlmmahzac:]@ funkeji B [8]

@1 o B= Z(ﬁ)-f-stfo PR f,) R .

gdzie s, oznacza odlegloéé punktu P, od P, (wzdhiz brzegu), Zastosowanie takiej
aproksymacji w zdecydowany sposdb polepsza dokladnodé rozwigzania przy takiej
samej liczbie stopni swobody (tablice 4 i 5). Czgsto stosowana metoda kollokacji
do rozwigzywania uktadu réwnan catkowych MCB prowadzi do niesymetrycznego
ukladu réwnan algebraicznych [1 i 3]. W tablicach 4 i 5 przedstawione sg wyniki
obliczen uzyskane specjalnie opracowanym programem, ktdry rozwigzuje uklad
réwnain catkowych MCB z warunku minimum kwadratu bledu. Otrzymuje si¢ wtedy
symetryczny uklad réwnan algebraicznych, ktérego rozwigzanie jest szybsze. Nie-
mmniej konieczno§é podwéjnego catkowania powoduje wydtuZenie czasu tworzenia
tych rownan. W tablicach 4 i 5 umieszczono wyniki obliczed odpowiednio dla plyty
kwadratowej utwierdzonej i swobodnie podpartej. Zawieraja one blad wzgledny
obliczen dla ugigcia i momentdw oraz czas uzyskania rozwigzania w jednym punkcie
przed i po wprowadzeniu oméwionych modyfikacii.

Tablica 5. (piyta swobodnie podparta by

Aproksymacja _\I:Imi;;;dildr;dztﬁag;: * Liczba stopni swobody
T " nafn calkowych : 16 E 24 | 32
EI:I:D _ : i 27 - 81 44
' kolokagji . | i 20 93 55
schodkowa ' o i 0.7 13 22
' S : i . 30 o —0,25 0.25
[{]:D kolokacji i 18,7 L5 1,8
. - il 1,1 3,6 4,6
i | 34 '~0,5 ] =025
o 1;;:@1:113111[[1 .kwadratu i i 23 37
roznicowa ’ iii 8,4 55,0 41,0

Wartosci momentéw byly obhczone wzorem rochowym {(h=0,01. dhlgOSCl
boku plyty). W przypadku MCB istnieje mozliwosé Wyprowadzenla wzory, anali-
tycznego na-moment w dowolnym punkcw plyty analogicznego do wzoru (2.2).

Poréwnanie wynikow obliczen za’ pomoca wzoru réznicowego i analitycznego,
wskazujace na zgodno$é tych wynikéw, zamieszezono w tablicy 6. Zawiera ona blad
wzgledny otrzymanych warto§ci momentéw dla plyty swobodme podpartej, apro-
ksymacji réznicowej i metody kolokacji, o
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Przedstawione przykladowe zastosowania oraz wyniki obliczef podane w lite-
raturze {dla metod MCB, MRF, MEG, GLMES) dowodza, Ze metody analityczno-
-numeryczne moga byé skutecznym narzedziem efektywnego rozwigzywania wielu
zagadniefi brzegowych i moga by¢ wykorzystywane obok powszechnie stosowanych
metod elementéw i réznic skoficzonych.

Tablica 6

Liczba stopni

swobody © - R ' :

o s 16 24 - 32
Wzor

roinicowy 18,7%: 1 1,5% |. 1.8%

analityczny 187% | 13% 19%

- Wyniki te wskazuja réwniez na celowosé prowadzenia dalszych prac badawczych
ukierunkowych na rozwijanic tych metod. W MCB Wwarto polozy¢ nadisk na po-
lepszenie aproksymacji warunkéw brzegowych i rozwigzania na brzegu, w MRF
za$ na rozwiniecie oprogramowania symbolicznego oraz na laczenie metody w dru-
gim etapie z réznymi metodami, np, MRS w sformufowaniu wariacyjoym.
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Peswme

CPABHEHWE M3BPAHHBIX YHMCIEHHO-AHAJTATHYECKIIX METOJIOB HA TIPH-
MEPE CTATHHECKOIO AHAJIM3A IUIACTHH TTPOM3BOILHOM $OPMEL

H CTaThe IpHBEIEHSL 7 CPABHERAIOTCH PEsyNbTATH ABYX, IO HEXOTOPOH CTEMERHK IPOTHEONO-
JONHABIX (HCICHRO-AHAMTHICCKEX METONOB. TIPEACTARIER0 RIMAEHE . HPUMEHEHHEX MoambEra-
Il Ha pesynuraTel pacyeroB. TIDHMEHIECE CHENYIOHe METOME: TPAHMHMHBIX HHTEIPANbHLIX
ypapreanit MCHB (Bondary Integral Eguation Method)-n meron R-tysrmm MFR. (Oysummz Pea-
resa). KpoMe Toro, Brpaiiie OXapaKkTepE3OBaMs! j8a APYFAX AHATHTHYECKAX YHCIEHHLIX MeTona
PEIIeHEA KPAeRBIX 3a/a%. DTO METON TnoBansmsti snemertor (L. M. Delves) u rmoSameno- -IIOKATS=
el MeTonm kowewHex mementos (B, L. Wilson), UYncnenno-aHamradeckae METOEI TO3BAISIOT
FMEHLIMTE YUCTIO HEM3BCCTALIX MIPH NHCKETH3AUEH (AHAMMTHYECKMX 3TaN) OPE ONHOBPEMEHoH
BO3MOAHOCTH PEIIEHAA 38,18 ¢ 00NACTHIO MPORIBOIEHOH HOPMBI (dHcTerREN 7Tax). TIpuMensammcE
CHSAYIOEME MOARPHEKALIAY; CUMMETPE3AUHA CACTEMEE A/Te0PARYECKAE YPADMSHHH o HCOPABIICHAS
AIMIPOKCHMALNA (DYHKIHN HeA3BECTHRIX B MCB a Tawke cumBomreckoe o6pazopange w apdde-
peRruuposame R-ynyunuit. Tlomydenste W M3BecTHHE HI JATEPATYPHl DEyNbLTATH JIOKa3EIBAIOT,
YTO YHCHEHHO-AHATATHICCKHE METOMb! ABIA0TCH SO OeXTRBHAIM MHCTPYMEHTOM 1 DPENIeHAsS MEO-
THX KPaewsiX 38709 M MOTYT MCIONL3OBATCHE HAPAAY € HMOBCEMECTHO BPHMERAEMBIMA METOLAME
KOHEUYHEIX MEMEHTOB B KOHCYHO-PASHOCTHRIME METOIAME.

SUMMARY

COMPARISON OF CERTAIN ANALYTICAL-NUMERICAL METHODS, ON THE
EXAMPLE OF STATICAL ANALYSIS OF PLATES OF ARBITRARY SHAPE

The paper presenis the results of analysis of plates obtained by means of two different analytical-
-numerical methods. The mehods applied are the Boundary Integral Equation Method (BIEM),
and the R-Function Method (RFM the Rvachev Function Methed). Two other methads are briefly
discussed: the Glebal Element Method (L. M. Delves), and the Global-Loca! Finite Element Method
(E. L. Wilson). The analytical-nnmerical methods allow for the reduction of the number of anknowns
in the process of discretization (analyticat stage) and for the possibility of considering the regions
of arbitracy form (numerical stage). The modifications introanced consist in the symmetrization of
the set of algebraic equations, in improving the approximation-of the unknown functions in BIEM
and in the symbolic notation and differentiation of the R-functions. Comparison of the results with
the solutions known from the literature proves the analytical-numerical methods 1o be an effective
tool in solving numerous boundary-value problems.
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