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DRGANIA GIETNE PRETOW Z WIEZAMI ZALEZNYMI OD CZESTOSCI

JANUSZ KOLEND A (GDAKSK)

W pracy omdwiono zagadnienie obliczen drgan gigtnych pretéw z wigzami dwustronnymi
o wiasnosciach zaleznych od czestosci, Sprefyste i tlumigce wlasnofel wigzdw opisano fankcja
zespolona okreSlajaca sztywnosé dynamiczng wiczéw w dziedzinie czestosci. Wykorzystanie tej
funkeji przedstawiono na przykladzie wymuszonych i swobodnych drgad giginych preta. Rozpa-
trzono przypadki wymuszen skupionych i roziozonych w ujeciu deterministyeznym i probabili-
stycznym. Stwierdzono, Ze w przypadku wigzéw o wlasnosciach zaleznych od czestofei funkcie
wlasne drgan gietnych nie sy ortogonalne.

1. WsTEP

Problematyka drgad ukladéw mechanicznych z elastycznymi wigzami jest szeroko
nadwietlona w literaturze. Rosnace wymagania odnoénie dokladnosci analizy drgaf
i cheé ograniczenia kosztownych badafi ukladéw rzeczywistych uzasadniaja celo-
woéé nalezytego uwzglednienia wplywu czgstosci drgan na charakierystyki wiezdw.
Przypadek ukladéw analizowanych jako modele dyskretne z wigzami zaleznymi od
czestodci rozpatrzono w pracy [1]. W odniesieniu do modeli ciagtych zagadnienie to
analizowano w pracach [2 i 3] na przykladzie drgan skretnych oraz podiuzno-skret-
nych preta. Niniejsza praca dotyczy drgan gigtnych preta z wxqzaml dwustronnyml
o wlasnofciach Zaleznych od czqstoém

2, CHARAKTERYSTYKI WIEZOW

Ponizej ograniczono si¢ do rozpatrzenia wigzow dwustronnych, ktdrych po-
datno$é dynamiczna w istotny sposob zalezy od czestodei, Zachodzi zatem zalezno§é

2.1 ‘ Y =pW i),

w kidre] wystepija nasigpujace ozZnaczenia:

YO=pE=EY, =gy O)

-

@ M3 )n
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DWW oznacza macierz podatnosci dynamicznej wigzéw przy czestoéci w; o postaci
D(i)={d;{;}]6><6, r S"':ls 2: LA 6;

wiazaca zespolone amplitudy liniowych deformacji wigzdow u, w, z w kierunkach
trzech wzajemnie prostopadiych osi oraz katowych deformacji wigzéw ¢, w, 8
wzgledem tych osi z zespolonymi amplitudami wymuszajacych sit F,, F,, Fy i mo-
mentéw M, M,, M, przytozonych do wigzéw i dziatajacych z czestoscia w, wzgle-
dem tych samych osi. Wspdlezynnik dynamicznej podatnosci dr‘;) moze by¢ zde-
finiowany nastgpujgco:

2.2) S P exp ot +4591 ¥
' T 9 exp [ (o, 46PN fs(” ’

gdzie /9, & oznaczaja odpowiednio rzeczywisty amplitude i faze s-tego wymuszenia

o czgstodcl w; oraz PP, f9 rzeczywista amplitude i faze r-tej deformacji wiezéw

pod wplywem s-tego wymuszenia o czestodcl ;. '
Przy zatozeniu, ze macierz D jest mieosobliwa, mozna napisaé

(2.3) FO=CW y0),
gdzie CV jest macierzg sztywno$ci dynamicznej wiezéw przy czestosel w;:
(2.4) CO=[DO]1.

Zaklada sie, 7e chala.kterystykl podatnosc1 wwzow przy danej czqstosm 0 83
liniowe (lub zlinearyzowane), tzn. e macierze DV i C® s3 dla. w;=const stale
w analizowanym zakresie amplitud drgan. Zalezno$é podatnosci od czqstothwoscl
oznacza, e identyfikacja podatnodei powinna- obejmowaé vakres czestodei odpo-
wiadajgcy warunkom eksploatacyjuym. Jesli pomiary prowadzone sg kolejno dla
czestoscl wo, w1, W, -, @y, to zgodnie z (2.2) wyznaczyé mozna macierze podat-
nofei dynamicznej WIQZOW DO pM, | DWW, Z kolei stosujac znane procedury
numerycznego odwracania zespolonych macierzy wyliczyé mozna macierze sztyw-
nofci dynamicznej wigzéw C®, C0, ., C®, Wspélezynniki sziywnodci ¢, ¢, ...
o €™ mozna przedstawi¢ w postaci: :

(2.5) D=y 1o,
O g k™ téznia sig wartosciami. To

samo moze dotyczyé czedei urojonych wspolczynmkow sztywnofci. Zachodzi zatem
funkcyjna zaleznosé

Zgodnie z zatozeniem wspdtezynniki k@, £,

(2.6) C(i~)=f (w)=8; ().
Uwzgledniajac zespolong postaé (2.5) wspélezynnikéw ¢l mozna napisaé
2.7) Crs (w)=ié_rs (@) +jTs (CO) 3

Fuukeja k,, (®) moze by¢ wyznaczona jake funkcja okreflajgca réwnanie krzywej
przechodzgcej przez punkty &9, kD, ..., k% w dziedzinie czgstofei, tj. na plasz-

czysnie k%, w. Podobnie funkeja 7, (@) okresla réwnanie krzywej przechodzacej
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przez punkty I 10 I na plaszezyinie I, w. W szczegblnodci funkcje te
mogg byé, na podstawie znanych formut interpolacyjnych, przedstawione w sposéb
przyblizony wiclomianem co najwyzej n-tego stopnia. Na podstawie znajomosci
funkcji (2.7) mozna utworzy¢ macierz
(2.9) - )=k (@)+/L (o),
gdzie

é {CO)= [grs (Cl))], K (CO)= [rcrs (w)]ﬁ X6

L{oy=1l, (@)6xs 5 5=12,..,6.
C (w) oznacza macierz sztywnofci dynamicznej wigzéw w dziedzinie czestoéci,
za pomocq ktérej wyrazié mozna relacje pomigdzy transformatami Fouriera de-
formacji wigzéw J, (w)} i wymuszen F (@) w postaci

2.9 - .. L Fe@)=C () § (),
gdzie oznaczono
F@={f (@)}, 7=}
Sposob Wykorzystama macierzy oy w obliczeniach drgan uk}ddow ciaglych
przedstawiono ponizej na przyk}adzw drgah gigtnych preta.

3. WYMUSZONE DRGANIA. GIETNE PRETA Z WIEZAMI O WELASNOSCIACH ZALEZNYCH OD
CZESTOSCI

Rozpatrziny pret pryzmatyczny o dhugosci  (rys. 1), poddany na swobodnym
konicu dziataniu poprzecznej sily

ERY P ()= D Pyexp (jor 1)

L

o X .
B ~
H ‘1} .
—— Pp—— - /
CRERCIN:

2y w 1', 7 2/

™~
A

by

Rys. 1. Schemat analizowanego ukladu.
1 — pret, 2 —wiezy, I-=dlugo§é preta, w— ugigeie preta, 9-—kat ugigela osi preta; " H, P --
skupione wymuszenia zewngtrzne w przekroju x=0. .

I momentu gnacego _
(3.2) - H®O= D Heow (o)
. k
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oraz reakcji wigzéw na drugim koticu. Zaklada sig, Ze wymuszenia typu (3.1) i (3.2)
wywotuja jedynie gigtne deformacje wigzéw w plaszczyZnie rysunku, zatem do obli-
czef mozna przyja¢ macierz € (w) w postaci

N éa{w) &6 (m)
G S8 (co)]'

Jedli fi (0)=F, (o) i fs (0)=5 4 () oznaczajg transformaty Fouriera sity poprzecz-
nej i momentu gnacego przylozonych do wigzéw, to transformaty Fouriera reakcji
wiezéw R, (w) i Rs (w) wynosza zgodnie z (2.9)

. [R, (co) [F 3 (@) - W (U, )

gdzie W (/, ) i (I, w) oznaczaja transformaty Fouriera przemieszezed poprzecz-
nych i katowych preta w(x, £) i & (x, £) w przekroju x=I, Réwnanie rézniczkowe
drgan gietnych preta przyjeto w postaci

335 pAw+EIWY=0,

gdzw A oznacza pole przekmju poprzeczanego preta, p gestodé materlalu preta,
EJ sztywnosé gigtng preta. Wariinki brzegowe sa nastepujace:

x=0:  EJw' (0, 0=P(1),  EM"© 0=—H(,

(3.6)
x=I: EWw",(LH=—R,(t), EW'{,)=Re(1).

Zachowano przy tym konwencje znakdw przyjeta w [4], zgodnie z ktéra zachodzi-
takze zwigzek

3.7 S (x, ty=w"(x, 1),

Rozwigzania réwnania (3.5) szukamy w postaci
(3.8) _ w(x, t),% 2 wy () exp (o 1)
k

W wyniku podstawienia (3.8) do (3.5) otrzymuje si¢

(3.9 Wy (x)=Ay; 08 Ay X+ Ay, sin Ay X+ Ags ch Ay x+ Ay sh Ay x,

]/ of.

Warunki (3.6) prowadza z uwzglqdmemem {3.1)- (3 4), (3.7) 1 (3.8) do zaleinodci
nastepujacych:

gdzie A, oznacza stale,

JH

) w, (0)=P,, EJW;‘ (0)=—H,,
(3.10) Wy (D=25; () wi (D+ &6 (@) Wk M,
(l)= — &6 (@) Wy ([)j“ o6 () Wk .
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Ze wzordw (3.9) i (3.10) otrzymuje sie

— I-Akm!
|4 °

(3.11) A m=1,2,3,4.

Wyznacznik gléwny ma postaé nastepujges:
idil=det [d,,), m,n=1234,
di1=0, dy=-FEI;, di,3=0, d,=FEJ3,
dyy=—EIR2,  dyy=0, dyamEJAE, dye=0,
dy =EFAL sin A I— &35 (o) cos A I+ Eag () A sin A 1,
dyy=—EJA2 cos 2y [ — &5 (o) sin Ay, 1=, (o) A cOS M,
diz=EJA} sh A, 1— &, () ch Ay 1 — &6 () A sh A 1,
daa=EJA} ch Ay 1—&55 () sh A 1 — 6 () A ch Ay 1,
dag= —EJI2 008 g I+ s (00g) 008 Ay I— g () A sin e 7,
dyy=—EJAZ sin Ay 1+ &5; () sin Ay I+ Egs () A €08 Ay 1,
dys=EJN2 ch Ay I+ 8oy (3 oh Jg 14 Eso () Ay sh A 1,
dya=EIAZ sh Ay 14 8q5 (@) sh g I+ g () Ay ch dg 1.
Wyznacznik |4y, powstaje z wyznacznika |4,| przez zastgpienie m-tej kolumny —
kolumng
Py
__Hk

0
0

" 4. SWOBODNE DRGANIA GIETNE PRETA Z WIFZAMI O WEASNOSCIACH ZALEZNYCH OD
CZESTOSCI -

Swobodaych drgan gigtnych prqta poszakiwaé bedziemy w postaci iloczynu
funkeji o rozdzielonych zmiennych:

“.10 w(x, =W {x) T ().

W wyniku podstawienia (4.1} do 3.5) otrzymuje si¢ réwnania rézniczkowe zwyczajue,
ktérych rozwiazaniami sa funkcje

42 W (x)=ay cos Ax+d, sin Ax+a3 ch Ax+a, sh dx,
' T()=b, sin wi-+b, cos wt,

pPrzy Czym
4 Ap
— 2
A= 7 @
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Warunki brzegowe sa nastepuiace:
x=0: EM'"0,6)=0, EM’,1)=0,
x=l: EJw' (I, 6)=—R, (), EW' (I =Rs()

Warunki (4.3) prowadza z uwzglednieniem (3.3), (3.4), 3.7), (4.1} i (4.2) do
zaleznosel

(4.3)

4]

Elementy macierzy [4] tworzy sig z macicrzy [4,] przez podstawienie ¢ i A na
miejsce oy 1 A, State 4, ;:nogaC przyjmowac wartodei rézne od zera, gdy '

(4.4) ' det [4]=0.

Réwnanie (4.4) jest rownaniem czestosci, ktdrego pierWiastki O, Oz, oo 88
czestodciami swobodnych drgan gigtnych preta. Funkc_]e wlasne

Wi(x) =d;, cos/?, x-l—ari2 s1nlx+a,,3 chl t+ai4sh)b X

spelniaja warunki (4.3) i réwnanie

: L dtw N TIA
(4.5) S W= =0, (k= AL

Mozna zotem napisac

4 i d4 Hy‘i
i [ww, dx:f—dx4
0 0 "

Wy de= W, W, Wi W
) i
AW W =W WA [ W W dx
Q

skad z uwzglednieniem (4.3) wynika

4.6  (F-iH f W, (x) W; (x) dx= ;/V'”(l) w,(h—w, W, D+
+ Wi (W, (W, () W 0.
Zgodnie z (3.3), (3.4), (3.7) i (4.3) zachodzi
EIW]" (D=8, (@) W, (D+ &6 (m,) w, ),
EJW;’ (D=—E5 (59:) W ()= Ces (@) W )]

i zaleznoéé (4.6) przyimuje postaé
@n G- f Wi (x) W; (x) dv_i{W O W,y () 63 (@) — 2 (60.,)]+

+ W, ()W, () [Es6 (01)—Cos (@)1 + Wy (D W, (D) [636 (@)~ Es2 (COJ)H
S A VVJ (D) (€62 (@) — 26 ()]} -
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Prawa strona zaleznodci (4.7) §wiadczy, Ze funkeje wlasne drgait gigtnych preta
7 wigzami zaleznymi od czgstoscx nie sg ortogonalne Z warunkow brzegowych
dla x==0 wynika -, ; -
(4.8) g Ga=di1,  dia=dy; .

Pomigdzy stalymi @;, oraz a;, zachodzg zwigzki

!A 12|
{ Lll
gdzie |4,4] oraz |4;,| sa podwyznacznikami utworzonymi przez skreslenie pierwszej

kolumny i ostatniego wiersza oraz drugiej kolumny i ostainiego wiersza w WYZNacz-
niku {4;{. Wymnacznik |4,| tworzy sie podobmie jak ld,]. Mamy zatem

(4'9) o ai-z 117. i=19 2: LA}

'(4.10) - wx, )= Z-'Wi (x} (b, sin w; t+b;; cos wyt), -
. P . i . : T :

gdzie b,,; b;, oznaczaja stale okreslone warunkami poczatk'owymi,

iA1| (sm% x-+sh 2, x).

Warunki poczatkowe maja postad

- wx, 0= (),

(412) W (x, O)=24 (x). .

Po uwzglednieniu (4.10) znajdziemy

(4.13) o ()= by W; (%)
OYaz ) !
414 ¥ (x)= Ewi by W, (x)

Ograniczajac sig do i=1,2, .., n oraz mnozgc réwnania (4.13) i (4.14) kolejno
przez Wy (x), W, (%), ..., W, (x), a nastgpnie catlujac obie strony otrzymanych
w ten sposéb réwnarn wzgl@dem x w przedziale od O do 1, mozna napisa¢ nastepu-
jace réwnania macierzowe:

Ch=y,

4.15
(4.15) Da=v,

gdzie wprowadzono nastgpujace oznaczenia:
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- C= [C!j]u XHy D= {dij]n scn 3.

w= o () W) ), w=[v0 () Wi () dx,

1 3
= (W@ W, dx, =0 0 W () dr.
o : ‘o

Utworzone w ten sposéb macierze C i D sa nieosobliwe, zatem

4.16) b=C-tu, a=D"'wv.

5. WYKORZYSTANIE FUNKCIT WLASNYCH DO OPISU WYMUSZONYCH DRGAN GIETNYCH
PRETA Z WIEZAMI O WEASNOSCIACH ZALEZNYCH OD CZESTOSCI

Drgania wymuszone rozpatrywanego ukiadu liniowego moga byC wyznaczane
jako superpozycje drgan pochodzacych od poszczegdlnych wymuszen. Z tego po-
wodu rozwazymy oddzielnie przypadek wymuszeft roztozonych i przypadek wy-
‘muszen skupionych. Przy wymuszeniach rozlozonych réwnanie (3.5) zastapimy
réwnaniem

(.D .pAv't.f+EJwW=q

oraz pizyjmiemy nastgpujace warunki brzegowe na swobodnym kohcu preta:
(5.2) w0, H=0, w0 =0

Zalozymy réwniez, Z¢ znamy funkcje wlasne (4.11). Rozwiazai réwnania (5.1)
poszukiwaé bedziemy w postaci

(5:3) wix, = Y W ()T ().
i .

W tym celu nalezy dokonaé rozkladu funkcji g (x, 1) w szereg funkcji wlasnych
drgan giginych preta: '

(5.4) ' g (x, )= ) W) ai ().

Ograniczajac si¢ do i=1,2, .., 7 Oraz mMnoZac funkcje (5.4) kolejno przez
W, (x), Wo (%), ..y W, (x), a nastgpnie calkujac obie strony otrzymanych w ten
sposéb réwnan wzgledem x w przedziale od 0 do 1, znajdziemy
(5.5 Agq=w,
gdzie

q: () wi ()

¢ W {t
Azia“]uxm q= qz:() y W= 21.()

g () Wy (1)

a= [ W) W, s, wi()=[q G ) Wi () d.
0 0 .
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Otrzymana w ten spos6b macierz A jest nieosobliwa, zatem
(5.6) g=Gw, G=[g ]=4""
Po podstawieniu (5.3) i (5.4) do réwnania (5.1) otrzymuje sie

T,  EWY g

T; pAW,  pAT,’

czyli z uwzglednieniemn (4.5)

(5.7 T+ w? Ti=—?i—
i ot

Rozwigzaniem rownania (3.7) dla w; #0 jest. funkcja

l t
(5.8) | Ti:;A—w:af 4i (1) sin {w, (—1)] dr.

Analogicznie moZna wykorzystaé funkcje wiasne do opisu drgan przy wymu-
szeniach skupionych. Tak na przyklad, je$li nie wysigpuja obciazenia rozlozone
i w punkcie x=1x, dziala skupiona sita poprzeczna P, (), to réwnanie (5.1) przyjmie
postad

(5.9) pAw+EIwWY =6 (x—x,) P, (1),

gdzie & oznacza dystrybucje Diraca. Poszukujac drgait wymuszonych preta w po-
staci (5.3) nalezy rozlozyé funkcje wymuszenia w szereg funkeji wiasnych drgan
gietnych preta:

(5.10) S (x—x) P ()= 2 W, (x) g: (1)

Funkcje ¢, (¢) moZna wyznaczy¢ analogicznie do przypadku rozktadu (5.4). Dochodzi
si¢ W ten sposob do zaleznoéei (5.6), w kidrej elementami macierzy kolumnowej w
sa funkcije

(1) W)= [ 8 (x=x) P () Wi (x) dx=W, (x,) P (1)

Jedli sila P, (¢) ma postaé

(5.12) P, ()=p, exp(jo), p,=const,

to zgodnie z (5.3), (5.6), (5.7) 1 (5.11) otrzymuje si¢ Tozwiazanie

(5.13) w (x, 1)y="h, (x, x,, ©} p, exp (joot),

w ktérym £, jest funkcja przenoszenia dla wymuszenia skupionego P, (£) o postaci

“Rozprawy Inzynierskie — 8
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Wprowadzono tu nastgpujace oznaczenie:

== Zgij Wj (xr)'
i=1

Znajomoéé funkcii przenoszenia pozwala wyznaczy¢ impulsowa funkcje przejs-
cia h,:

1 *.
(5.15) by (%, %0 )= [ B, (x, %, @) exp (jof) doo,
2 -
z pomocy ktorej drgania preta mozna wyrazi¢ nastepujaco:

(5.16) ' w{x, 1= f B (%, %, t—1) P, (1) dr.
—
W odréznieniu od (5.12) sita wymuszajaca moze tu charakteryzowac sig dowolnym
wykresem czasowym,
. Jedli sita P, (¢) stanowi stacjonarny proces stochastyczny o wartosci oczekiwanej
réwnej Zeru 1 gestosei w1dmowej 7, (@); to gestodé widmowa 7, (@) gictnych drgat
preta w przekroju x wynosi :

(517) ywrzgr r ~::=!ﬁrlz Yo

Symbol ( )* oznacza wielko$¢ zespolong sprzgzong.
Tworzac funkcje

(5'18) ‘ prs (xi‘5 xs! T):<q ('xi" i"..I_‘r) q* -(xSD t))

(gdzie { > ozmacza wartoéé oczekiwang) oraz wyznaczajqc jej transformate Fouriera

(5'19) Trs (JC,., X (D)_' f Prs (JC,., Xss "':) Cxp (—er) df:

—m
mozna okreslié gestodé widmowa gigtnych drgan preta przy losowym stacjonamyfn
obclazeniu rozlozonym ¢ (x, #) ze wzoru

11 . )
(G20} g G )= [ [ B (6, % @) T (5, Xs ) 71 (s Xy 0) X, %y,
o 0

Inne przypadki wymuszen losowych (np. laczne wystgpowanie obciazen skupionych
i rozlozonych, niestacjonarne procesy stochastyczne) mogg byé rozpatrzone po-
dobnie jak w pracy [S].

’a

LITERATURA CYTOWANA W TEKSCIE

1. J. KOoLENDA, Drgartia maszyn elastycznie posadowionych na podkladkach o wiasnosciach zaleznych
od ezestosei, Zesz. Nauk. P. G., Bud, Okret. [w druku]. ’

2. J. KovLEnDA, Drgania skretre pretow z wigzami zalezrymi od czgstosci, Zesz, Nauk. P. G Bud.
Okret. [w druku].




DRGANIA GIETNE PRETOW Z WIEZAMI ZALEZNYMI OD CZESTOSCI 405

3. L. KoLENDA, SprzgZone drgania prefow z wigzami zaleznymi od czestosci, Zesz, Nauk, P. (3.,
Bud. Okret. [w drukul.

4. J. KOLENDA, Drgania wymuszone linii walow z uwzglednieniem asymetrii sztywnosel gietnef i po-
datnofct fundamentow. Metoda identyfikacii podatnosci dynmamicznef fundamentow Iinii walow,
Mech. Teor. i Stos., 16,74, 1978.

5. J. KOLENDA, Swobodne § wymuszone drgania podainie podpartego asymetrycziego waln, Zesz.
Nauk. P. G. , 319, Bud. Okret. XXXII, Gdanisk 1980.

Pesyome

W3THEHLIE KOJIEBAHUS CTEPXKHEN CO CBS3SMH 3ABUCAMMMEI OT YACTOTEL

B pabore obicymnena npofaema pacdeTor M3rHEGHLIX KoXeOIMMi CTEpPHALH C IBYXCTPOH THMA
CBR3AMIE CO CBOHCTBAMM 3aBUCALAMKE OT YacToThl, YTpyrue H IeMIBAPYIOUIAS CBORCTEA Caasel
OIECAHB! KOMIUTEKCHOH (GYHKNueH, onpenendiomedl ARAIMIIECKYI0 HeCTKOCTh CBs3ei B oBIacTH
uactoT. Memonpzoparme 5ol (GYHKIWE NDEICTARIGHO HA NpHMEpPE BREYRICHHX 7 cBoBomMsIx
AITHOHEIX Konebarmil cTepxad, PaccMOTPEHE! CAYIAR COCPETOTOMENHPIX B PACIPOISHACHHbLIX Bhl-
HYAIEHHH ¥ JeTepMEHECTHYECKOM ¥ upobanucryyeckoM Iomxonax. Kowcrarmpopamo, wro B
CIyuane CeAseil co CBOMCTBEMHE 3aBHCALUIMMEA OT Y4ACTOTHL, COOCTREHHbIE DYHKIUM H3rEDHEX KOMe-
Oanmii Xe ABIAOTCA OPTOTOBANBHEIME,

SUMMARY

FLEXURAL VIBRATIONS OF RODS WITH FREQUENCY-DEPENDENT CONSTRATINTS

The problem of analysis of flexural vibrations of rods is discussed under the assumption that
the two-sided consiraints depend on the vibration frequency. The elastic and damping properties
of the constraints are described by a complex variable function representing the dynamic rigidity
of constraints in the frequency domain. Application of that function is demontrated on the example
of forced and free transversal vibrations of a rod. The cases of concentrated and distributed forces
of excitation are considered, both in the deterministic and probabilistic approach. It is found that
in the case of frequency-dependent constraints the corresponding eigenfunctions are not orthogonal.
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