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WYZNACZENIE ROZNICY NAPREZEN NORMALNYCH
NA PODSTAWIE OBRAZU IZOCHROM

RYSZARD WOJINAR (WARSZAWA)

Zwraca sig uwdge ha fo, 7e znajomoéé obrazu izochrom a). m (x,y) niezrianego pola
naprezet, b} no(x, y) jakiegoé znanego pola naprgien, ¢} my {x,y) pola bedacego supei-
pozycig pbl a i b — pozwala wyzhaczyé skladowe dewiatorowe o,—o, oraz t,, nieznanego

pola naprezen, a wiec i kierunki glowne tepo nieZnanego pola. Powyzsze spostizezenie .

:lnstrowane jest przykiadem dmmadczalnym
1. Wsigp

- W klasycziej clastooptyce celem wyznaczema pola naprezenia korzysta

sie z dwu rodzajow danych do$wiadczalnych, obrazu izochrom i Obrazu

izoklin.

W przypadku plaskiego stanu tidprezenia ¢ o skladowych 6,0, 1.,

ktérym - zajmowad si¢ bedziemy w dalszym ciagu, oba te obrazy poz-

walaja wyznaczyé roziice naprezen norindlnych oraz napreZenie styczne

(por. Dodatek),

{1.1) o Sy = T(Ux—ay)! Sxy = Txyl-
Mianowicie

1. . |
(1.2) Sy = Kmcos2¢p, 5= 5 Km sin 29,

przy czym m oznacza rzad izochroimy w.danym punkcie (x,y) modelu,
@ warto§¢ izokliny w tymze punkcie oraz K wspdlczynnik skah Zwany
- stala modelowa.

Ponizej podany jest 1nny poséb wyzndczenia skladowych s, s, Mla-
_nowicie, zamiast poslugiwa¢ si¢ obrazém izoklin, wprowadzamy do modelu

elastooptyczncgo dodatkowe pole izochrom, wywolane przez  zoane pole‘

napr@zen W ten sposob W pewnym stopniu nawigzujemy do znanej idei
Druckeka [1], ktory celem unaocznienid zjawiska elastooptycznego W zgi-
nanej plycie zaproponowal wykonywanie jej modelu z materiatu, w ktérym
wprowadzono wstepnie efekt elastooptyczity.
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Takie podejscic ma tg zalete, Ze znajdowane doéwiadczalnie pole izochrom
jest na ogdl znacznie wyraZniejsze od pola izoklin. Ponadto do otrzymania
pola ¢ (x,y) potrzeba uzyskaé szereg obrazéw przy roznych ustawieniach
polarcidéw wzgledem modelu, co w niektérych zadaniach, np. zaleznych
od czasu, jest utrudnione. W zadaniu przestrzennym, rozwigzywanym metoda
warstwy wklgjonej mozliwa jest rejestracja obrazu izochrom w plaszczyznie
wklejki, natomiast rejestracja izoklin jest niemozliwa: czutosé osrodka, w ktory
wklejona zostala warstwa elastooptyczna jest na. tyle mala, z¢ nie zakléca
obrazu izochrom powstalego w warstwie, na tyle jednak duza, Ze zakloca
obraz izoklin. '

Celem unikniecia korzystania z obrazu izoklin opracowano metody obli-
czeniowe i do§wiadczalne, pozwalajace na podstawie samego obrazu izochrom
wyznaczyé jednoczesnie wszystkic skladowe tensora o, a zatem réwniez
jego skladowe dewiatorowe. Sa to metody do$é trudne. Metody oblicze-
~ niowe wymagaja na ogol numerycznego rozwiazywania - ukladu réwnan-
rdzniczkowych {lub przynajmniej jednego réwnania rézniczkowego, jesli suma
o+ 0, jest znana [2]). Metody doswiadczalne wymagaja wykonania perforacji
[3, 4 i 5] rezygnuja zatem Z obserwacji polowej i w jakiej§ mierze zniek-
ksztalcaja model. ‘ I .

Rozwazmy zatem w tym samym osrodku dwa obrazy izochrom: m =
= m (x, y) oraz m, = my (x, y). Obraz m(x, y) wywolany jest przez badane,
nieznane pole naprezen ¢ i zgodnie z réwnaniem (1.2) wiaze si¢ z nim
wZzorem : : S :

(1.3) (0, —0,)% +4t2, = (Km)*.

Obraz m, (x, y) wywolany jest lacznym dzialaniem nieznanego pola naprezen.
¢ i znanego pola naprezen ¢°; z tymi polami wiaZe si¢ wzorem

(1.4) (6 +00—a,— a2 +4 (1, + %)% = (Kmy)*,

Znajomoéé obu obrazéw izochrom m(x,y), my (x, y) oraz pola ¢° pozwala
wyznaczy¢ skladowe dewiatorowe (1.1). '

2. PODSTAWY METODY

Woprowadzajac oznaczenia

2.1 o Km=M, Kmj=M,,
mozemy zwiazki (1.3)—(1.4) pisa¢ w postaci

2.2) | . 4(s2+52) = M2,
@ ks G+ = M

Ponadto ze skladowych znanego pola ¢ ° moZemy utworzyé wyrazenie
analogiczne ' : ' ' o '

2.4) 4 = MR
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Kofzystajac z (2.2) i (2.4) przedstawimy (2.3) w postaci
{2:5) Sy S5+ 8y, 8% = 4,
przy czym oznaczyliémy dla skrotu
1
(2.6) Az?(MiﬂM"’-—M?,).
Ze zwiazku (2.2) mamy ‘

27) /(M2 =52,

przy czym znak po prawej stronie nie jest okreSlony a pr:or: Po wsta-
" wienin (2.7 do (2.5) dostajemy

2.8) Sx S8+ (1) (M/2) =% 53, = 4,

skad wynika roéwnanie kwadratowe na s,:

1 2,
29  (Mof2)? s 2452 s_,,+A2—-(? Msgy) =0
w Zapisie wspélcz’yﬁnika przy s? skorzystaliSmy z tego, ze :_zg'odnie z 24)
@10 - 024502 = (Mo/2). |

 Wyr6znik rownania (2.9) wynosi

0'2 1 1 2. N
D= 43 Jeln 2 M 0 2 —A N
pierwiastek za$

@11) 5= [Aszisf:, \/ (} M, M)Z’—AZJ/(Mo/z)Z )

Wprowadzone powyzej dodatkowe pole ¢ jest w zasadzie dowolne.
Wzor obliczeniowy na skladowa s, upraszcza sig, je$li o° ma tylko jedna
skltadowa. Dogodne jest wigc pole w postaci ' '

’ 1]
o_10x0 _ 410
(2.12) ¢ = 0 ol = 00.
Wiedy rownanie (2 6) redukuje sie do rownania
5,50 = 4,
przy czym zgodnie z (2.12) i (1.1)
' 1
(2.13) : - §% = ?qg.
Stad w konicu zamiast (2.11) mamy
_ A
(2.14) _ S ) S, = 2

Wzor Jest prosiszy i nie ma w nim potrzeby wyborn znaku przed *pier-
wiastkiem.
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Jedli zastapi¢ skladowa s, przez skladowe ¢,—0, i wielkos¢ A przez
warto$ci M, Mo, My, to zamiast (2.14) znajdziemy

1 MMM}

(2.15) Cx—0y = — 3
lub _
(216) Ty—0y = ?(—G:g——o.x)a

ppniew_afz na mocy (24) i (2.12)
.17 ' a2 = (sgn 63) / M3.

Zadanie prowadzi wigc do formuly algebraicznej.

3. REALIZACIA METQDY

Aby uzyskaé¢ pole o postaci (2.12) w modelach o dowolnym ksztaicie, .
skorzystali$my z metody zamrazania naprezes. Prostokatna plytk¢ materiatu
elastooptycznego przed wykonaniem z niej modelu obcigzamy sitamj odsrod-
kowymi w wirdwce w temperaturze zamrazania. Oczywiscie mozemy stosowacé
kazdy inny sposob wprowadzenia efektu elastooptycznego. Wazne jest jednak,
aby obraz elastooptyczny my wywolany byt przez znane pole naprezen o’
Je§li promiefn wirowania jest znacznie wigkszy -od wysokosci plytki, to” wy-
twarza si¢ w niej w g_:lobrym; przyblizeniu jednorodne pole sit masowych,
od ktérego pochodzace pole o6° jest postaci (2.12). Przy tym skladowa
a2 narasta liniowo wraz z odleglodcia od. gornej krawedzi modelu (kierunek
ten oznaczamy tu przez x). Rowniez i rzad izochromy narasta lintowo z x,
gdyz przy zalozeniu (2.12)

| Mo _ 0%l
a same izochromy tworza chrakterystyczng drabinke. Z plytki takiei, po
utrwaleniu w niej efektu elastooptycznego, wycinamy dopiero model. ela-
stooptyczny. I '

Poprawnosé metody sprawdziliémy na przykladzie dysku kolowego obcia-
zonego wzdhuz érednicy. Dysk wykonany z elastooptyczne; zywicy epoksy--
dowej o érednicy 3,5 cm i grubogci 1 cm, o stalej modelowej K,=
— 12850 N/m (= 13,1 kG/cm), obciazony zostal sily P =392 N(=40kG).
Klasyczny obraz izochrom m(x,y) w tym dysku widoczny jest na rys. L

Plytke z tej samej Zywicy poddaliémy wirowaniv w temperaturze za-
‘mrazania virwalajac w nigj efekt el_astoopfyczny pokazany na rys. 2. Widac, -
" ze pole naprezen, przynajmniej w gornej i przyosiowej czgsci modelu, dobrze
jest opisana wzorem (2.12), przy czym nieznikajaca skladowa narasta liniowo
'z odleglofcia od gornej krawedzi. W poblizu bocznych krawedzi plytki
-wystepuja zaburzenia pola wywolane efektem brzegowym; z obszarow. tych
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Rys. 1. Izochromy calkowite i potéwkowe w tarczy kolowej Sciskanej wzdhuz Srednicy

‘Rys. 2. Izochromy catkowite i polowkowe zamrozone w plytce prostokatnej w polu sit
odsrodkowych '

jednak nie korzystaliémy w naseych obliczeniach. Stala modelowa plytki
w temperaturze pokojowej wynosita K, = 12650 N/m (= 12,9 kG/cm) i po-
krywala sie w granicach bledu pomiarowego ze stala modelowa K. Dlatego
w dalszym ciagu przyjelismy dla obu modeli K, = Kz = K = 12750 N/m
{= 13 kG/cm). W gornej czgsci plytki wycieliSmy tarczg kolowa o takich
samych wymiarach jak poprzédnio. Obraz izochrom wstegpnych myg (x, ¥)
w tej tarczy pokazuje rys. 3. Ponhiewaz pole ¢° jest w tym wypadku
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Rys. 3. Wstepny obraz izochrom w tarczy kolowej

Rys. 4. Obraz izochrom w tarczy kotowej z 1ys. 3 po obciazeniu jej wzdluz érednicy

polem $ciskajacym, przeto o®/K = —m,. Tak przygotowang tarcze poddali$my
w temperaturze pokojowej réwniez obciazeniu P =392 N (= 40 kG), otrzy-
mujgc obraz my (x, y) widoczny na rys. 4.

Zbiorcze wykresy izochrom otrzymane W poszczegbinych przypadkach
widzimy na rys. 5-7. A

W picrwszym rzedzie sprawdziliSmy poprawnosé otrzymanych obrazdéw
izochrom: otéz na osi symetrii, gdzie skladowa t,, znika, 6,—0,= M,
czyli stosujac wzor (2.17) powinniémy okreslic wartoé¢ M. Sytuacje obrazuje
Tablica 1. Widzimy, ze W dobrym przyblizeniu zachodzi zgodnos$¢ wiersza
pierwszego tablicy z wierszem czwartym.. W wierszu piatym tablicy dane
" sa wartosci rozwiazania teoretycznego ‘

L - gp 18
2 T d Y

gdzie P = 40 kG,t=1cm, d = 2R = 3,5 cm oraz & = x/R, zgadzajace sig TOW-
niez z wynikami do$wiadczenia. : :
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Rys. 5. Wykres izochrom na podstawie rys. 1; pogrubionymi liniami ciaglymi zaznaczono
przebieg izochrom w przekrojach 4 =0, 1/4, 1/2. Uwaga ta dotyczy. rowniez rys. 6 i 7

moz

Rys. 6. Wykres izochrom na podstawie rys. 3

Nastepnie w wybranych przekrojach 5 = 1/4, 1/2 wyznaczyli$my kor#y-
stajgc ze wzoru (2.17) skladowe ¢,.—o0, i poréwnaliémy je z rozwiazaniem
teoretycznym ‘

33) o—a, - 4P [ (1—n)[(1—n’ =&  (+n[+n*-E&1]

' Y md [(A—n?+&*7 [(1+n)*+&%)
Wyniki sa zamieszczone w Tablicach 2 oraz 3 a ponadto na rys. 8.
Widzimy dobra zgodno$¢ wynikow doswiadczalnych i teoretycznych, co $wiad-
czy O uZytecznoéci zaproponowanej metody. Bledy otrzymanego razwigzania -

do$wiadczalnego w pordwnaniu z rozwiazaniem teoretycznym sa rzedu 109
i maja swe zrodlo w okresleniu rzgdu izochromy.




*6z0,)

Rys. 8. Poréwnanie réihicy (o, —o K wyliczonych wedlug wzoru (2.17) (kobleczka) z prze-
biegiem teoretycznym (linia ciagia)
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Tablica 1, =0

0 025 0,5 075 . 10
m 2,3 1,9 1,15 - 042 - .0
m, 09 0.3 . 1,2 22 . A
0% = —my S K R K 7] 2,28 =26  —295
- ‘ : _
E(ax—eay)exp ’ 2.2 1,9 1,11 04 0
1 . - -
¥ Gy — O hear 2,24 1,86 1,07 .0,4() 0
Tablica 2, n =0,25 ‘ )
0 0,25 0.5 0,75 - 0,97
m 24 1,95 - 1,05 3,5 0
m 1.1 0,7 14 23 ; 28
ﬂ'g = —Hig e 1355 - 1)9 V _2s3 H2’6 '_2:9
% : .
< @ 2,24 1,82 096 0,3 0,1
1 . :
X (55— heor 2,39 1,87 . 0,96 0,32 ) 0
Tablica 3, #=0,5
g 0 025 05 075 0,87
m 30 2,1 09 0,2 0
_ nt, 1,85 1,55 - 195 26 2.9
al = —my, ‘ —1,55 —19 —-23 —2,6 -28
1 :
% (cr,“ — O ydexp 2,63 1,48 0,5 0,01 -0,1
1 __ - .
X {0~ 6 Jrcor 2,98 1,76 0,54 0,09 _0

Uwaga: (0, —06,)ep Wyliczono wg wzoru (2.17), a (0, —0yheor Wg (3.3)
4. Dysgusia

Wldznny, e - pierwotny obraz elastooptyczny m, driala ]ak operator
projekcji, ktéry z niezmiennika (1.3) wydziela poszczégdine skiadowe s.
Wyd21e]eme to jest mozliwe dzigki nieliniowej zaleZznosci s od m. Poniewaz
przy wyprowadzeniu podanych zaleznosci korzystaliSmy tylko z geometrycz-
nych wlasnosci tensora o, jakimi sa w rzeczywistosci zwiazki typu (1.3),
to powyzsza metoda moze mieC zastosowanie zaréwno w zadaniach dyna-
micznych jak i w zadaniach przestrzennych. W tych ostatnich skladowe ¢
nalezy zastapi¢ przez naprezenia wtorne {6]. Warto spostrzec, ze pierwotny
efekt elastooptyczny pelni role powierzchniowego czujnika elastooptycznego
oraz -nda. to, ze wstepny efekt elastooptyczny, ktérego na ogél, gdy jest
mekontmlowany, staramy si¢ unikac, okazal si¢ tutaj pozyteczny
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Przy okazji warto zwrGcié uwagg na to, i€ zaproponowana metoda
moze réwniez stuzyé do wyznaczenia nieznanego pola napr¢zeh wstgpnych,
gdy dysponujemy jego obrazem elastooptycznym M oraz obrazem zmodyfi-
kowanym M, przez przyloZone z zewngtrz znane pole naprezen o’

Zauwazmy jeszcze, ze je§li w wiazce $wiatla w polaryskopie ustawic
jedna za druga dwie plytki, jedna ze stanem napr¢Zenia ¢ a druga ze
. stanem ¢°, to wypadkowy obraz elastooptyczny bedzie roiny od obrazu
otrzymanego metoda opisana w tekscie. Mianowicie w wypadku superpozycji
naprezen w jednym modelu rozklad natgzenia $wiatla zgodnie z (2.3) i (1.2)
oraz z definicja izochromy opisany jest wzorem

. T :
@1 I, =I,sin? (_EM‘)=

= I, sin? [—IE— \/(M+M0)2—4MM0 Sinzi(‘P‘—-fPo)J,. -

w przypadku za§ naloZenia na sicbie plytek (jednej ze stanem ¢ z drugiej
¢°) opisany jest wzorem

@2 I,=1I, {sin2 [—:(— (M+M O)J —sin 2-772— M, sin? 2aM sin? (@o— (p)}.

Powyzej ¢, oznacza wartos¢ izokliny poia s’
Wartosci I, i I, pokrywaja si¢ ze soba tylko w szczegdlnych przy-

padkach, np. @o—9 ;0;—2—_ W innych wypadkach daja wartosci rézne; np.

jesli q)o—go:l;—, to I, =1, s_mzn\/iM, I, =710 sin? 72M. Widzimy, Ze

pole I, jest suma skladmikow i tylko drugi skladnik zalezy za posred-
© pictwem ¢ — g, od dewiatorowej czefci pola naprezen. Rozklad natezenia
éwiatla I, moZe wigc rowniez stuzy¢ do pomiaru skladowych dewiatora,
ale pomiar ten odbywalby si¢ na zasadzie wyznaczenia izoklin ¢, —@, a zatem
polegalby na dokonaniu tych czynnosci, ktérych pomiar rozkiadu natgZenia
$wiatla I, przeprowadzony w naszej pracy pozwala unikna¢. 3

" DODATEK

~ Analiz¢ plaskiego stanu naprezenia w zakresie stosowalnosci  liniowej
clastostatyki wystarcza prowadzi¢ w dwuwymiarowym ukladzie wspohrzednych,
na przyklad we wspdlrzednych kartezjanskich (x,=x,, a=1,2. Wtedy
prawo Hooke’a ma postaé ' '
' 1+v

E

v
1+v’

Bag = (6,3—Noy, Sug)> _ N=

gdzie E i v oznaczaja odpowiednio modul Younga i liczbg Poissona,
anctnét 7a& energii sprezystej ofrodka wynosi '
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: 1 1+v 1 ) :
(A1) w® = o Oap ¥ap = T[Saﬂ Sap +(§__N> Ty UEBJ ’
gdzie 5,4 jest dewiatorem dwuwymiarowegb tensora naprezenia a5, Por. (1.1)
: 1
{A.2) Sap = Oup— = Oy Bugs  Swa=10.
Wzér (A1) mozna pisaé¢ réwniez w postaci

1 1+v

A3) u}(z’=7 % .{%[(axﬂay)2+4t§y]+(—%-'¥N) (ax+a,,)3},

przy czym oczywiscie

Oy1 = Oy, 012 = Txps G2 = 0y

W rzeczywistosel tarcza sprezysta, jako posiadajaca dana grubosc, jest
obiektem tréjwymiarowym i panujacy w niej stan naprezenia moze byé
opisywany tréjwymiarowym tensorem gy, i,j==1,2,3. Nalezy zaznaczyc, e
sprawa trzeciego wymiaru tarczy nabiera znaczenia dopiero po przekroczeniu
granicy sprezystosci, a w niniejszych rozwazaniach, prowadzonych w zakresie -
clastooptyki, moze byé pominigta.

Prawo Hooke’a w trzech wymiarach jest nastgpujgce:

1+v [ v
(5‘4) &= T(Us;“m Ok 51';'):

a gesto$¢ energii sprezystej wynosi

1 1 1+v 1 v : 1
w9 W=y g |5 (3~ ) 7 o
gdzie S;;*jest dewiatorem trojwymiarowego tensora naprgzenia -
1
(Aﬁ) Sijﬂ O'ij—“g““ ik 5ij7 Sii= 0.
W plaskim stanie naprezenia, a wigc gdy o;3 =0, mamy
- S11=:(20'x—0y)/3, S12 = Tyy» 813=0;
822=(26y_0-x)/3: SZS=03l S33 = "‘(Jx+ay)/3

i gestos energii

1 1+4v 1 y : )
(A.8). E W(S)ﬁ-z— E [Saﬂsaﬁ+8%3+(§"_l_ﬂm)6kkgnnJ

ma naturalnie te sama warto$é, co w® we wzorze (A.3), jak latwo sig
przekonaé wstawiajac (A.7) do (A.8). Tym niemniej wzor (A.3) ma prostsza
interpretacje niz (A.8). Pierwszy skladnik w (A3) (sktadnik dewiatorowy)
wigze sie bezposrednio ze zjawiskiem elastooptycznym, gdyz rzad izochromy
jest proporcjonalny do pierwiastka kwadratowego wzigtego z tego wyrazu

(A7)
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dew1at0rowego (por. wzor (1.3)). Wilasnosci tej nie ma skfadnik dewiatorowy
we wzorze (A.8). Z tego wzgledu przy opisie stanu napr@zema wykorzy-
tano dewiator s,; dwuwymiarowego tensora naprezenia g,y a nie dewiator
S {r6jWymiarowego tensora o;.
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PE3roME

OHPEJZ[E}IEHKE PAIHBEIX HOPMAJIBHKIX HAOPSKEHUHA HA OCHOBE
KAPTHHBI H30XPOM

OGpamaeTcs BHEMAHNE HA (AKT, 9T0 IHAKOMCTBO KAPTHHBL H30XPOM a) # (X, J), HEN3BECT-
HOFo mond HAUpPSKeHH, b) mi, (X, ¥), KAKOTO-TO H3BCCTHOTO NOJIA HANPSDKCHHH, ©) my (5c, )
nons, Gylydero cyueprosiimelt mojteii a) i b), mo3BOISET ONPENCIHATH HEBHATOPHEE COCTABIAIO-
IMHE Oy -0y, & TAKKE éxp HCU3BCCTHOTO MOJIA HALIPSKEHUH, 3HAUMT H TJABHBIE HATIPABJEHHA
3TOrO HEH3IBECTHOTO Mong. Bpule ynmoMsHYTOC 3aMCYaHHE Hnnmcrpupolaaﬁo IKCTIGPHMEHTAR-
HBIM TPHMEPOM.

SUMMARY

DETERMINATION OF DIFFERENCE OF NORMAL STRESS BY SUPERPOSITION .
OF. ISOCHROMATIC FRINGE PATTERNS '

We notice that the following photoelastic [ringe paiters: i) m{x,y] of the unknown
stress field, i) my (xsy) of a certain known stress field, iii} m; (x,y) of the field being
the superposition of fields i) and ii)—permit to etermine the components ¢,—c, and 7, -
of the deviator of the unknown stress fieid and thereby also the principal directions of
this unknown field. The foregoing conjecture is illustrated by the experimental ‘example.

POLSKA AEADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKY

Praca zostala zlotona w Redakeii dria 15 grudnia 1982 r.





