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STATECZNOSC SCISKANEJ W KIERUNKU WLOKIEN WARSTWY
KOMPOZYTU PRZY ROZNYCH WARUNKACH BRZEGOWYCH

ANDRZEJ] BLINOWSKI .{WARSZAWA)

Rozpatrzono statecznosdé wcwn@trzna meskonczonej warstwy materialu zbrojonego niewy-
diuzalnymi clementami o skoficzonej sztywnodci na zginanie w kierunku poprzecznym do
warstwy -— pr2y Sciskaniu pomiedzy dwoma sztywnymi plytami przy réznych kombinacjach
warunkéw brzegowych na styku plyt z materialem. Wyznaczono krylyczng wartosé napreZenia
§ciskajacego oraz postad uiraty statecznodci dla dziesigeiv réznych przypadkow.

W pracach [1 i 2] zaproponowano momentowy model kompozytu widk-
nistego, dla ktérego rozpatrzono dwa przypadki wewnetrznej utraty statecz-
‘no$ci przy Sciskaniu dla granicznego -przypadku niewydluzalnych wibkien.

W niniejszej pracy rozpatrzymy szerszy wachlarz warunkdéw brzegowych
- iznajdziemy odpowiadajace im obciaZenia krytyczne oraz pierwsza forme utraty
stateczno$ci. Ze. wzglgdu na to, ze rozpatrujemy zlinearyzowane zadanie,
ograniczymy si¢ do p}askiego przypadku; przypadki przesirzenne otrzymadé
mozna droga superpozycji plaskich rozwigzan we wzajemnie ortogonalnych
plaszczyznach. : '

Uwazny czytelmk }atwo dostrzcze oczyw1st4 analogie otrzymanych roz-
wigzafi do rozwigzan zadania o ufracie statecznoséci $ciskanego prefa.

Rozpatrujemy Sciskanie nieskoficzonej warstwy pomig¢dzy sztywnymi plytami
przyimujac nastepujaca postaé wektora przemieszezenia V (4, uy, U3):

Vi=Viuy), V=0, ¥3=0,

gdzie {u;} oznacza konwekcyjne wspolrzedne materialne, a skladowe wektora
V okreflone sg w bazi¢ generowanej przez uklad {u;}.
Dla materiatu nieici§liwego o niewydluzalnych widknach przebiegajacych
w kierunku u, réwnanie rownowagi przyjmuje postaé [2]
82 V2 7 v?

LD . 4-T —R =0,

gdzie AiR ozn'aczaja‘ stale materialowe, a T bezwzgledng warto$¢ naprezenia
§ciskajacego. Stala A ma interpretaci¢ modulu $cinania w materiale nie- .
odksztalconym, a stald R charakteryzuje sztywnoé$¢ wlokien zbrojenia na
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zginanie [1 i 2]. Na powierzchniach plyt, tj. dla uy = +h, sformulujemy
nastegpujace warunki brzegowe:

oy o+ Byt =0

dla uy=h;
v, v,
(12) AT
: o dla. us;= =h, -

P263+(p26(3)2=0

gdzm t, oznacza skladows stycznq wektora naprgzema Ograniczymy si¢ przy
tym do rozpatrzenia przypadku, gdy o« B:=0,90;=01(=1,2),t]. gdy jeden
ze wspdlezynnikow w warunkach (1.2) jest réwny zeru. Przypadek o;=0
odpowiada zerowej sktadowej styczne] wektora naprqzema dia odpowiedniej
powierzchni (plyta gladka); B: =0 zerowym przemieszczeniem (plyta idealnie
szorstka); y; = 0 odpowiada zerowej krzywizni¢ widkien zbrojenia, wiec zero-
wemu momentowi na powierzchni; ; = 0 odpowiada kofncom: wlékien zbro-
jenia na sztywno zamocowanym w plycie.

- Zauwazymy dalej, Ze ze wzgledu na niewydluzalno$¢ widkien i niescisli-
wos¢ materialu, dla malych przemieszczert £V (¢ < 1) normy réznic: wektorow
bazy i kobazy sa rzedu & Zatem skiadowe kowariantne i kontrawariantne
wektora przemieszczenia sg sobie réwne z dokladnodcig do wyrazow pierwszego
rzedu wzgledem e Nie zakladamy natomiast, Ze naprezenia sciskajace T sq
male, zatem musimy znalezé skladowa kowariantna t;,; ktéra moze zalezed
od T. Warunki- (1.2) sformulowalismy tu z wykorzystaniem kowariantnej
skladowej t,, poniewaz dla danego schematu odksztalcenia wektor g, pozosta]e

‘réwnolegly do powierzchni. Wlasnoscx tej natomiast nie posmda wektor g
Mamy wigc i - _ .

2“= Ry T gl2s

gdzie n ]est ]ednostkowym wektorem ortogonalnym do powmrzchnl aT _]est_
tensorem napreZenia, przy czym 13% = —T, gdzie przez T3 oznaczono
skladowe tensora naprezenia dla V=0, {j. w stdme nieodksztalconym (pod-
stawowym),

Oznaczajac: wielkodci 'w stanie podstawowym znaklem (), a’ich przyrost
po nalozemu pola przcmleszczen 3V przez:- ,,prlm (-\)’,-znajdziemy _
(l 4) n=1i, H=f- (gk+gk) = nk+nka . -
(1.5) T” — (g —!—g") {T+TI) (g1+ gu) —_ T"’+ Tfu
(16) - (g1+g1‘) (gj+gl!) glj+glj

Podstaw1ajac do (1.3} i zaniedbujac kwadraty wielkodci “primowanych” oraz
uwzglc;dma]qc 7e gedyme sktadowe 7 i n3 sq rozne od zera otrzymugemy

(17) T t2=ﬁ"’f‘ Q +n3T gzz"‘”aT 912+”3T 912
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Jedyna niezerowa sktadowa TV jest T7° = —7, natomiast ze wszystkich
wielkosci g, rozna od zera jest jedynie §,, zatem uwzgledniajac ze fi; = +1
mamy

(18 = +(~Ty5,+ 17,

gdzie gbrny znak odnosi i¢ do powierzchni #® = h, a dolny do u® = —h
i dalej, poniewaz g; = 0, natomiast g3-8; = 6V2_/6u3, to biorac wartosé T32
z pracy [2] otrzymujemy ' '

T 7 7 6V2 63 VZ 1 :

(_1..9) == [(AMT) o _w_wR P ;odla W= th
Rozw1azu]emy zatem rownanie (L 1) z warunkami brzegowymi (1.2) wyra-

zonymi przez warto§ci przemieszczenia i Jego pochodnej na brzegu za pos-

rednictwem (1.9).

Tak sformulowane zadame posiada oczyw1scn3 rogwiazanie tryw1alne V=0,
ktére nazwaliémy podstawowym. Jako kryterium utraty statecznoéci traktowad
bedziemy istnienie statycznego, réinego od zera pola przemieszczen V =

=(0, V, (), 0), spelniajacego rownanie (1.1) i warunki brzegowe.

Jak latwo si¢ przekonaé istnieje dokladnie 10 istotnie roinych ukladéw -
. warunkow brzegowych spelniajacych warunki o; §; = 0, ¢; ¥; = 0. Sens fizyczny
mozna roéwniez przypisaé przypadkom, gdy iloczyny te sa rdzne od zera,
np. prZypadek a; # 0, B; # 0 moze imitowad sprezysta podatno$é plyt §ciskaja-
cych na §cinanie. W naszej pracy Jednakze ograniczymy si¢ do wspomnia-
nych dziesigciu przypadkow. Dla uproszczema oznaczefi zmienng u’ oznaczymy
przez x. Ogdlne rozwiazanie réwnania (1.1) ma postaé

(1.10) V(x) =C1+Cy x+Cysinkx+Cycoskx dla T# A,
gdzie S ' o
kx\/T—A’
: "R
‘bads TR
(1.11) Vix)=C,+C, x+C3 x>+ Cy x> dla  T= A.

w szczegolnosc:1 jezeli T< A i k ma ‘Wartosé urojong, to staia Cs w wy-
razeniu (1.10) musi mieé¢ Toéwniez warto$¢ urojona.

Podstawienie (1.10) do warunkéw brzegowych prowadzi do nastgpujacego
ukladu réwnan na wartosci stalych €y, C;, Gy, Cy:

oy Cy+(oty —RB,) Co+ay sin khCy+ oy cos khC, = 0,

oy Cy+{2tz —Rp,) Cy—u,y sin khCy+a, cos khCy =0,

vy Co4(yy k cos kh—qy k? sin kh) C3—(y; k sin kit+ ¢ k?* cos kh)C, = 0,

vy Ca+ (g k 08 kh+ 3 K2 sin ki) C3+ (7 e sin kh -, K? cos kh) Cy = 0.

| (1.12)
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Warunek istnienia nietrywialnego rozwiazania ukladu (1.12) ma postaé

4oty 0ty ¥4 ?2 sin kh (sin kh—kh cos kh}+
(1.13) +ay &y (@2 71— @1 72) k (2kk cos 2kh —sin 2kh) -+
+R (oy fiatop 1) 71 ¥z sin 2kh—R (a; B2 +02 B1) (@2 71— @1 ¥2) K* cos 2kh+
+[R (oy Bat+os By)—204 ¢ty h] ko, 0, sin 2kh = 0.

Zauwazmy, ze dla przypadku o, = 0, a, = 0 réwnanie (1.13) jest tozsamos-
ciowo spelnione. Zauwazmy takze, Ze warunek o, == 0, o, = 0 moze opisywaé
nie tylko idealnie gladkie plyty, ale rowniez np. $cskanic pomigdzy gladkimi
plytami warstwy zaopatrzonej w sztywne okfadki, w ktérych z jednej lub obu
stron moga by¢ zamocowane korice zbrojenia. Sens fizyczny tozsamosciowego
spelnienia rownania (1.13) przy a, = 0, &, = 0 jest oczywisty: zawsze istrieje
rozwiazanie trywialne opisujgce sztywne przemieszczenie.

Zauwazmy, Z¢ dwa pierwsze réwnania ukiadu (1.12) sa spelnione, jeZeli
C, = 0. Pozostaja zatem dwa roéwnania na dwie -niewiadome Cj; i C,.
Warunek rozwigzalnoéci tych dwu réwnan ma postaé '

(1.14)  y; y, sin 2kh— (@, y4 — @y 72) k cos 2kh+ k% @1 ¢, sin 2kh = 0.

Nie trudno stwierdzi¢, ze warunki o; f; =0, ¢,;y;, =0 “wycinaja” niejako
z rownania (1.13) lub (1.14) pojedyncze skladniki. Poniewaz -dla k =ik,
k'eRe, h+# 0, przeto mamy cos kh = chk’h, sin kh = ish k' h# 0, wigc row-
nani¢ (1.14) nie moze by¢ spelnione. Natomiast aby bylo spelnione réwnanie,
(1.13) musialoby zachodzié w zaleznoéci od warunkéw brzegowych badz
khchkh—shkh == 0, badZ ta sama relacja dla podwojonego argumentu. Rozkla-
dajac jednakie w szereg oba wyrazy otrzymujemy: '

(1.15) khchkh--shkh i (i 1 L >
. ICH — 8 = —

‘ = 2! 2n+1
Zatem jedynym rozwiqzaniem dopuszczalnym dla T< A Jest rozwiqzanie trywialne
oraz sztywne przemieszczenie przy oy = 0,a, = 0. PoniewaZ interesuje nas
najmniejsza warto$¢ T powodujaca utratg statecznosci, wigc zanim przysta-
pimy do rozpatrywania przypadku T> A rozpatrzymy T= A. Podstawienie
warunkow (1.11) do warunkéw brzegowych prowadzi do nastgpujacych wa-
runkdw rozwiazalnosdci vkladu:

(L16)  8ay ay h* [~2h% p; y,—2h (ys @2~ @1 ¥2)— 601 @21+ |

o H12R (o Bat s f4) _[_(_?1 P2y 72)—2y1 y2 K1 = 0.
Przy o; $; =0, ¢;v,=0 oraz h# 0 warunek ten jest spelniony, jedynie gdy
oy =0, 0y =0, lub tez gdy a; a, =0, y; =0, y, = 0. Dla przypadku &, = 0,
@, = 0 warunkiem istnienia nietrywialnego rozwiazania jest spetnienie réwnoéci
(L.17) ' — 41 Y2 h 2.0 92— @1 72) =0
Zatem jedynymi przypadkami istnienia nietrywialnego rozwiazania jest spel-
nienic warunku y; =0, y, =0, a0, =0. Stad wtrata statecznosci moze
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nastqpic przy T= A jedynie wtedy, gdy na zadnym z brzegéw kofice zbrojenia
nie sq zamocowane na sztywno i gdy co najmniej na jednym brzegu dopuszczone
sq przemieszeczenia.

Wyliczajae stale w réwnaniu (1.11) otrzymujemy V(x) w postaci funkcji
hmoweg, przy czym stala C; moze by¢ wyznaczona przez stalg C,, lub tez
przyjmowaé dowolne wartofci w zaleznodci od tego, czy dopuszczamy prze-
mieszczenia na jednym czy tez na obu brzegach. Dla wszystkich pozostalych
przypadkéw warto§¢ krytyczna oraz postaé utraty statecznosci wyznaczamy
z réwnania (1.14) (przy «; =0, a, = 0) lub (1.13) (w pozostalych przypad-

T—

obliczamy 7. -

'kach). Mianowicie wyznaczamy k i ze wzoru k= \/

Przed przystapieniem do rozpatrywania przypadkéw typu B, =0, f, =0,
71 =0, y, =0 musimy jeszcze znaleZ¢ numerycznie rozwigzanie rownania
‘przestgpnego

{1.18) 2kh cos 2kh—sin 2kh = 0.

Najmniejsza dodatnia wartos¢ argumentu 2kh spelniajaca to rownanie wynosi
4,49341....

Pomijajac trywialne obliczenia podajemy poniZej tablice rozwiazan dla
dziesigciu istotnie roznych przypadkéw wyczerpujacych (z dokladnoscig do
symetrii} wszystkie mozliwosci przy «; B; =0, ¢, ;= 0. Na szkicach ilustru-
jacych schemat obciazenia przypadek braku tarcia bedziemy symbolicznie
przedstawia¢ w postaci sztywnej okladki przesuwajacej si¢ bez tarcia po plycie.
Natomiast przypadek zamocowanych koricdw zbrojenia przedstawiamy w po-
staci pionowych kresek (Tablica 1).

Uwazna lektura przedstawionej tablicy pozwala zredukowa¢ liczbe istotnie
roznych sytuacji do szescin, mianowicie, przypadki 1 i 4 przedstawiaja to
samo rozwiazanie réznigce sig jedynie o sztywne przemieszczenie; podobnie
rzecz si¢ ma dla przapadkéw 2, 5, 6 (z dokladnoscia do symetrii “gora-dol’)
oraz przypadkow 3 i 7. Otrzymane wartoéci krytyczne dla T sa catkowicie
zgodne 7 inZynierskq intuicja przewidujaca wzrost wartoéci obcigZenia krytycz-
nego w miar¢ “usztywniania” zamocowania.
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PE3IOME

YCTOWYHBOCTd KOMITO3UTHOTO CJIOA CKUMAEMOITCG B HAIIPABJIEHUM
BOJIOKOH IPHU PA3JIHUHLIX KPAEBBIX YCJIOBUAX

PaccMOTPEHA BHYTPSHHAA YCTOHYHBOCTS GECKOHEWHOTO CIOs, NONEPEvHo apMAPOBARNOIO
HEpACTIKUMBIMU IACMEHTAMH KOHEYHOH XeCTROCTH Ha H3rH0 NpH CXATHH . JBRYMSH XKECTEHME
prramoamy. Halileasl KpuTHMeckne SHATEHHS CRKEMATOIICTO YCUIHA ¥ MO ROTEPH yeToifau-
BOCTH JUIA JSCATH DAasSHAHBIX CYYAEH, COOTBCTCTEYIOMIMK PASNHYMHBIME COUCTAUMAM KPACBbIX
yoloBuil Ha KOHTAKTE MTAMIIOB ¢ MaTepHaloM.

SUMMARY

STABILITY OF A COMPOSITE LAYER COMPRESSED ALONG THE FIBERS AND
SUBJECT TO VARIOUS BOUNDARY CONDITIONS '

~ An infinite layer of a material reinforced by inextensible clements of finite bending
stifiness in the direction perpendicular to the layer is compressed between two rigid plates
under various boundary ¢onditions at the layer-plate interface.. The problem of  srability
of the layer is discussed. The critical value of compressive stresses is determined, and the
post-critical configurations are found in ten different cases.

POLSKA AKADEMIA NAUK - .
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI

Praca zostala zioz"ona w . Redakeji dnia 23 listopada 1982 v






