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O SZACOWANIU NOSNOSCI GRANICZNEJ OSRODKOW
PLASTYCZNIE ANIZOTROPOWYCH METODA STATYCZNIE

DOPUSZCZALNYCH POL NAPREZEN

MICHAL BASISTA (WARSZAWA)

Zastosowano twierdzenie statyczne teorii nofnodci granicznej do oceny obciazenia nisz-
czacego w przypadku odrodkdw plastyeznie anizotropowych, Analiza dotyczy warunku pla-
stycznoscl Hilla i plaskiego stanu odksztalcenia. Prrzedstawiono wplyw anizotropii materiatu
na wiasnosci linii niecigglodci naprezed oraz na zasady konstruowania ukladéw statycznie
dopuszczalnych pol naprezef. Wskazano charakterystyczne cechy metody statycznej wynikajgce
z anizotropii materiatu. Podano. przyklady oszacowania nofnosc granicznej réwnomiernie
obcigzonego klina, pdlprzestrzeni poddanej wciskaniu szeywnego stempla oraz pasma przeci-
nanego przez dwa przeciwbiezne stemple. '

i. WsteP

W teorii nosnodci granicznej uwzyskanie rozwigzan zupeinych obejmuja-
cych obciazenie niszczace oraz odpowiadajace mu pola naprezenia i predkoéci
jest w wigkszodci przypadkéw trudne ze wzgledu na nieliniowosé wyste-
pujacych réwnan rézniczkowych. Opracowane zostaly metody przyblizone
oparte na twierdzeniach ekstremalnych, -pozwalajace oszacowaé wielkogé
obciazenia granicznego od géry i od dohi Jezeli oszacowania te sa dosta-
tecznie. bliskie, to z punktu widzenia praktycznych zastosowari, Znajomosé
rozwiazania dokladnego nie jest konieczna.

Twierdzenia teorii nosnosci granicznej sa ogdlnie prawdziwe dla osrodkéw
izotropowych jak i anizotropowych. Zasady wyznaczania goérnej 1 dolngj
oceny rzeczywistych obciaZei granicznych mimo e w swej istocie nie-
zmienione, w poréwnaniu z przypadkiem izotropowym beda jednak wykazywaé
pewne cechy charakterystyczne, wynikajace z przyjgtego warunku plastycz-
nosci oraz typu anizotropii. Nalezy na przykiad oczekiwaé wplywu anizo-
tropii materialu na wlasnosci linji nieciagloéci oraz na cechy geometryczne,
statycznie dopuszezalnych p6l naprezeh. o ;

Celem niniejszej pracy, ktéra wiaze sie écigle z [6 i.7], jest zastoso-
wanie twierdzenia o dolnych oszacowaniach do oceny obcigzenia. Niszcza-
cego pierwotnie anizotropowego ofrodka plastycznego w warunkach plaskiegé
stanu odksztatcenia. Jak wiadomo, obciazenie, dla ktérego mozna znalez¢
pole naprezenia spelniajace réwnania rownowagi, statyczne warunki brzegowe
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i nigdzic nie przekraczajace warunku plastycznosci, jest mnigjsze lub co
najwyzej rowne obcigzeniy powodujacemu plastyczny ruch konstrukcji. Kazde
takie pole okre§la dolna granice obciazenia niszczacego 1 nosi nazwe
statycznie dopuszczalnego pola naprezen. Najczesdciej, rozwazany osrodek pla-
styczny dzieli sig na kilka obszaréw o nieskomplikowanym ksztalcie przyj- -
mujic, ze w kazdym z nich panuje jednorodny, prosty stan naprezenia
speiniajacy warunki réwnowagi wewnetrznej, warunki brzegowe oraz waru-.
nek plastycznosci. Granica dwoch sasiadujacych obszarow jest linia niecigg-
lodci naprezen. Zastapicnie rzeczywistego rozkladu naprezen w obcigZonej
konstrukeji ukladem specjalnie dobranych, statycznie dopuszczalnych, jed-
norodnych pél naprezenia powoduje, ze rOzniczkowe rownania réwnowagi
sa automatycznie spelnione. Zbudowany uvklad pol naprezenia moze przy
tym wykazywa¢ niewiele podobiefistwa do stanu rzeczywistego.

W przypadku materialéw izotropowych metoda statyczna okazala sig
‘bardzo efektywna przy rozwiazywaniu wielu zagadnien praktycznych, dla
ktérych ustalenie dokladnego rozwigzania bylo mniej istotne niz szybkie jego
oszacowanie [3, 4 i 10]. Omawiana metoda byla réwniez zastosowana
do oceny noénoéci granicznej uwarstwionej potprzestrzeni skalnej poddanej
weiskaniu stempld i specyficznego warunku plastycznosci [5]. Nie ma jed-
nak, jak dotad, systematycznego opracowania tego tematu dla materlalow
anizotropowych. ‘

Analiza, ktora zostanie przedstawiona w tej pracy, dotyczy oérodkow
ortotropowych, uplastyczniajacych si¢ wedtug kryterinm- Hirra [1]. Ustalone
zostana wlasnoéel linii nieciagloéci naprezen w plaskim stanie odksztalce-
nia i poréwnane z przypadkiem izotropowym. Konsekwencja ortotropii
materiatu sa szczegdlne cechy ukladéw statycznie dopuszezalnych pdl napre-
zenia. Zasady ich konstruowania przedstawione beda na przykiadach szaco-
wania noénosci granicznej klina obciazonego réwnomiernym cisnieniem, pot-
przestrzeni poddanej weiskaniu sztywnego stempla ordz pasma przecinanego
przez dwa przeciwbieine stemple. :

2. WARUNEK PLASTYCZNOSCI

Anizotropia pierwotna, w odréznieniu od anizotropii wywolanej samym -
procesem odksztalcania plastycznego, jest «wrodzona» cecha materiatu wyni-
kajaca z jego budowy molekularnej lub z dziatan projektowo-konstrukceyj-
nych (zbrojenie, zebra). Kierunkowoéé wlasnodci wytrzymalodciowych takiego
materiatu jest ujgta przez warunck plastycznoici. Powszechnie stosowanym )
anizotropowym warunkiem plastycznosci jest warunek Hixa [1] bedacy
‘uogdinieniem krytérium ‘Hubera-Misesa dla -oérodkéw izotropowych.

Rozwazmy idealnie sztywno-plastyczny oérodek ortotropowy, ktérego upla-
~stycznienie nie zalezy od cisnienia hydrostatycznego Warunck Hilla odnie-
siony do gtéwnych kierunkéw ortotropii x, y, z (rys. 1) ma w przypadku
plaskiego stanu odksztalcenia nastgpujaca postac:
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Rys. 1
. . |
(2.1) %—%—!—rﬁy:’rz, —w<c< 1

gdzic T oznacza granice plastycznodci na &cinanie w plaszczyznie plynig-
cia (x,y), ¢ jest zad staly materialowa zalezng od parametréw charakteryzn-
jacych ortotropie [1]. : :

Wezmy pod uwage cloment obcigzony rébwnomiernym jednoosiowym
ci$nieniem o intensywnosci k (rys. 2a). Ci$nienie graniczne powodujace upla-
stycznienie elementu okresione jest wzorem

—csin? 2w

22 | kpzzT\/l—Lc— |

i zilustrowane na 1ys. 2b jako funkcja kata o utworzonego przez uprzy-
wilejowane kierunki ortotropii i gléwne osie tensora -naprezenia. - Jest - wic
doezne, ze dla @ = +45° kazdy material ortotropowy zachowuje si¢ tak, jak
. material izotropowy. Jest to znana osobliwoéé warunku plastycznosci Hilla,
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Rys. 2
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3. NIECIAGLOSCI NAPREZEN

Metoda szacowania noénoéci granicznej od dolu polega na wbudowaniu
w obcigzone elementy konstrukcji ukladow statycznie dopuszczalnych pol
naprezenia powstalych ze zlozenia elementarnych, jednorodnych stanow napre-
7enia. Na wolnych krawedziach oraz na liniach przecigcia takich pol
dopuszczalne sq silne nieciaglosci skladowych stanu naprezenia. Te nieciaglosci
nie moga byé jednak dowolne, gdyz nie moga narusza¢ warunkéw row-
nowagi.

Niech prosta L przedstawiona na rys. 3 bedzie linia nteciagiosci rozgra-
niczajaca dwa jednorodne pola napr¢zenia o roznie zorientowanych kierun-
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Rys. 3

kach glownych, nie pokrywajacych si¢ jednak z uprzywilejowanymi kierun-
kami ortotropii x, y. Zatdzmy, ze po obu stronach tej linii material orto-
tropowy ulegl uplastycznieniu. .Stan naprgZenia w obu obszarach mozna
odwzorowaé za pomoca konstrukcii Mohra (rys. 4). Naprezenia o, i 1,
odwzorowuje punkt M przecigcia obu kot Roine dlugosci promieni k¥ 0, )
i k™ (0, B) sa wynikiem ortotropii materiatu. Ciaglos¢ skladowych o, i 7,
mozna wyrazi¢ za pomocy nastepujacych rownan [3]:
(3.1 )[Un]] 0-> {67 +03)+ (o7 —07) cos 2a = (o7 +03)+(07 —07) cos 28,
[t =0- (a7 —g))sin 20 = (6y —05)sin 28.
Transformu;ac naprezenia glowne of, o5 do ukladu wyrdznionych kie-
runkéw maferialnych x, y i wykorzystujac otrzymane wzory do warunku
plastycznosci (2.1), uzyskujemy wzor ‘

(32 ; +—2T\/ I=e
2 71702 = _ I—e¢sin? 2 (f—a)
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Rys. 4

i analogicznie dla obszaru oznaczonego znakiem minus.
Warunek cigglodci 7,, (3.1) przybiera w tym przypadku postac

{3.3)_ sin? 2a [1—csin® 2 (0 — )] = sin? 28 [1 —c sin? 2 (0 —aj].

Jest widoczne, ze linia nieciaglosci dzielaca dwa jednorodne pola napreze-
nia w plaskim stanie odksztalcenia nie jest juz dwusieczna katow miedzy
kierunkami naprezen ¢f i ¢; albo o7 i 03, jak to mialo miejsce w przy-
padku osrodkow izotropowych Jej nachylenie zalezy od intensywnoéci orto-
tropii ¢ oraz od wzajemnego poloZenia kierunkdéw naprezef glownych
i uprzywilejowanych k;erunkow materiatu [5].

Skladowa o, (rys. 3) zmienia si¢ skokowo przy przejsciu przez linie
nieciaglosci L, co odwzorowano przez punkty P i N npa rys. 4. Wielkosf
skoku, jaka dopuszcza przyjety warunek plastycznosci, okrelona jest wzorem

— ~ cos 2o cos 2f8
G4 o= ZT' C[\/l——csmzZ(G o) \/l—csin22(ﬂ_ﬂ)]n

Przyjmujac we wzorach (3.3) i (34) ¢ =0, otrzymujemy znane wzory dla
~ ofrodka- izotropowego [3 i 103:

(3.5 a+f= %—, o] = 4Tcos 2a.
4, NoSNOSC GRANICZNA KLINA

- W celu przedstawienia zasad formulowania ukladow statycznie dopusz-
czalnych pél naprezenia w ofrodkach anizotropowych rozwaimy kilka pro-



40 MICHAL BASISTA

stych przykladéw. Nie chodzi tu o dokladne oszacowanie rzeczywistych ob-
ciazefl granicznych, lecz o wyniki jakosciowe, ilustrujace metodg postepowania.
i réznice w porownaniu z przypadkiem izotropowym.

Rys. 5

Naroze w ksztalcie klina o kacie wierzchotkowym y (rys. 5) obciazone
-jest na jednej krawgdzi rownomiernie roztozonym naciskiem p. Uprzywilejo-
wany kierunek materialu tworzy z obciazona powierzchnig kat w. Zadanije
polega na wyznaczeniu obciaZenia granicznego jako funkcji nachylenia uwar-
stwieh . oraz intensywnosci ortotropu c. W tym celu postuzymy sig
statycznie dopuszczalnym polem naprezenia. przedzielonym prosta nieciaglos-
ci L. Po obu stronach tej prostej material uplastycznia sie wedlug kry-
terium (2.1)." Kierunki ,naprezen glownych w obszarach I i 2 sa narzucone -
przez warunki brzegowe na krawedziach 4B i AC. Rownowaga na lini
nieciaglo$ci wymaga, aby spelnione byly zaleznosci

' . sin f8
4.1 ' = -
(4.1) p =k - cos (f—a),
4.2) sin? 20 [1~¢ sin? 2 (@+y)] = sin® 28 [1— ¢ sin? 2],

T
przy czym o--f+y = >

Jedli po obu stronach L material ma by¢ w stanie plastycznym, to
zgodnie z {2.1} musza rdéwniez zachodzi¢ réwnoéci

) 1—c¢
—g=2T1{ "~
.3) { P4=2T in 2w

. 1-¢
k2.=2T\/I ¢ sin? Z(w—i-y)
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Rozwigzujac ukiad réwnant (4.1)—(4.3) otrzymujemy poszukiwang intensyw-
no$¢ obciaZenia granicznego:

, : - . .
“44) p (§0, c)= ZT\ﬂ__C peny: 26(m+y) sin.y (sin y—
oy [AETT )
, A, )+B(w,c) )’

Al®,c)= \/2+Ecos2y\/[1~csm 2 (w+v)] (1—csin? 2w)—
—c [sin* 2w +sin? 2(w+y)]

gdzie

B(w,c)=./1—csin? 2(w+y)+\/f ¢ sin? 20 cos 2y.
Polozenie linii nieciagloci naprezen okresfone jest wzorem
. 1 B

4.5) ‘ Y= ?arc cos VE

3
ktoéry dla szczegblnego przypadku y = Tﬂ: przyjm'uje postaé

J1—ccos? 20— \/——(1—~csm 2w)

\/2 c—\/ —c)——c sin? 4

4.6) ¥, = arc cos

120°%
100 }

80 |

60 |
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Rysunek 6 pokazuje, jak nachylenie (4.6) zmienia si¢ W zaleznodci od kata
wewnetrznej orientacji materiatlu . Latwo zauwazyé, ze dla pewnych war-
tofci @ anizotropia materialu nie wplywa na potozenie linii nieciaglosci
naprezen. _ ' :
Jeili y = 90°, to wzor (4.4) przechodzi w prosty wzOr nastepujacy:

. 1-¢
4.7 ; =27 |—r—— .
@7 P \ 1—csin? 20

Jest widoczne, e obciazenie graniczne w tym przypadku jest takie samo
jak w przykladzie z 1ys. 2. :

Dia materiatu izotropowego (¢ = 0) ciénienie (4.4) osiaga wartos¢ p = 2T
{1—cos y), a nachylenie {inii niecigglosci wynosi yy = /2 [4].

5. WCISKANIE STEMPLA W POLPRZESTRZEN

Nieodksztalcalny ptaski stempel weiskany jest bez tarcia w OItotropowa,
plastyczna polprzestrzen w warunkach plaskiego stanu odksztalcenia. Noénosé
graniczng tej polprzestrzeni mozna oszacowaé, konstruujac uklad statycznie
dopuszezalnych, nieciagtych pél naprezenia (rys. 7). Okreslona w analogiczny
sposdb dolna ocena nosnosci granicznej polprzestrzeni izotropowej wynosi
Sk i jest bliska rozwiazaniu zupelnemu p =k (2+m) podanemu przez
Prandtla [4].

Rozwazmy jednoosiowe, jednorodne pola naprezenia i, 2, 3, 4 (rys. 7),
w ktorych osiagnigty zostal stan plastyczny zgodnie z warunkiem (2.1).
Odpowiadajace naprezenia ciskajace wynosza
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I—c¢ i—e¢
). ky=2T ,  ky=2T - ’
(5.1). k4 \/zmcsinz 2 (0+%) 2 \/ 1—csin? 2 (w—f)

1—¢

kyw=ky=2T | — 5.
3T 1—csin® 2w

Rowno§é k, i k, wynika z przyjetego warunku plastycznoéci. Réwnania
réwnowagi, statyczne warunki brzegowe oraz warunek plastycznodei sg
w obszarach 1, 2, 3, 4 spelione z zaloZenia. Caly uklad pél z rys. 7
powinien znajdowac si¢ w réwnowadze, a zatem musi spelnia¢ réwnania
nastepujace:
52) pb =k, bcos® at+k, bcos® Bk, b,

' ky b sin o cos a—k, bsin fcos f=0.
Aby uzyskad lepsze oszacowanie obcigZenia- granicznego przyjeto, Zze uplastycz-
nil si¢ obszar 5, ktory powstal z superpozycji jenoosiowych standéw 1, 2, 3, 4.
Warunek plastycznosci przyjmuje tu postaé

1-c¢
53 —g=2T | ———————
(53) P—4 v 1-—¢sin® 2m

Ponadto tensor napreZenia w tym obszarze stanowi superpozycie tensorow
naprezenia w obszarach 1, 2, 3, 4, pierwszy wigc niezmiennik tego tensora
jest suma pierwszych niezmiennikéw odpowiednich tensordéw skladowych:

(5.4) p+q: k1+k2+2k3.

W strefie 9 wystgpuje Hydrostatyczny stan napreZenia, gdyz w obszarach.
3 i 4 dzialaja wzajemnie prostopadle naprezenia fciskajace o tej samej
wartosci ky. Stan hydrostatyczny nie ma wplywu na kierunki naprezen

——b—

bEEdI4414P

c=-2 L B2\ w30
e
5677}

2197

< D 2977 197
0767
. _ ? 19315157
‘ _ h 42T
2181
@ +
- 2190, | fe3T

/ 2T
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glownych w obszarach 7 i 10 —w 7 beda one takie same jak w 2,
a w [0 takie same jak w I. Kierunki glowne w obszarze 5 wynikaja
- wprost z warunkdéw brzegowych na krawedzi AB.

W przypadku materiatu izotropowego rozwigzanie ukladu rownan (5.1)
— (54) prowadzi do wyniku o= f=30°, p=5T= 5k, g=3k; uklad pol

naprezenia z rys. 7 jest wowczas osiowo-symetryczny [4] Dla rozwazanego

ofrodka ortotropowego przykladowe rozwigzanie przedstawia rys. 8. Ze
wzgledu na to, ze stan naprezenia w polu 5 wyznaczono numerycznie,
nie mozna podaé analitycznego wzoru na warto$é p. Widoczne jest jednak,
e ortotropia materiatu zmienia ksztalt statycznie dopuszczalnych pdl napreze-
nia wystepujacych w tym przykladzie, gdyz polozenic podl 1 i 2 jest
niesymetryczne wzgledem osi obciazenia. Jedynic w przypadku, gdy @ = 0°, 45
lub 90° otrzymujemy, tak samo jak w izotropii,- uklad symetryczny lecz
wynika to tylko z zalozonego warunku plastycznosc1 Po obliczenin obcia-
senia granicznego nalezy jeszcze okre§li¢ naprezenia w obszarach 6, 7, 8, 10
i sprawdzié, czy nie zostal w nich przekroczony warunek plastycznosei

P

0 45 90° W
Rys. 9 ’

(rys. 8). Rysunek 9 obrazuje relacje migdzy otrzymana dolng granica obcia-
~ 7enia niszczacego p, a katem orientacji wewnetrznej o przy roznych wartos-
ciach parametru c¢. Dla ¢= —2 oznakowano linia przerywana krzywa
ilustrujaca rozwiazanie dokladne uzyskane przez Hiira [1] metoda charak-
terystyk. Roznice miedzy rozwigzaniem dokladnym a otrzymanym dolnym
oszacowaniem sa niewielkie i wynosza okoto 0,27 wobec 0,147 dla osrodka
izotropowego.”

6. PRZECINANIE PASMA -

Rozpatrzmy pasmo z ortotropowego materialu o grubosci #, $ciskane obu-
stronnie przez dwa zblizajace si¢ dosiebie piaskle stemple o szerokosci b,
przy czym 2b < k.
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W przypadku, gdy material pasma jest izotropowy, jedna z mozliwych
dolnych ocen obciazenia granicznego otrzymuje si¢ stosujac zlozenie dwdch
statycznie dopuszezalnych, trapezowych pdl naprezenia zaproponowanych
- przez WINZERA 1 CARRIERA [2] (rys. 10a). Nacisk stempli, wynikajacy z tak
przyietych pbl naprqzema wynosi [10]

a. . - b :
o]
P 5T
vh /4
Al B 4

2
R B '
p ., B S e a'mAh/b
| Rys. 10
6 : p=2T(1+.%}j—).

i jest zilustrowany na rys. 10b. Wszystkie czeéci trapezéw ABCD i A’ B CD

sa w stanie plastycznym, caly zag system p6l naprezenia jest. symetryczny
wzgledem wypadkowej obcigzenia. Krzywa narysowana linia przerywana
obrazuje lepsze dolne oszacowanie noénosci pasma uzyskane metoda przedtus -
zenia linii poslizgu w obszary sztywne [9]. 7 :

Dla materiatu ortotropowego wydaje si¢ uzasadnione przyjecie niesymetrycz-
nego utozenia trapezowych pdl naprezen (rys. 11). Jak wiadomo, w metodzie
statycznej musza by¢ zachowane dwie grupy zaleznoéci: warunki rownowagi
na liniach nieciaglosci oraz warunek plastycznoéei, ktory nie moze byé
przekroczony w Zadnym z pol naprezenia. W analizowanym przykladzw
warunki réwnowagi na nieciaglosciach sa nastepuijace:

kysin® (a+e) = psin® e+g cos? g, -
ks sin 2 (o-+&) = (p—q) sin 2,
ky sin® (i + p) = psin® p-+q cos® p,
ka sin 2 (p-+ p) = (p—q) sin 2y,
kysin g = s cos? %7 sin? x,
kysin2g = (s+r) sin 2,

k, sin® v = s cos? (tx+B+Q+v+x)—rsm {a+ﬂ+o+v+x],-
—ka sin 2v = {s+7r sin 2 {a-- Bt o vt

6.2)



46 ‘ MICHAL BASISTA

Ponadto nalezy uwzgledni¢ réwnowage momentdw, ktora dla pasma
izotropowego jest speliona automatycznie ze wzgledu na symetri¢ przyje-
tego schematu podl naprezen, w rozwazanym za§ przypadku ortotropowym
wyraza si¢ wzorem

(6.3) . k, sin 29 = k, sin 2v.

Natomiast zalozenie, ¢ w obszarach 1, 2, 3, 4 oraz I’ 2 3 osiagnigty
zostal stan plastyczny, wymaga spelnienia nastgpujacych réwnan:

' 1—¢
ko= 2T\/ 1—csin? 2 {(w+a)’

' 1—ec
64) . 2 \/I—uc sin? 2 {w~f)
1—c¢

—g\=2T |

® Q), \/l-csin22w ’

N 1~c
)= 2T .
(s+7) \/l—csin22(tx+w+g+x)

- Zaleznosdi geometryczne ukladu dostarczaja kolejnego zwiazku

6.5) h cos & cos e sin (e-+ B) [sin (o+ &) cos (u+ f)—sin (u+ f) cos (x+¢)]
~h sin (u+¢) [sin & cos p sin (e+&)—sin f cos & sin (u-+ B)] ‘
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Roéwnania (6.2)—(6.5) stanowia podstawowy uklad rownan dla rozpatrywanego
zagadnienia przecinania pasma przy zatozeniu, ze wszystkie obszary sg upla-
stycznione. Podstawiajac (6.3); do (6.2)s i (6.2)5 otrzymujemy

(6.6 2xtoa+f+o+v=krn, keC,

a po wprowadzeniu tego wyniku do (6.2); i (6.2); dochodzimy do zalei-
nodci

(6.7) ky sin? g = k, sin? v. _
Poréwnujac rdéwnamia (6.3) i (6.7) latwo mozna zauwazyc, 7e
(68) ! k1= kziQ=V,
a w konsekwencji

s
6.9) w=f, u=e, a+g+am-§v.

Oznacza to, ze trapezowe pola naprezenia uzyte do oszacowania noénoéci
pasma (rys. 11) musza by¢, tak samo jak w izotropii, symetryczne wzgle-
dem osi dzialania  obcigzenia. Wplyw anizotropii materialu odzwierciedli
si¢ w tym, Ze albo naprezenia k, albo k, zostana Zredukowane do war-
tosci nizszej od odpowiadajacej im granicy plastycznosci k% lub k%. Wynika
stad wniosek, ze po to, aby mogly by¢ spelnione wszystkie réwnania- réw-
nowagi zatozonego ukladu poél napreZenia, jeden z obszarow 1 lub 2 musi
pozostaé nieuplastyczoiony. '

Rozwiazanie podstawowego ukladu réwanan (6.2)—6.5) bez (6.4), nie
wydaje si¢ mozliwe do uzyskania w sposdb analityczny, gdyz pojawiaja
sip wowczas roéwnania przestgpne stopnia wyzszego niz 4. Poszukiwang
funkcje p = p (h/b) udaje si¢ wyznaczy¢ stosujac nastgpujacy algorytm postepo-
wanie «nie wprosty. Zaklada sie wartosci o, znajac o oblicza sie kat &
z rownania, ktére powstaje przez podstawienie (6.4}, do (6.2),, mianowicie

(6.10) sin* 2¢ (A} +4B%)—sin? 25 (24, C{+4BH+C} =0,
gdzie

. | .
Ay (o, @, ¢} = {c—2) sin® 2(x+—2— ¢ sin 4o sin 4o,

. ) 1 . .
B, (o, @, c) = 5 (¢ sin* 20— 1} sin 4a,

C, (¢, @, ¢) = (c sin® 20— 1) sin? 2a,

a nastepnie z (6.9) wylicza si¢ kat ¢. Dokladna analiza wykazuje, Ze (6.10)
jest poprawne dla « < 45°. Oznacza to, ze przyjete pola naprezenia  sa
efektywne w sensie oceny no$nosci pasma jedynie w pewnym przedziale
wartosci h/b. Wielkos¢ tego przedziatu zalezy od kata wewnetrznej orientacji
materialu oraz od intensywnoéci ortotropii. Skoro znane sa katy o, &, o,
mozliwe jest juz ustalenie naprezen w poszczegOlnych obszarach (rys. 11):
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1—¢
kS =k,=2T ,
i =k \[I-csm22(w+a)

(6.11) 5=k, sin? ¢ [1+ctg (x+p) ctg ¢],

1—¢ '
- in? t ~1]=2T j— 5o =5
r = k; sin” p [ctg g tg (x+0) 11 2 \/T—_c—sin—zz; 5

oraz wielko§¢ poszukiwanego granicznego nacisku stempli p:

p =k, sin? (a+e) [1+ctg (a+e) ctg €],

_ 9T 1-—c¢
a="p V 1-csin? 20
0

(6.12)
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p
Ga-2  hhe4S |

. T35 1

Y

Ttitte

0 1020 30 00 w
Rys. 14 ' '

Odpowiadajaca Wartosc parametru h/b oblicza sie ze wzoru (6 5) ktory
po uwzglednieniu: (6 9). przybiera postad :
h  ctge+ctg (a+o)

{6'13) o b l1-tgactg(ate)

Na koniec trzeba jeszcze sprawdzié, czy napreZenie k, = k§ nie naruszs
warunku plastycznodci dla obszaru 2. Na rys. 12 przedstawiono przyklado-
we rozwiazanie dla szczegdlnego kata wewnetrznego uwarstwienia materialu
w = 30° przy zachowaniu warunku k, = k§, co jest rbwnowazne z nicupla-
stycznieniem tréjkatéw BCE i B C' D, lecz inaczej uklad pél nie bylby
statycznie dopuszczalny. Rysunek 13 obrazuje zaleznosé p = p (h/b) dla kilku
wartoéci @ przy danym wspolczynniku intensywnoécei ortotropii c

Zaleznoé¢ dolnej oceny nosnosci granicznej rozpatrywanego pasma od kata
orientacji wewngtrznej materialu przy jednostajnie zmieniajacym si¢ stosunku
h/b ilustruje rys. 14. Widoczna jest symetria rozwigzania wzgledem prostej
= 45°. Jest to konsekwencja przyjetego warunku plastycznodci (rys. 2b).

7. WNIOSKI

Metoda statycznie dopuszezalnych pél naprezenia jest skuteczna i prosta,
gdy ocenia si¢ noSnos¢ graniczng elementéw konstrukeji wykonanych z ma-
terialow izotropowych. Zachowuje ona swa poprawno$é i daje pozytywne
wyniki réwnieZ i wowczas, gdy mechaniczne wiasnoéci osrodka maja charak-
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ter kierunkowy. Przedstawione przyklady dowodza, e efektywnos¢ metody
w przypadku oérodkoéw anizotropowych jest jednak mniejsza, glownie z po-
wodu skomplikowanych zwiazkow trygonometrycznych Niemniej s3 to zawsze
zaleznosci algebraiczne i zbudowame odpowwdmch programow numerycz-
nych nie sprawia trudnosci.

Anizotropia pierwotna, ktora odzwierciedla si¢ w warunku plastycznosci,
wplywa na wartoéé¢ granicy plastycznodci w zaleznosci od kierunku, zmienia
rozklad naprezen w danej konstrukcji, wywoluje inne niz w izotropii wlasnosci
linii nieciggloéci naprezen [8]. W rezultacie zmienia si¢ ksztalt ukladow
statycznie dopuszczalnych p6l naprezenia, gdyZ nic musza juz one by¢ syme-
tryczne wzgledem osi obciazenia, jak to mialo miejsce w przypadku
jizotropowym. Z drugiej strony mozliwe jest stosowanie symetrycznych pdl
trapezowych do zagadnieh izotropowyeh (rys. 12), lecz wowczas nie wszyst-
kie obszary beda w stanie plastycznym, co pociaga za soba gorsza oceng
nosnosci graniczne). W przykladzie przecinania ortotropowego pasma syme-
tryczne polozenie trapezowych pol naprezenia nie jest przyjete dowolnie,
lecz wynika z warunku réwnowagi momentéw -ukladu. W przypadku mate-
riatéw izotropowych nie ma potrzeby sprawdzania tego warunku gdyz ]est
on spelniony automatycznie.

Nalezy podkresli¢, ze uzyskanie dolnych oszacowan obcigzen granicznych
w postaci zamknigtych wzordéw jest mozliwe jedynie w bardzo prostych
przypadkach, takich jak np. stateczno$é ortotropowej skarpy (rys. 5).- W bar-
dziej skomplikowanych zagadnieniach lub przy konstruowaniu zloZzonych pol
naprezeft trzeba - stosowaé przyblizone metody analityczno-graficzne lub

-programy numeryczne ze wzgledu na wystgpowanie réwnan przestgpnych

wysoklego stoprua
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Ps3toME

OF OIEHKE NPEAENLHON HECYMEW CNOCORHOCTHU MIACTHUUECKH
AHHWIOTPOMHBIX CPEJ METO/JOM CTATUUECKH JOTIYCTUMBIX MOJNENA
HAOPSIXKEHWA

B pabore lrlprIMCHEHa CTaTHHECKAS TeOpEMd TEOPHH RPeActLHOl Hecyinefi cnocobHocTH
AN ONSHKH DAIpydiRtomiell HarpY3KH B CRyYAC TURACTHYECKH dHH3OTPONHBX: Cpel. AHanu3
KACAETCH YCAOBHA NIACTH4HoCTH XKBa u nneckoro seopmanuonyore coctosmua. Ipencra-
BJICHO BRMANHUE AHMIOTPONHUM MATEPHAND Hi CBOHCTBA JIHHHM paspbid HAUPMREHHHA, a Takke
HA LBPUHUMOLE TIOCTPOCHMA CHCTEM CTATHYECKM AONYCTHMSEIX f0JeH Hanpaxenui. YxasaHs
XapakTEPHCTHIECKHE CBOHCTBA CTATHYECKOI® MCTOAR, BHITEKAIOINE M3 AHHIOTPONIHE MATEPHAA,
[lpusencHbl MpUMEPH! GHEHKH eRenbHOH HecyleH ¢1ocOOHOCTH PABHOMEDHO HATDYKEHHOIO
KAMHA, AONYAPOCTPAHCTEY, HOABEPIHYTONO BAABTHBAIIMIO KECTKOrO WITAMIA, 3 TAKKE NOJOCH,
PAIPEILIBALMOM ABYMS HPOTHBOXOIHBIMIL IITAMUAMH.,

SUMMARY

ON THE ESTIMATION OF THE LOAD CARRYING CAPACITY OF PLASTICALLY
ANISOTROPIC MEDIA BY MEANS OF THE METHOD OF STATICALLY
ADMISSIBLE STRESS FIELDS

The paper deals with the application of the lower bound thcorem to the collapse
toad evaluation in plastically anisotropic bodics. The analysis is concerned with the Hill
criterion under the conditions of planc strain, Propertics of the stress discoatinuity line
are considered, the rules of constructing simple homogeneous and discontinuous stress felds
being considered. Specific features of the lower bound technique in application to anisotropic
plasticity are presented. The lower bound estimates of the limit load are given for an uniformly
loaded wedge, for a stratified half-space indented by a rigid punch, and for an orthotropic
fayer cut by two opposile narrow punches. '
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