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POWLOKA WALCOWA ZAMKNIETA OBCIAZONA
 ANTYSYMETRYCZNYM UKELADEM SIt. SKUPIONYCH _
STYCZNYCH DO BRZEGU I DO POWIERZCHNI SRODKOWEJ .

_TADEUSZ KACPERSKI i ROBFRT MOLDACH (WARSZAWA)

" Przedstawiono analize zachowania sig péinieskonczone powltcki walcowsj obcigzong
sitami skupionymi stycznymi do swobodnego brzegu i do powierzchni $rodkowej, dziatajacymi
w jednym kierunku wzdhuz obwodu. Wyprowadzono wzory, oparte na réwnaniach Donnella—
~Wlasowa. Przeprowadzono -obliczenia tumeryczne dla przypadku, gdy powloka obciaZzona
jest dwiema jednakowymi sitami wprowadzorymi w naprzemianlegle punkty obwodu. Wyzna-
czono skladowe przemieszczett oraz momentdw i sit wewnetrzrych,

1. Wstrp

Sformulowane w tytule zadanie mozna rozwiazaé z dostateczng’ dokiaq-
noscig dla wigkszosci zastosowar technicznych, opierajac si¢ na teorii powlok
opracowanej przez DONNELLA [1], WrAsOwA [2] lub tez na teorii udoskona-
lonej przez Lukasiewicza [3]. Postawione zadanie nie zostalo jeszcze szcze-
gblowo opisane w literaturze. W pracy [4] analizowane sa problemy po-
dobne. Nie zostaly jednak podane peine wyniki oraz wzory dla tego waznego
technicznie przypadkun. W pracach [5 i 6] przedstawiono rozwigzania dia
pétnieskoniczonej powloki walcowej zamknigtej obcigZzonej sitami skupionymi
normalnymi do brzegu i stycznymi do powierzchni érodkowej, gdy brzeg
tej powloki jest swobodny lub zamocowany przegubowo. Do rozwiazania
tych zadan zostaly wykorzystane rownania Donnella~Wlasowa. Dia przypadku
opisanego w pracy [5] przeprowadzono badania doé$wiadczalne, ktérych
wyniki potwierdzily zadowalajaca zgodnoéé z wartosciami uzyskanymi z obl%-
czen numerycznych. o

Celem niniejszéj pracy jest wyprowadzenie wzorow dla polnieskoticzonej
powloki walcowe] zamknigtej obciazonej sitami skupionymi stycznymi do
swobodnego brzegu i do powierzchni $rodkowej, dzialajacymi w jednym
kierunku wzdtuz obwodu. Jako podstawe do wyprowadzenia wzoréw dla tak
sformulowanego zadania przyjeto réwniez réwnania- Donnélla—Wlasowa.

2. ROZWIAZANIA TEORETYCZNE

Rozwigzanie powloki obcigzonej jak na rys. 1 sprowadza si¢ do rozwia-
. zania ukladu dwéch réwnan rézniczkowych czastkowych czwartego rzgdu|
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DAAw—A4, & =0,

ﬁ AA@-FAkW = 0

(1)

gdzie D = (Eh?)/[12 (1 —v?)] oznacza sztywno$¢ powloki, 4 operator Laplace’a,
ktéry dla powloki walcowej ma postaé '

d* 1 o
2 -
(2) A= gt g aq)
Operator 4, ma postac
o 1 9
3) =—7
() Ak R axz

Przyjeto roéwniez nast@pu_]qce oznaczema

przemieszczenie promlemowe powloki,

funkgja naprezen,

modul Younga,

grubo$¢ powloki,

wspélczynnjk Poissona,

promiefi powierzchni §rodkowej powloki,

odlegloéé rozpatrywanego punktu powloki od jej

swobodnego brzegu, ‘
@ kat zawarty pomigdzy rozpatrywanym punktem a

plaszczyzna odniesienia. _
" Dla podanego ‘schematu obcigzenia ugiecie powloki w oraz funkq@
napr¢zen ¢ mozna przedstawi¢ w postaci nast@pumcych szeregow !

® A oe xR

W= i w,, (X) sin ne,
(4) n=1
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o
‘D= Y P,(x)sin ng,

n=1
Korzystajac z podstawieria
o o L wy=e T,
. P . B S @nﬁ ;{e R’

oraz 4 rownan 1 oznaczen (1)—(4) otrzymuje Sl@ uklad dwu rownan aIgebraicz-

nych: S
©) D (k*—2k2 n2+n4)—./1Rk2 =0,
A(k*—2k* n* +n*)+ ERRK? = 0.

Rozwiazujac uklad rownan (6) uzyskuje si¢ nastepujaca postac rownania
cliarakterystycznego:

e (k2= n2* + bt k* = 0,
gdzie
® VT )

oraz zaleznos¢ pomigdzy funkcjz;-.napr@ieﬁ &, i uvgieciem w,

()] A= = 32ix? -

gdzie i=/—1.

Rozwiazujac réwnanie charakterystyczne (7) ustalono, Ze znak plus . we
wzorze (9) odpowiada nieparzystym pierwiastkom, a znak minus parzystym.

Pierwiastki ky, ..., kg rOwnania charakterystycznego (7) okreslone sa ogdl-
nym wzorem - o '

10 k= N VER R 1) JE )]
glee RN Lo e Ll ER s Lk e e A A

0 .,

E=1+8 0

We wzorze (10) znaki wystepujace w jednzikochh nawiasach héllleiympi‘z‘yj-
mowac takie same.
Ugi¢cie w, oraz funkqa naprgzen (D okreslone sg wzorami

8
= Z A; ehiE,

ji=1
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(12)

PoniewaZ rozpatrywana jest p(’)lnieskoﬂczona powloka walcowa oraz ze
wzgledu na charakter funkcji €bR, przyjmuje si¢ za rOwne zeru stale A;
odpowiadajgce pierwiastkom k;, ktorych czesC rzeczywista jest wigksza od
zera. Nie mozna bowiem spodziewaé si¢ sytuacji, w ktorej przermeszczema
i naprezenia beda rosly w sposéb wyktadniczy ‘wraz ze¢ wzrostem x. Majac
to na uwadze, otrzymujemy = . b

ki-z—xz—(b-%ia),
ey = 7 (bia),
{13)
ky = 2 (d+ic)
3 2 . *
Ky = 2 (d—i0),
gdzie
a=1- 5_53
b=1-J/E¥3,

(14)

Sity wewn@trzne w rozwazancj pow}oce ‘wyrazaja' sig przez, ugigcie w- i
funkcje naprezen @. Znajomo$é ugigcia w pozwala na okredlenic momentow
zginajacych 1 sit tnacych oraz pozostalych przemieszczen u i v Natomlast
sity blonowe uzyskuje si¢ korzystajac z funkcji naprezed.

Silty i momenty wewnetrzne zaznaczone s na elementarnym wycinku
powloki walcowej przedstawionym na rys. 2. Mozna je wyrazic w postaci
nastqpu]acych zw1azkow flzycznych

M—VD 62 +UV aZw\
. xx ax "RZ 6(P2 Ly

CPw o Pw )
Mew = ‘D(Rzamz e )

(135)
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(15) _ 2 *w
[ed.] Mo (1 VR oxdg

Pw 1. Pw \
= I} :
Q?“-‘ ( ox? + R%' 0x 0¢? )’

D Pw i 1 Pw
: =R\ awae 1 )
. .. 4 @
CNee o 12 é‘cb
PP
NW'P:__a;T’
1 #o
R dxd¢

Przemieszczenia u i v zaznaczone na rys. 2 sa zwigzane z uglgcmm w zZa-
~ leznodciami

Rys. 2
S Pw Pw
o R*4du= <R°
ae ! _ v 6x3 R dx 02’
S - 63w Pw
L 4AA e —R2 —
R ddv= (2"”) x*de  og

Podstawm]zic (4) do (15) otrzymu]emy
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w 4 - 7 -
. Mxxr" - D2 Z 2 Aj ekji% (k}——vnz) sin ?‘IQD,
R n=1j=1
D © 4 X - 2 2
M,, = = Zl EfAje & (vky —n®) sin ne,
. n=1j=
D ‘ 0 7 4 X .
M, = _F(l‘“") L Z A; &R k; cos np,
a=1 =1
Q.= — Z Z A; eﬂik (ki — n} sin ne,
. n=1j=1
17
17  p e 4 x
Qun = — 57 Zln 3 e o 1 =1 cos g,
1 @© 4 x .
Ny=—5 Z n? Z J.Aje"fism no, B
ns1 j=
N,, = ——I%— ¥ Z AA; eﬂikz sin ne,
. n=1 j=1
Nx(;:-%— ;l Z=: Ad; % k; cos ng.
Przyjmuiac
. ) 4 R :
n=1 j= o
(18) o 4 x K
b= Z Z Cjekfﬁsiﬂ ne.

i korzystajac z rownan (16) otrzymuje si¢ nastgpujace zwiqzki pomigdzy
stalymi B; i C; a stala A4

vk2 4 n? '
Bj= _(k_;—_nij? kj.AJ"
. K
() 22+ k?
n—2+v ki
C‘J:_mh—__(k?_.nz)z E HAJ

Z warunkéw brzegowych mozna wyznaczy¢ dla kazdej harmonicznej n stale
Ay, A,, A;, A, Element wyciety na brzegu powloki w otoczeniu punktu
~wprowadzenia sity P pozostaje w rownowadze pod dzialaniem tej sily oraz
sit wewnetrznych. Na swobodnym brzegu powloki x =0 sily wewngtrzne
powinny by¢ rowne zeru. Z warunku tego wymka 7e dla x=0

(20) xx - 09 M - 0
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-

0 e
([cd]) : Neo 30 _Pa,(fo).’_
M
Qxx a x'.’P_O’
‘Rdgp

gdzie & (¢) jest funkcja Diraca. :
Podstaw1ajac do rownan (20) zw1qzk1 ﬁzyczne (15), otrzymujcmy

7 1 ¢
N, =— =
= [Rz dp* :l - =0

2w v ?w B
Sk e I
o 1 %o D Pw SR
N oot SRESY [ —(1l=y)— =
"f’-’+ |:R o 1) V&2 8x6¢:’x=0 Po (@),

on

Pw 1 Fw ‘ '
T = —] 2— =0.
Q Rc?qo [(%c 7 v) dx ] =0
Po wstawieniu do réwnan (21) zaleznosci (12) otrzymuje si¢ dla kazdej
harmonicznej n > 1 uklad czterech réwnan algebraicznych z niewiadomymi
staltymi Ay, A., Ay, A4

4

Z( 1y 4,=0,

.,
H

A (ki —vn?) =0,

J

mPR?
-.mDn

M#-IM#

22y .

3>

.
]
-

N

A':‘k.(—‘kunz 2-v)=0,

.
]
[

gdzie m Jest llCZbEL punktow rozsta\monych na obwod21e W jednakowej
podnalce obciazonych silami P. W obliczeniach przy rozwiazywaniu ukfadu
rownan (22) oraz we wzorach (17) = przyjmuje ‘wartosci koiejnych Wrelko-
krotnodci m (jesli np. m=2, to n=2146,.) : -

Po rozwigzaniu dla kolejnych harmomcznych ukladu réwnan (22) sﬁy
i momenty wewnetrzne oblicza sic: ze wzoréw (17), ugigcie w ze wzoru (4)
a ‘porzostale przemieszczenia u i o ze wzoréw. (18). Nie jest to ]ednak
rozwiazanic “pelne, gdyz uwzglednia jedynic wyzsze harmoniczne obcigzenia,
to znaczy gdy n =1, Przy]@to ze dla zerowej harmomcznej, czyli dla’
obciazenia brzegu rownonnernym wydatkiem tnacym p, = mP/2nR, jedynymi
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roinymi od zera wielkosciami sa przemieszczenic u, ktore wyraza si¢ przez
skrecenie wzgledne @ oraz sila wewngtrzna N,m, w rozpatrywanym przy-
padku w1eikosc1 te sg nastgpujace:

_ mP(1+v)
~ mERR* °
mP
2nR

(23)

N, =

3. OBLICZENIA NUMERYCZNE

Wykonano obliczenia numeryczne rozpatrywanej powloki w przypadku
obciazenia jej brzegu jednakowymi sitami P wprowadzonymi w dwa na-
przemlanlegle punkty obwodu (m=2) (rys. 3). Do obhczen przyieto R/h= 10

Rys. 3

oraz v=03. W przypadku obliczania skladowych przemieszczenn zadowala-
jaca dokladnoéé¢ udalo sie uzyska¢ po uwzglednieniu 20 wyrazow szeregu,
to znaczy gdy n=40. Natomiast obliczajac skladowe sit i momentow
wewngtrznych uwzgledniono maksymalnie 100 wyrazow szeregu, to znaczy:
gdy n =200, co odpowiadalo w przyblizeniu granicy mozliwosci obliczenio-
wych minikomputera o 16-bitowym slowic maszynowym. Okazalo si¢ bowiem,
ze dla n > 200 madierz ukladu rownan (22) przy danej diugosci stowa maszy-
nowego staje si¢ osobliwa. W niektétjrt:h przapadkach nie pozwo]jlo to na
uzyskanie dokladnych wynikéw w poblizu brzegu powloki, na przyklad
w obszarze x/R < 0,1. Tam gdzie bylo to mozliwe ckstrapolowano wykresy.
~ Rezultaty ‘obliczef zostaly przedstawmne w wielkosciach' i wspotrzednych
bezwymiarowych, ¢o moze ulatwié wykorzystanie ich do obliczen powlok -
o proporcjach wymiarowych R/h =10, gdy v=0,3. Dla powlok o innych
parametrach koniéczne jest wykonanie odpowiednich obliczef wedhig wzordw
Wielkosci przemieszezeni oraz sit i momentow wewnetrznych w powlokach
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cienkich zanikaja wolniej ze wzrostem x/R niz w powlokach grubych.
Rysunki 4, 5, 6 przedstawiaja wykresy przemieszczef u, v, w, a rysunlq
7—14 podaja wartoéci momentow i sit wewnetrznych M, ., M,,, M,,, Qxx,
Qow> Nixs Nyp, Ny, Zostaly one sporzadzone przy uwzglednieniu ‘wyzszych
harmonicznych (n > 1) dla @ (0, 7/2). W pozostatych éwiartkach wykresy sa
odpowiednio symetryczne lub antysymetryczne zgodnie z charakterem funkcji -
cos 2¢ lub sin 2¢, o czym decyduja wzory (4), (17) i (18).

Okazuje si¢, ze w przypadku obciazenia dwiema sitami (m = 2) najwigksze
ugiecie w,,, daje si¢ przedstawié w postaci nastgpujacego wzoru:

- PR R
2 - ~ =
( ‘4‘) l'ﬂax 0 67 h h .

' 4, WNI&SSKI

Maksymalne ugiccie w,, maleje wraz ze wzrostem liczby obciazonych
punktéw m mimo, ze sumaryczne obciazenie powloki mP ro$nie. Dla poréw-
nania dla identycznej powloki obciazonej para sit (m = 2) wzdluz promienia -
wspolezynnik we wzorze (24) wynosi 2,29, jest wiec tylko 342 razy wigkszy
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niz w obliczanym przypadku, choé jak si¢ wydaje powloka jest obciazona
wtedy w sposob o wicle bardziej niekorzystny, gdys sily ‘wprowadzane sa
prostopadle do powierzchni §rodkowej. Jak wynika z przedstawionych wy-
kresOw przemieszczenia obwodowe v oraz promieniowe w sg tego samego
rzedu, natomiast deplanacja przekroju u jest od nich o rzad mniejsza,
Maksymalna warto$¢ ugigcia w wystgpuje na brzegu dla ¢ = 40°. Spoérod sit
~ blonowych dominujace znaczenie maja N,, oraz N,,, kiére érednio o 2 do
3 rzedoéw przekraczaja warto$¢ N,,. Moment Mwosiaga najwicksza wartosé
na brzegu dla ¢ = 25° M, zas dla @ ~ 40° w pewnej odieglosci od brzegu
w rozwazanym przypadku dla proporcji x/R 0,4 3
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JAMKHVTAS HUJAWMHAPHUYECKA S OBOJIOUKA HAMPYKEHHAS AHTHCHMMEI-
PHUHON CMCTEMOW COCPEJIOTOVEHHEBIX CHJI KACATEJIBHBIX K TPAHUILIE
U K CPEIVHHOH ITOBEPXHOCTH

Tpencrapnen anam3 TOBEHEHAS N0AYOCCKOHETHOR IMMAHApHYecKol ©OO0IOYKH, HATpy-
KEHHOH COCPENOTOYSHHBIMH CHJIAMH KACATENRHSIMH X CBOGONHOH Cpamule ¥ X cpeTuHACH
TIOBEPXEOCTH, ACHCTBYIOUME B OfIHOM HATPABACHUA BJON: TECDHMETPA. BHIBEICHE! (HOpPMYIIHL,
onEparompecsa Ha ypapnenud Jomienna-Bhacosa. [Ipopeneds: qHcACHHBE PACICTHL ANA CIIyvad,
KoTAa 0DONIOYKA HATPYKEHA ABYMS ORHHAKOBLIMEA CHJIAMH, BBEHEHHLIME B OPOTHROJEKAIIHE
TCUKH HepEMeTpa. OnpeneleHsl COCTABJMIONIME HEpeMentedil, a TAKEKe MOMEHTOB W BHY-
TPEHHHX CHIL

SUMMARY

CLOSED CYLiNDRICAL SHELL LOADED BY AN ANTISYMMETRIC SYSTEM
OF CONCENTRATED FORCES TANGENT TO THE BOUNDARY AND TO THE
' MIDDLE SURFACE

A semi-infinite cylindrical shell is loaded by concentrated forces tangent to the f{ree
boundary and fo the middle surface, acting in the same direction around the periphery.
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The formulae derived are based on_ the Donnelt-Viasov equations. Numerical calculations
are performed for the particular case of two equal forces applied to two opposite points
of the boundary. Displacements and internal forces acting in the shell are determined.
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