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O FALACH PRZYSPIESZENIA W OSRODKU SPREZYSTOPLASTYCZNYM
Z PAMIECIA DYSKRETNA
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P. GUELIN (GRENOBLE) i W.K. NOWACKI (WARSZAWA)

Celem pracy jest okreslenic predkodci rozprzestizeniania sig fal przyspieszenia w sprezysto-
plastycznym ofrodku ciaglym. W rozwazaniach przyigto model oérodka sprezystoplastycznego
7 pamigcia dyskretng. Uzyte rdwnania konstytutywne charakteryzuja nieodwracalnosé ewolucii
clementu materiatnego __ model ciata z histereza materiatowa. Rozwazono rozprzestrzenianie si¢
fal plaskich dla przypadkn kinematyki bezobrotowsj jak teZ obrotowsj. Rozwazania przeprowadzono
w vkladzie wspotrzednych konwekcyjnych w zakresie skonczonych deformaci.

Ostatnie dwa paragrafy sa poswigcone zagadnieniom poczatkowo-brzegowym 0raz zagadnie-
niom ptaskich jednowymiarowych fal w precie i fal kulistych w grubosciennej powloce sferyeznej,
Podano przyklady numeryczne.

1. WsTEP

Zagadnienia rozprzesirzeniania sig fal niesprezystych sa zwigzane z dziataniem
intensywnych obciazen dynamicznych na elementy konstrukeji, przy czym inten-
sywno$é paprezenia jest na tyle duza, Ze moze spowodowac ich odksztatcenia pla-
styczne. Pierwsze prace zwigzane z powyzsza tematyka ukazaly sig juz w latach
czterdziestych, lecz ich rozkwit przypada na lata szedédziesiate. Wiele zagadniefi
zwlaszeza jednowymiarowyeh, zostato juz szezegdlowo zbadanych. Istnieje szereg
monografii przedstawiajgcych w sposob ogolay teorig nderzenia w niespreZystych
oérodkach cigglych. Nalezy tutaj wymieni¢ pionierskie monografie W, GOLDSMITHA
[12] z 1960 r. oraz CH. A. RACHMATULINA i T. A, DeMiaNowa [24] z 1961 r. Szeroki
przeglad prac z zakresu rozprzesirzeniania sig fal w ciatach niesprezystych podano
w monografii [19]. W ostatpich latach pojawito sig wiele prac zwigzanych z dynamikg,
konstrukeii niesprezystych, zwlaszeza w zakresie skoficzonych deformacii. Ze wzgledu
na szybki rozwdj technik obliczeniowych stato sig mozliwe roxwiazanie licznych
probleméw. Qpracowano szereg metod numerycznego catkowania rownan czastlo-
wych quasi-liniowych 1 nieliniowych (por. np. prace [1,14 i 21)).

Badania zwiazane z propagacja fal w tréjwymiarowych ofrodkach niesprezystych
hyly zapoczatkowane w 1960 r. przez J. ManpELA [16 i 17]. Byly one kontynuowane
w latach nastepnych przez wielu badaczy, np. 12,4, 18,20,23 1 25-271. 'We wszyst-
kich wspomnianych badaniach istnieja punkty wspolne. Przede wszystkim w pra-
cach tych rozréinia sig zagadnienia propagacji fal sprezystych i fal plastycznych,
fr ontow ,,fal obcigZenia” plastycznego 1ub ,,fal odcigzenia”. Analiza fal przyspie-
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szenia polega na dwukrotnym wykorzystanin zwiazkdw cigglodci Hapamarpa [13
z jednoczesnym wykoerzystaniem réwnan ruchu i réwnan konstytutywnych oérodka

W ninieiszei pracy natomiast zbadano wplyw dysypacji spowodowanej histereza
materialowg na predkosé propagaci fal. Wydaje sig, Ze jest interesujace rozwazenie
przypadkow dowoluych obcigzen cyklicznych w zagadnieniach dynamicznych zwig
zanych z propagacja fal naprezenia. W procesach falowych, zwlaszcza tam gdzie
nastgpuja liczne odbicia fal, zmiany naprezet wystepuja bardzo czesto 'w zakresie:
przejciowym rmigdzy sprezystodcia 1 plastycznodcia, przy istnieniu efektéw wzmoo
nienia materiaku, ¢

Ukltad pracy jest nastepujacy. Wychedzac cd ukladu nieskericzenie wielu model
reologicznych 122] skiadajgcych sig z elementéw sprezystych i suwakéw ciernych
Zaproponowano rownania konstytutywne opisujgce sprezysteplastyczne zachowanie
si¢ ofrodka ciaglego, uwzgledniajace histereze materialowa. Nastepnie omdéwiono
zagaduienia zwigzane z okreSlenfem predkosci fal przyspieszenia w cialech nie
sprezystych w zakresie matych deformacji [16 i 17]. Rozwinigto je na przypadek fa
przyspieszenia w zakresie skoficzorych deformacii, w ofrodku sprezystoplastycznym
z histerezq materialowg. Rozwazania przeprowadzono w ukiadzie wspélrzednych
k onwekeyinych, w ktdrym sflormutowano réwnania konstytutywne. Przeprowadzono:.
s zczegotowa analize predkodel propagacii plackich fal w preypadkn przyjecia kine
matyki bezobrotowej 1 abrotowej. Przeanalizowsno rownies przypadek propagac
fal sferycznych. Dwa ostatnie paragrafy pracy sa po$wigeone zagadnieniom poczat
kowo-brzegowym ; zagadnieniom plaskich jednowymiarowych fal w precie oraz fa
kulistych w grubodeiznne] powloce sferyeznej. Rozwazania e poparto przyk}adam
numerycznymi,

2. ROWNANIA KONSTYTUTYWNE

W rozwazaniach przyjmiemy model skladajgcy sie z nieskoficzonej iloédi pola-
czonych szeregowo elementdw zlozonych ze sprezyny i suwaka ciernego. Model teid
charakteryzuje sig¢ dwiema interesujgeymi wiasnoéciami termomechanicznymi’
1) nieistnienie trajektorii odwracalnych (kazda mozliwa droga jest nieodwracalna)f
2) istnienie pewnej klasy drog obciazeri cyklicznych pozwalajgcych na powrdt do
stany poczatkowego (powrdt modeln do stanu poczatkowego moze byé osiggniety
przez duza liczbe prawie symetryeznyeh cykli, ktérych amplitudy powoli
zmnigjszaja sie). : _ : -

Przyjmiemy, Ze kazdy eclement rozwazanego modelu skiada sig ze spreZyny
i elementn ciernego — polgczonych réwnolegle (rys 1a). Model jest scharaktery-
Zowany przez dwa parametry:

1} granica g, poczawszy od ktérej suwak zaczyna sie poroszad;

2) sztywno$é sprezyny G, bedaca symbolem modutu (fub tez przez jego odwrot—
nosé¢ J=1/6).

Jezeli poddamy rozwazany element obcigzeniu cyklicznemu, zawartemu nuf;dzy
Cmax 1 — Opax, 10 Zmiana naprezenia o jako funkeja odkszialcenia e jest zobrazowana
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Rys. 1. @) Model symboliczny, b) Wykres naprgzenia o jako funkcja odksztalcenia €

* na rys. 1b. Nalezy zwrdcié uwage na fakt, e w trakcie obciazenia cyklicznego, dla
- naprezenia rmieniajacego sig W granicach od Opax do — 0, (cykl BCDE), kazdy
. z tréjkatow opisujacych potowg eykln -- ABCD (zakreskowanego) oraz ADEB maja
" boki dwa razy wigksze od odpowiednich bokéw tréjkgta pierwszego obciazenia
—AOAB.
Zauwazmy réwniez, ze w takim typie modelu symbolicznego nie wystgpuje czas,
poniewaz nie Wyst@puje on we wlasnoéciach chydwu elementéw konstytutywnych.
© Jezeli n par clementéw réwnolegle polaczonych sprezyn i suwakow jest ufozo-
nych szeregowo i uporzadkowanych wzglgdem wzrastajacej granicznej wartosci s
(i=1, ..., 1), to wykres pierwszego rozciggania ma postaé linii lamanej (rys. 2b).
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Rys. 2. Uklad # par elementéw rownolegle polaczonych sprezyn 1 suwalidw
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Ocicmek OA, odpowiada wartodci granicznej s=:0, tzn. odpowiada elementowi,
(Grego granica s jest réwna zeru oraz sprezyna ma sztywnosé Go (odksztatcalnosé
=1/Go).. Punkty A, (i=1,..,n) odpowizdaja poSlizgom suwakow majacych
dpowiednio granice 5; (i=1, ..., n). Wykres przedstawiajycy zmiane o jako funkeje
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dejdo jest postaci nastepujacych po sobie odcinkéw réwnoleglych do osi naprezenia
¢, majacych jako odcigte odpowiednio wartosci Jo, JotJ1, ooy Jo b i b A=y, o o
Aot ne s Ju {Tys. 3a),

Mozpa scharakteryzowaé ten wykres,,schodkowy” przez spektrum wartoSci
granicznych naprezenia, stanowigce spektrum odcinkéw widma; kazdy i-ty odeinek
widma ma jako odcicta granice s, i jako wysokos§¢ odpowiadajacg miarg odksztal-
calnosci J; (rys. 3b).
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Rys. 3. a) Wykres & jako funkeil de/do. b) Spektrum wartodel granicznych naprgfenia

Rozwazmy obecnie nieskoficzenie duza ilo§é elementéw sprezyna-suwak cierny,
wlacznie 7 dodatkows pojedyncza sprezyng (element z wartoScig graniczna s=0}. -.|
Jezeli wicle elementow sprezyna—suwak utoZonych szeregowo ma tg samg wartosé A
graniczna, to sa one réwnowazne jednemu elementowi spreZyna-suwak, ktéry ma. -
te sama warto$é graniczng oraz odksztalcalno$é réwng sumie odksztalcalnosel po
szczegolnych sprezyn. '

Oznaczmy przez j/' {s) miarg podatno$ci zbioru elementéw, ktérych warto$¢
graniczna jest zawarta miedzy s 1 s--ds, Obecnie spektram granic naprezen modelu :
symbolicznego jest spektrum ciagtym a nie jak poprzednio, w przypadku skoticzonej:
liczby elementéw, spekirum odcinkéw widma. -

Rovwazmy przypadek deformacji ukladu nieskoficzenie wielu elementow zgru- :'
powanych szeregowo, poddanych naprezeniom zmiennym periodycznie. Przyjmijmy,.
ze uklad jest w stanie spoczynku. Gdy przytozymy do niego napreZenie ¢ rosngce.
monotoniczie, to wowezas element, ktérego warto$¢ graniczna jest s=0, wydluz
sie 0 so=0J,. Inne elementy, w ktérych naprefenie o przekroczyro wartosé graniczng .
§ (o> s)wydluzaja sie o

= [(e—s)J" (s} ds;
]

natomiast pozostale elementy nie odksztalcajy si¢, tzn. &' =0 (por. diagram ¢
na rys 4a dla pojedynczego elementu spreZyna-suwak poddanego pierwszemn
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Rys. 4. a) Diagram o= ¢ () dla pojedyncrego elementu sprezyna-suwak poddanego procesowi
obciazenia by Dla modelu zozonego z nieskonczone ilodci elementow potaczonych szeregowo

obciazenin) Zatem catkowitg odksztalcenie nieskoficzonego zbioru elementow
wynosi

(2.1) g=spel-bet=0Jo+ f (o—s)j" (5) ds.
a

Poddajmy model, Ztozony z nieskoficzone] ilosci elementéw polaczonych szere-
gowo, Zmianom naprezenia (na rys. 4b krzywa OA), poczawszy od stanu zZerowego.
Wzor (1.1) daje nam wowezas

(22) s=0ly+ o= W~ [ (=7 (),
czyli |
(2.3) e=0Jo+ j 7 (s)ds,

0

przy wykorzystaniu warunkow j(0)=j (0)=0.

W rezultacie otrzymamy
2.4 g=0Jy+j(6)=E (0).

Zalézmy z kolei, 7e naprezenie o zmienia sie periodycznic migdzy dwiema war-
tofciami ekstremaloymi o, 1 @y (por. rys. 5, na ktérym przedstawiono cykl opisany
przez pojedynczy element sprezyna-suwak, gdy caly ukiad jest poddany obcigZeniu
periodycznemu). : _

Calkowite odksztalcenie ukiadu poddanego obciazeniu periodycznemu jest rowne
sumit odksztatcenia elementu skiadajgeego sig 2 pojedynezej sprelyny gp=(g -0 0 Jos
odksztalcenia elementu o wartodci granicznej s, ktérego suwak zaczyna sig poruszad,
tzn. dla ktérego 0~ 04 ~2s (por. punkty odcinka CB) oraz

5::.=(J-UA_‘23)J.
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Rys. 5. Cykl opisany przez pojedynczy eleiment sprezyna-suwak.

Dla zbioru elementéw odpowiadajacych temu warunkowi mamy

c—0o4

2
£l f (o—c.—25)j" (5)ds.
9

QOczywiicic elementy, kitére nie osiagnely swej warto§el granicznej, dla kidrych
o—a,<2s (punkty odeinka AC), nie sa odksztalcone (el'=0).

Calkowite odkszialcenie uldadu jest wige réwne

F—- T,
2
(2.5) gy (0~ ) Jo-i- f (0—0,4—25) )" (s) ds.
]
Jezeli wprowadzimy oznaczenia
(2.6) J@=[i"@ds, j@=[i(sds
)] 0
oraz
x
@7 E@=xlt|5 ),
to otrzymamy wzor
(2.8) e=e,+E(g—04).

Dla uldadu teoretycznego, zlozonego z nieskonczonej ilodei elementéw, funkeja
E(o—o0,) jest zdefiniowana wzorami (2.6) i (2.7) przez spektrum j*' (s). Natomiast
w przypadku rzeczywistego ciala spreiysto-plastycznego, ktérego wlasnosci mecha-
niczne sg zgedne z wlasnecdciami proponowanege modely, funkeja E jzst okreslona
na podstawie dofwiadczenia, Jest ona okre$lona przy wykorzystaniu wzoru (2.8).
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Wéwezas spektrum wartosei granicznych napreZenia (dla ciala rzeczywistego) otrzy-
mujemy z wykresu o=a (¢). Rézniczkujac dwukrotaie funkcie (2.7) otrzymamy

. 1 LA
29 . | B (x)==] (5)
Zatem spektrum j'' (s) jest postaci

(2.10) 7 (E)=2E" (25).

Stan modelu (rys 4b) moze by¢ przedstawiony na wykresie s=s (o) (rys. 6),
Odcinek OA’ przedstawia stan mechaniczny elementéw (spreZyna suwak), ktorych

0]

a Bt~
Rys. 6, Stan mechaniczny clementow

warto§é graniczna zostala osiagnigta (o=s), natomiast prosta A’ A reprezentuje
stan mechaniczny clementdw, ktére nie osiggnely swej wartodei granicznej i prze-
NosZg one napreenia rowie naprezeniom rzeczywistym o,

Rozwazmy obecnie przypadek procesu odcigZenia. Zaldimy, ve napregenie,
osiagngwszy stan o=, Zaczyna maleé (rys. 7a). Aktualny stan mechaniczny osiag-
niety przez model (punkt B) na wykresie o=0(s) (rys. 7b} jest reprezentowany
przez linig Tamang OB’ A" B.

Podobnie jak dla pierwszego obciazenia, w trakcie odcigZenia od punktu 4,
zmiana odksztalcenia Ae! jest sumg odksztalcenia pojedynczej sprezyny deg=Aot J
(oraz odksztalcenia elementéw, ktorych warto§é graniczna jest mniejsza od 1/246!
(rys. 7b). Zatem odksztalcenie calkowite Ae! jest postaci

Aa‘

(2.11) Aet=Agt Jy+ f (—_s)]”(s) ds.

Po scalkowaniu, wykorzystujae oznaczenia (2.6) 1 (2.7}, otrzymamy -
Aet

{2.12) At =2E1~ 51

Rozprawy Ingynierskie — 8
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Rys. 7. Proces odcigzenia

Jezeli wprowadzi¢ w (2.8} oznaczenia '
AP=le—c|, do°=lo—ad,

to wzdr ten przyjmie postac

(2. 13) : A =E (4a°).

Z poréwnania (2. 12) 1 (2.13) widaé, ze galaZ krzywej 4B mozna otrzymaé z gal@m
0A przez jednokladno$é w stosunku 2 (jest to regula MasiNGa [8]). Regula ta jest
Zobrazowana na tys. 8. Kazda z poléwek cyklu ABC oraz ChA jest Jednokladna
W stosunku 2 do krzywej obciazenia w plerwszym cyklu OMA. Mamy w1q;c P B 2MP.

Rys. 8. Regula Masinga [8]
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Nalezy zauwazyé, ze modul styczny w otoczenin na prawo od wszystkich punktéw
inwersji jest taki sam, jak modut styczny na poczatku pierwszego obciazenia
i Towny G,

Wprowadzimy pojgcie pamigei dyskretnej [8]. Mozemy zaobserwowac, Ze w punk-
cie inwersii A (rys. 7a) model odnajduje swoje wlasnoéci, ktdére posiadal w punkcie O
w stanie poczatkowym. Z rys. 7b wida¢ réwniez, ze model zachowal w pamigei
stan inwersji (g4, £,) i to dzigki punktowi 4" diagran linii stanu mechanicznego.
Stan fen bedzie zachowany przez model tak diugo, az dol=lo—0,4l=06,—0 nie
przekroczy wartodel 240%=2|0,-g4l=20,.

Rozwazymy obecnie dwa rézne przypadki obcigzen cyklicznych.

Privpadek A. Rozwazmy przypadek ewolucii cykliczne] takiej, ze kolejne cykle
maia coraz to mniejszg amplitude: 246°> 4ot > Ac? > ... (przypadek przedstawiony
na rys. 9). Oznaczmy kolejne galezie cyklu przez ky, ki, ..., . W przypadku takiego

40
Y

=1

k=0 k=3

= ko=t

B
Rys. 9. Koleine cykle o= (g) (przypadek A)

cyklu dzigki diagramowi o—s, mozna okresli¢ cigg dyskretny standéw odniesienia
dla po%z‘czegolnych punktow mwersy Na rys. 10ab,c i d, przedstawiono linie
stanu mechanicznego modelu dla kole_]nych galezi obcigzenia cyklicznego ki, i=1, .
. 4. Kolejne stany odniesienia of przedstawiaja kolejne punkty zalaman hnu
stany mechanicznego (por. rys. 10a,b,c 1 d). I tak (rys. 10d) otrzymamy

0__ ; P 2 __ - 3. 4.
op=0, oy=04, Op=0p, Op=0c, Cp=0p.

Odpowiednie odksztalcenia ef odezytujemy z wykresu 9. Aktualne wielkoSci napre-

senia i odksztatcenia sa okre$lone nastgpujacymi wzorami:
g=0%+(—~1) Ag*,

(2.14) *
ez=gh - (— 1) Ak,

Zwiazek miedzy naprezeniem o i odkszialceniem & jest zdefiniowasy jak poprrednio
(wzory (2.12) i (2.13))

(2.15) A=k (4" w),
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Rys. 10. Linie stanu mechanicznego modelu dla kolejnych gatezi obeigzenia cyklicznego ki
(i=1,...,4) '

gdzie w jest parametrem m Masinga i przybiera warto$§¢

(2.16) w=1 dla pierwszego cyklu, jezeli k=0;
| w=2 dla n-tego cyklu, jezeli £>0.

W rozwazanym przypadku {(tzw. prostej ewolucji cyklicznej) w celu okresfenia
zaleznodci migdzy naprezeniem o i odksztalceniem e wystarczylo uzycie jedynie
regulty Masinga, '

Przypadek B. Rozwazmy inny przypadek ewolucii cyklicznej. Przyjmijmy, #é -
po pierwszym obcigzeniu wezdluz drogi OA do wartofci ¢, — odcigZenie wzdtuz -
drogi 4B (rys. 11) w modelu powiekszono naprezenie o intensywnosci wickszej od.
o, Wiadomo, e galezie ewolucji cyklicznej 4aB i BBA mozna otrzymal przez. .
jednokladno$¢ w stosunku w= 42, ze Srodkiem w punkcie P, przy czym ﬁﬁﬂ
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= ~2pp. Jezeli uzyé jedynic regule Masinga, to po przekroczeniu napregenia oy
otrzymaliby$my droge BAAD. Taka ewolucja nie odpowiada jednak rzeczywistym
wlasnociom materiatu. Jezeli naprezenie wzdinz drogi BSA rosnie ponad punkt 4,
to powinno ono rosna¢ wzdtaz drogi AC (kidéra Zostala otrzymana w przypadku
prostego obeigzenia monotonicznego OAC), a nie wzdhuz drogi AD, bedgcej prze-
dtuzeniem tuku BfA. Droga BRAC jest zlozona z dwdch odcinkéw: BfA 1 AC.
Zatem do poprawnego okredlenia cyklu O4aBfAC nalezy, oprécz reguly Masinga,
wylkorzystaé algorytm opierajacy si¢ na pojeciu pamicci dyskretnej. Koncepcja

G

Rys. 11. Drugi przypadek ewolucji cyklicznegj (przypadek B)

pamigei dyskretne] moze by¢ wprowadzoua w nastcpujacej formie. Stan A zwany
stanem inwersji musi byé ,,zapamigtany” wzdluz drogi 4eBf4 i moze byé ,,wy-
mazany”, jezeli obciafenie bedzie rosna¢ wzdluz drogi AC. W taldm przypadku
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cata droga AaBfA jest zapamigtana. Z diagramu o==0 (s) moze byé wysnuty odpo-
wiedni algorytm. W trakcie poprawnego opisu zaleZnofci naprezenia ¢ od odksztal-
cenia & rola algorytmu polega na ,,wymazaniu” z linii stanu mechanicznego punkiow
zalomu A i B (rys. 11b). Otrzymamy zatem zwigzek pierwotny

217 A9=E (469, k=0, o=l,
czyh zalezno$é (2.13).

Jezeli bedziemy rozwazali przypadek obcigZenia monotonicznego o duzej ampli--
tudzie, przekraczajace] ewolucie cykliczng, takiego, Ze 240° < do* < da?..., to dzigki

algorytmowi, opartemu na diagramie o==0¢ (5), punkty zalamad na linii stanu me- -

chanicznego sg kolejno wymazywane.

Zmiang parametru o oraz kolejne stany naprezenia ok, (stany odmesmma od-
cinkowo stale w trakcie dowolnej ewolucji cyklicznej) dla przypadku obcigzenia
cyklicznego 4 pokazano na rys. 12a; natomiast dla przypadku B (dla poprawnej
drogi obciazenia AC) na rys. 12b.

Nalezy zauwazyé, e model symboliczny skladajacy si¢ z réwnolegle polaczonych
clementéw (sprezyna i suwak cierny polaczope szeregowo, rys. 13) prowadzi do
rezultatéw podobnych do przedstawionych na modelu poprzednim. Korzystne jest

wh a b
. W
2z B‘ Di E‘C T'B X
P '
X £ 2?. B A
T —=1A L c
il ‘l 1[! Ii
D [ | [ ! |
= 0! : >
2 €p Ea g
k
Gpd O:
Bl A OA B & !A
DG
E
D . E ¢ ®
e — G+ 1
B Cv B B B A

Rys, 12, Wykres parametru « oraz kolejne stany napreZenia uf{, a) przypadek A, b} przypadek B
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tutaj wprowadzenie oprocz wartoSci granicznej napreZenia 5, graniczne] wartosci
odksztaleenia e, poczgwszy od ktérej suwak w danym elzmencie zaczyna si¢ poruszac
{(e=25/G). Ostatni element sktada sie jedynie ze sprezyny, ktores sziywiosé 0ZACZor O

przez .

G'I .GZ Gn G

-

Rys. 13. Model symboliczny skladajacy sig Z clcm_entéw polaczonych rownolegle

Przeprowadzimy rozumowanie w sposéb analogiczny do przypadku modelu
SZETEgOWREgo O nieskoficzonej iloéci elementow, oznaczajac przez g'' (¢} funkcje
definicjujaca miarg sztywnoscl g’ (s) de elementow, ktérych graniczne odksztal-
cenia sa zawarte miedzy e i e--de. Zauwazmy, ze dla pierwszego obciaZenia mono-
tonicznego, wzdtuz drogi 04 (rys. 11) zaleznoéé o=o (¢) jest taka, % mamy

2.18) g (=g (520, g" @)=0,

¢ zyli krizywa o (¢) jest wypukla wegledem osi &

7 definicji modelu réwnoleglego (wzdtaz drogi OA) naprezenie @ jest sumag
dwéch skladowych o, i o, odpowiednio zwigzanych z parg spreZyna-suwak cierny,
ktéry nie porusza sig albo ktéry sig porusza. Wyraza sig to przez relacje

(2.19) L o=0;16,,
pdzie dla elementéw, ktérych granica e nie zostala osiqgnigta
(2.20) o=CG, et j’?sg” (e) de;
0
dla elementéw, ktérych granica e zostala osigghigta
(2.21) gy= f eg'’ (e) de.
Zatem ’
(222) o(e)=0, &+ f eg'’ (e) de-|- fm eg' {e) de.
h .

Po scatkowanin, wykorzystujge warnnki

(2.23) g(0)=0, g'(0)=0,
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otrzymamy
(2.24) a=Gy 5—g (e)=5 (¢).

We wzorach tych wprowadzono oznaczenie
X oo
(2.25) Go=G,+ [ g (c) de.
0
Zatem droga 04 jest okreflona przez podanie g. Wzér (2.24) jest podobny w formie

do wzoru (2.4). Przeprowadzajac identyczne obliczenia dla przypadku drogi A«B
(rys. 11) otrzymamy

g, g—g, E—gy
(2.20) U—U,1=2Gu( ) )«-Zg( 3 )===2S( 5 )
lub te,
Ag?
(2.27) Aol =28 WE

analogiczny w formie do wzorn (2.15) (tutaj k=1, w=2).
Otrzymamy identyczne wyniki dla kolejnych cykli. Zatem mozemy przypuszezad,
e nie jest ograniczajace przyjecic wykresu o (€), majacego- aspekt rodzaju krzywej

G

Q'Y%l' . 5

Rys. 14. Wykres o=o (g}

spreZysto-plastycznej (rys, 14). W tym celu mozZna wybraé prosty definicje dla dfogi
OA, np. za pomocy funkcji tangensa hiperbolicznego,

i
(2.28) o (&)=Y, th (s —) )
Yo
gdzie ¥, odgrywa rolg granicy plastycznodci przy czystym §cinaniu, p role moduta
Semania. Nalezy zwrécié uwage na fakt, fe wartosé ¥, zostaje osiagana przez model
Jedynie po nieskonczenie diugim czasie.




O FALACH PRZYSPIESZENIA W OSRODKU SPRRZYSTOPLASTYCZNYM,,, 413

Oczywicie réwnowaine jest przyjgcie w rozwazaniach definicii rézniczkowed
postaci

" do [1 ( o )2] de

2.29) | a Y,/ Yat

ze wzgledu na fakt, ze wlasno$ci powrotu do stanu poczatkowego pozwalajg przyjat
o (0)=0 1 £ (0)==0. Réwnanie (2.29) mozemy réwniez napisaé w inngj postaci

”3 do de ( 7 )( ds)

(2.30) dr,u—dt'i“—-'f,g O‘EG’.

Aby moina bylo przy uzyciu réwnania (2.28) opisac droge obciazenia taka jak
OMAa BS AC (rys. 11), nalezy réwnanie to uogélnic w nastepujacy sposob:

:
(2.31) . Ao=oY, th.(AS }L——),
wY,

przy czym w==1 Iub w=2 pod warunkiem, Ze bgdzie spelniona regula nastgpujaca:
op=0, w=1 ¥MeO4,

or=0,, w=2YaeAdB,

or=0y, w=2YfeBA,

oy=0, o=1 YM' c AC.

(2.32)

“Podobnie, jak poprzednio, rézniczkowa posta¢ réwnania (2.31) jest nastepujaca;

dAo [1 ( Ao )2] dAe
(233) da U T Y, dt
lub te# jej rownowazna
s ddc dde ( 7 )( dds)
(2.34) - 7R + AL do 7 Ao,
przy czym
| de, do’,
(2.35) =0, =0,

Postaé rézniczlowa jednowymiarowego réwnania konstytutywnego (2.30)
sugeruje proste wogdlnienie na przypadek zaleZnofci tensorowych. Mozemy zatem
réwnanie to napisaé w postaci

(236) o 36:#@%—(——;‘2) (D)o

oraz réwnanie (2.34) w postaci

2.37) Fe=p@+(~ @Yoy [(6— o) D] (6—00),
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gdzie & oznacza symbol pochodnej obicktywnej. Oznaczajac przez @ wewngtrzng
dysypacje,

238) P=(c=01) 2
OTaz prace o, parametr

(2.39) ay=— pf(0¥o),
otrzymamy z (2.37) réwnanic postaci

(2.40) Fo=ud+a, P (6—og).

Mozemy w dalszym ciagu rozwazyé schemat rownan, ktdrego czgéé izotropowa jest
zdefiniowana przez rownanie

3
(2.41) 5 () =622,

{gdzie A 1 p sa stalymi Lamego) oraz cz¢$é dewiatorowa (7deﬁn10wana w ukiadzie
wspéhizednych konwekcyjuych) przez

(2.42) Fo=2uG+d, & (G—axr)>

gdzie oznaczono

(2.43) | P=tr{g—ox) D .

Przyjmujemy w rozwazaniach warunek plynigeia Hubera-Misesa:
1._

(2.44) J 2—5 =Y.

Przy odpowicdnim wyborze trzech wartoSci 4, pi, @ réwnania konstytutywne
(2.40) opisuja zachowanie sie materialu, niewrazliwe na zmiang czasu ewolugjl,
réwnania nie uwzgledniajace lepkosei materiatu. W zwigzkn z powyzszym w dai-
szych badaniach, zwigzanych 2 propagacja fal, nie bedzie sie wprowadzaé roz-
rézunienia miedzy powolnymi wymuszeniami dynamiczoymi oraz wymuszenizmi
typu uderzeniowego. Proponowany schemat konstytutywny jest prawie sprezysty
w zakresie bardzo matych odksztalced i prawie plastycany w zakresie deformaciji
dostatecznie duzych. Zatem nie obrazuje on materialu, ktéry jest catkowicie spre-
Zysty ani calkowicie plastyczny. Odpowiada to wspomnianej wlasnofci modelu
o nieistnieniu odwracalnych trajektorii obcigZenia.

3. FALE PRZYSPIESZENIA W CIALACH STAEYCH

W analizie fal przyspieszenia wykorzystuje si¢ metode Hapamarpa [13] — wa-
runkéw zgodnosci na powierzchniach nieciaglofci. Mozna rozrézniaé cztery rodzaje
powierzchni niecigglo$ci w zaleZnodci od stanu materialn (F— sprezysty, P—
plastyczny):

1) fale sprezyste E—E,

2) fale plastyczne P—P,
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3) fronty ,,fal” odcigzenia P-E,
4) fronty ,,fal” obciazenia E-P.

Rozwazmy ruch powierzchni S wzgledem stanu poczatkowego cial. Niech
@ (a', ) bedzie funkcja wspdlrzednych Lagrange’a @ otaz czasu f, kidra pozostaje
ciagla przy przejéciu przez powierzchnig S, lecz miektdre jej pierwsze pochodne
wzgledem o oraz ¢ sa nieciagle na S. Pochodpe te nie sg od siebie niezalezne, 53
powiazane zwigzkami zgodnosci kinematyoznej.

Zwigzki zgodnodcl kinematyczne] HADAMARDA [13] (por. réwiie [16]} moZzna
przedstawi¢ w postaci '

dp(a',) ‘ : .

{3.1) H——é?— ” ®n(d, N2, 1) [[grad w(d, t)]|=0 ,
odzie Q (d', 1) jest predkodcia poruszania sig powierzchni S (predkoécig fali) w sto-
sunku do ofrodka w konfiguracji odniesienia, n jest wektorem jednostkowym nor--
malnej do S zorientowanej w kierunku propagacji powierzehni; |[¥]|=¥* P~
oznacza nieciaglo$é funkeji ¥ przy przejéciu przez S; symbol @ oznacza iloczyn
1eNSOTOWY. k

Zajmiemy si¢ wylacznie badaniem fal przyspieszenia, t, fal niecigglodei rzedu
drugiego (ciaglo$é przemieszezen i predkoéei; natomiast nieciaglo$¢ przyspieszenia).

3.1. Fale przyspieszenia w anizotropowym oSrodku spretystym

Przypomnijmy pokrétce klasyczny problem propagaciji fal w o$rodku sprezystym,
poniewas wynika z niego W sposcb prosty analiza fal plastycznych. JeZeli oznaczymy
przez & przemieszezenie punktu materialnego, przez v jego predkodc i przez y przy-
spieszenie, to tensor deformaci bedzie mial postaé {mate odksztalcenia sprezyste)

.
H aaj 36!; '

(3.2)

Réwananie ruchu jest postaci
{3.3) —;—prr—“—‘O,

gdzie p oznacza mas¢ objetodciows, y,=9; oraz o, tensor napreZzenia. Réwnania
konstytutywne sa postaci '

3.4 Gy y=Lysn £ »

gdzie L, oznaczaja wspolezynniki sprezystofci, ktore spetniaja nastgpujace wa-
runki symetrii:

{3.5) Ly =L ye=Lipn==Lysss -
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Metoda badania fal przyspieszenia polega na dwukrotnym zastosowaniu zwiazkéw
zgodnosci Hadamarda (3.1): do pola predkosci v i do pola napreZenia . Otrzymamy
zatem dwa nastepujgce réwnania:

(3.6) Bl m+2 i[os, 1l =0, o lln+82 Moy, 11=0

Réwnania te wraz z réwnaniem ruchu (3.3) oraz dzigki symetrii- (3.5) prowadza
do nastepujacego rdwnania:

(3.7} Bax Ilvdl=p 2%yl 5
gdzie oznaczono By e=l, .. n;m,.

Jak latwo zauwazy¢, wielkodcl pQ* sa warto$ciami wlasnymi macierzy B==[B,],
wektory |[y]] sa odpowiadajgcymi im wektorami wlasnymi. Z symetrii macierzy
L,y wzgledem par indekséw Ak 1 if wynika, ze macierz B jest macierza symetryczna.
Zatem jej trzy wartofcl wlasne sa rzeczywiste i wektory wlasne sa ortogonalne.
Ponadto warto$ci wlasne sg dodatnie, skad.wynika, %e trzy predkodci propagacji
fal Q sy rzeczywiste. MozZemy zatem stwierdzi¢, ze dla kazdego kierunku normalne;
do powierzchni fali w stosunku do ofrodka (macierz B zalezy od tego kierunku)
istnieja trzy mozliwe predkodei 2 i odpowiadajgce im wektory |[y]| sa ortogonalne.

W przypadku izotropowego ciata sprezystego mramy

(3.8 Birm= (A1) 1y et pedy

Jezeli obierzemy kierunek Oa' réwnolegly do normaloej do fali (i =1, n,= n,=0),
to macierz B bedzie miala jedynie niezerowe elementy gléwnej diagonali, réwne
odpowiedaio B,,=1+42y, B,,=B,5==p. Zatem jeden z kierunkéw gléwnych jest
prostopadly do fali, dla ktérego pQ?==i-+2u (fala podiuzua); dwa pozostale sa
dowolne w plaszezy’nie stycznej do fali, dla ktSrych pQ*=yu (fala poprze czna).

3.2. Fuale przyspieszenia w osrodkach piastycznych

Zaktadamy istnienie potengjatu plastycznego f(oy) identycznego z warunkiem
plastycznode; tak wiec deformacja plastyczna jest zdefiniowana za pomoca wzoru
nastepujacego:
af
3 g3

daﬂk > 0

oo

oy L.
(3.9) de? =g T

oo, dcrhk) c%la
gdzie g jest funkcja dodatnia wspé{rzqdnych tensora o.

Rdéwnania Prandtla-Reussa (przy quoZemu Ze e;=¢{;bel, oraz oznaczeniu
8f100,=t,,=fy) prasimuja postas -
(3 10) =My Grg 8 foy fie O

gdzie v;; oznacza predkosé deformacji ;=1/2 (9, ;+v;,) oraz gdzie M,,, ma
te same wlasnoSei symetrii co L, . Réwnanie (3.10) moZna napisaé réwniez w postaci

(3.11) v M O
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gdzie
3.1 2} M:,-mzﬁ sine & Jis Jor -

Nalezy zauwazyé, Ze f; fix maja te same wiasnosci symetrii co macierz Ly {por.
(3.5)). Zatem macierz M; e A wszystkie Wiasnoscl macierzy wspdtezynnikow
sprezystodel Ly, 1 W zwiazku z tym moina wykorzystac wszystkie wyniki analizy
fal sprezystych. Mianowicie, dla kazdego kierunku normalnej do powierzchni fali
istnieja trzy mozliwe predkoded fal i odpowiadajace im wektory |[y]| sa ortogonalne
wzgledem siebie.

W identyczny sposdb z przypadkiem sprezystym, mozemy otrzymaé analo-
giczne wzory do {3.7):

(3.13) BEY {lyeli=pQ* Iyl
gdzie obecnie
(3.14)_. ' BEY=eB, ~-ray ap,
przy czym -
1 1 .
(3.15) P +Lmnr.s v Jrss @=Ly Fo My

J. ManpEL [16] wykazal, 2e predkosci fal plastycznych Q(pl) $a rzeczywiste
i w stosunku do predkosel fal sprezystych podiuZnych i poprzccznych znajduja sig
w nastgpujgcych przedzialach:

G16) Q<R <PV 2, <0<,
gdzie £; sg predkosciami fal sprezystych (przy zaloZeniu, Ze Q> Q,>£2,).

Widaé zatem, Ze predkosé trzech fal plastycznych, dla okreflonego kierunku'
normalnej do powierzchni fali, sg przedzielone przez predkosci fal sprezystych
i co najwyZzej sa im rowne,

W przypadku gdy ofrodek w chwili poczatkowej jest izotropowy i wzmocnienie
jest réwniez izotropowe oraz gdy w zakresie deformacji plastycznych objetosé ciata
nie zmienia si¢ (3 f;=0); predkosci propagacii fal plastycznych sg nastepujace [16]:

@17) o= >

Jest to predkoscé propagacji. pdprzecznych fal sprezystych (odpowiada ten przypadek
neuiralnej fali poprzecznej) oraz

(.18) Qg?l)g]/ £ <aong l/ﬁ‘iﬁ .
| P p

Zagadnienie okreflenia predkodei frontdw ,.fal” obciglenia plastycznego jak tez
frontéw ,,fal” odcigZenia bylo badane szczegstowo w pracy [16] (por. réwniex [25]).
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Z badas tych wynika, Ze predkosé fal odciazenia ©% nie jest mmniejsza od odpowied-
niej predkoéei fal plastycznych i nie jest wigksza od predkosci fal sprezystych:

(3.19) MRV, i=1,2,3,

natomiast fale obciaZenia plastycznego moga sig¢ propagowac z réznymi predko$é-
ciami, Moga one byé nawet wieksze od fal sprezystych podhuinych Q,:

(3.20) 2,00, 0,000, 2,<0PY.

4. PREDKOSC PROPAGACIL FAL W OSRODKU SPREZYSTOPLASTYCZNYM W ZAK RESIE.
SKONCZONYCH DEFORMACTE

Badania nad propagacja fal w tréjwymiarowych ofrodkach niesprezystych, za-
poczatkowane w 1960 r. przez J. ManpeLa {16 1 17] byly kontynnowane w latach
70-tych przez T.C.T. Tinga [26] dla przypadku ofrodkdéw anizotropowych, przez
W. K. NowAckiego [20] w przypadku fal W gruntach sprezysto-plastycznych,
B, RamEeckisco [25] w przypadku fal prostych w metalach (dla procesu izotermicz-
nego i adiabatycznego), R. DzigcIELAKA [5] oraz R. Kuca i W. K. NOWACKIEGO [15]
w przypadkach sprezystego ofrodka konsolidujacego. 7

Dalsze badania w tym kierunku dotyczyly o$rodkéw niesprezystych z uwzgled-
nieniem skonfczonych deformacji. Nalezy tutaj zacytowaé nastgpujace nazwiska:
M. M. BALABAN, A. E. Green, P. M. NaGHDI [2], Y. d’Escatoa {4, 7. R WiLLIs
[27], M. Prau [23] i V. H. NGuyen [18].

Obecnie juz nalezace do klasycznych, wszystkie te badania majg wiele punktéw
wspdlnych. W pierwszym rzedzie w pracach tych rozréinia sie zagadnienia pro-
pagacji fal plastycznych i propagacji frontow ,,fal obcigZenia” plastycznego oraz
frontéw ,,fal odcigzenia™ (sprezystego). Z drugiej strony, gléwnynt celem jest otrzy~

! manie zalezno$ci pomi¢dzy predko$ciami fal sprezystych § predkodcei fal plastycznych.
Nieliczne sg natomiast prace dotyczgce zmian amplitudy fal Sp[QZyStoplaStYCZHYCh
zarowno podiuznych jak i poprzecznych.

We wszystldch tych pracach pierwszy etap analizy polega zaWSze na dwukrot-
nym zastosowaniu zwigzkéw zgodnosci kinematyeznej Hadamarda (dla pola pred-
kosci oraz dla pola naprezenin ktére, to pola zaklada sie, Ze sg pelami cigglymi,
natomiast o nieciaglych pochodnych), z jednoczesnym wykorzystaniem réwaan
ruchu osrodka, przy danych réwnaniach konstytutywnych.

W pracy P. GueLin, W. K. Nowackx [9] zbadano wplyw dysypacji spowodo-
wanej histereza materialows na predkoé¢ rozprzestrzeniania sig fal przyspieszenia.
Wielokrotnie juz wykorzystywane w analizie réznych przypadkéw guasi-statycznych
wzigcie pod uwage dowolnych obciazeni cyklicznych jest szezegdlnie interesujace
w zagadnieniach rozprzestrzeniania sig fal. Zmiany napresefi wystgpuja bardzo
czgsto w zakresie przejéciowym miedzy sprezystoscia i plastycznodciy przy istnieniu
efektéw wzmocnienia materiatu. WeZmy pod uwage bardzo prosty przypadek
obciazen cyklicznych. Rozwazmy prébe rozciggania-fciskania prébek ze stali
»inox”. Zaktadamy bardzo mate odksztalcenia zmieniajace si¢ okresowo miedzy
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dwiema wartoéciami &, i &, Z predkodcig deformacii rzedu 10~% ™ W tych wa-
rankach doéwiadezed mozna natychmiast zauwazy¢ {6, 7 i 28], e wigksza cze$é
,Zycia® probki jest scharakteryzowana przez okresowe oduowienie whasnosei me-
chanicznych: pewien rodzaj ,stanu réwnowagi” lub tez ,,stan stacjonarny” jest
reprezentowany przez ustalony powtarzalny cykl histerezy — np. 9500 razy na
10.000 mozliwych cykli przed zniszezeniem prébki, To odnowienie wiasnoSci me-
chanicznych, trwajacych podezas 95% ,,7ycia” probki zasugerowalo uzycie w ba-
daniach réwnan konstytutywnych opierajacych si¢ na obrazowym przedstawieniu
w postaci nieskoficzonych szeregéw modeli symbolicznych, skiadajacych sig z ele-
mentéw sprezystych oraz suwakéw ciernych Tak wige w pracy [9] wybrano ten
opis zachowania sig materiatu, oparty na badaniach do$wiadczalnych, w ktérych
obserwuje sig periodyczne odnowienie wlasnoéei mechanicznych materialu pod-
danego obcigzeniom cyklicznym [28]. -

Zbadamy problem rozprzestrzeniania si¢ fal przyspieszenia w nieograniczonym
izotropowym ofrodku tréjwymiarowym. Rozwazania przeprowadzimy w ukladzie
wspolrzednych konwekcyjnych. :

Niech S oznacza poloZenic fali w przestrzeni w chwili ¢ oraz S, jej polozenie
w chwili #, (rys. 15). W celu identyfikacji punktéw materialnych wybierzemy trzy

0 o

Rys. 15. Propagagja powierzehni nieciagtodci w ukladzie wspolrzgednych konwekeyjnych g,

liczby &¢ odpowiadajace poszczegéhlym wspotrzednym kartezjaniskim punktow

materialnych w BO, tj. x*=x%(&¥). Ruch punktu materialnego M jest opisany przez

x*=x% (&, 1), a jego aktualne polozenie (w konfiguracii B) jest okre$lone nastgpujaco:

4.1) OM (&, y=x* (", 1) e,=x" (&, 0) e, 1 (&% 1) s,

gdzie e, s3 wzajemnie ortogonalnymi wektorami bazy w ukiadzie nieruchomym.
Wektory bazy w ukladzie konwekcyinym sa nastgpujace:

ax* (&%, 1) 20M
P €,= et

2= (ék! t):: (éks t) H

(4.2, o

&

x
o --0. 3 — e—
g8.=8: (é » O) Bé" €y
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odpowiednio w konfiguracji aktualnej B i poczatkowej B®. Kontrawariantne wek-
tory bazy sq zdefiniowane jako: g'=g" g,, gdzie g' jest kontrawariantnym tensorem

metrycznym.
Predkoéé punkin materialnego M okreflimy w nastepujacy sposéb:

de(@r) e e |
d T o

4.3) V(& )= e, =, (5 1) gl=o' (&5, 1) g; -

Przyspieszenie puaktu materialnego jest okreslone wzorem

» vy Par(Eh)  dmE) d0e)
“-4) Y5 T T e ST e T e

Biorge pod uwage, e

g, dg' .
= A S
4.5 5 v, g, oraz Y v, e,
otrzymamy
4.6 (3_.”* k) . (aﬂt-i- )
(4.6) Y= En — U ot 'U'Uk gi»

gdzie przecinkiem oznaczono pochodna kowariantng.

Tensor deformacji w ukladzie wspdtrzednych konwekcyjnych (M, g, g’) jest
postaci

1 .
4.7) €= ey & ) ~2u (& 0lg®e.
Predkos¢ odksztalcenia @ bedzie wyraZona wzorem
1 .. . 1
(4.8) 2= (@ grtE 8 O =7 (10,0 PR,

a predkodé obrotéw bedzie wynosita

1 .. o i ,
4.9 9-=f2~ (g: g~ g) g‘®gf=5(ﬂ:,r-ﬂj.i) g'®e.

Réwnanie ruchu, ktére jest zdefiniowane w ukladzie wspolrzgdnych (0, e,)
przybiera w ukladzie wspétrzednych konwekeyjnych postac

(4.10) pY=0" ;s

- gdzie p oznacza mase objetosciows w koofiguracii aktualnej.
Zasada zachowania masy ma postaé

(@.11) pe (O)=pog (0), g=(det(g,D*,

przy czym p, oznacza mase objctosciows w konfiguracji poczatkowej.
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Réwnania konstytutywne (3.8) i (3.9), przyimujac np., Ze operator % oznacza
(4.12) Ye=6—Lo-ol", gdzie L=92+Q

(pochodna Oldroyda), przybieraja w skizsdowych kontrawariantnych tensora na-
prezenia — nastepujacy postad:

do'd Bt g
3[ - mis

(4.13)
gdzie ‘
(4'14) Bijm.!=lgfj gm[+# (gim gji+gil gjm)_i_ao Aaij Agml__ zgjm O.I'I .

Zwigzki zgednodcl kmematycznq Hadamarda (3.1) dla pola predkosci v przyj-
mujg postat (g—v)

Jv
{4.15) t[@t] ®ueto [[grad vi]=0 -
ub tez w skladowych
(0, ") , 1
(416) ] T g -|—Cuf{1?m,1gm®g“m0.

Wykorzystujac (4.4) oraz fakt, e na froncie fali przyspieszenia wektory bazy g
sa ciggle, otrzymamy

(417) l[’})ﬂl:ﬁ (gm®g[) n[+ w |{7)nu!]E g'"®g120 N

stad ottzymamy réwnanie

(418) i[ym}l m+o [['z)m: EHZO
iub tex
(419) I[,},a]l Bam ?’!fl" @ i['@f?ll+‘gfrli]i =0 *

Réwnania Hadamarda (3.1) dla skiadowych kontrawariantnych tensora napreZenia
Cauchy’ego o przybiorg posta¢ (p—oo=c¢" g,®g;) oraz gard o=c" g,0g,®g",

J ) .
(4.20) [79; (6" g,@ g;)] Qm g-lw |0’ g,Qg,0e*=0.
Poniewaz
: dotd J
{4.21) (a ge@EJ)—' gi®gj+a j"“ (&@gj)

datd
== 5®g+0" Y, 5. @8 0V, 8B,

Rozprawy InZzynierskie — 9
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oraz z faktu, ze na fali przyspieszenia g; oraz o'l sg ciagle, otrzymamy
5]
ot

Wykorzystujge réwnania (4.8) i (4.9) oraz majac na uwadze fakt, Ze o', =g" 0,,,
i of =gie,, , otrzymamy

@ 2

Uwazgledniajac réwnania ruchu (4.10) réwnania Hadamarda dla pola naprezenia
prowadza, do postaci

[ datd ]
dt
Rozwazymy kolejno trzy przypadki szezegolne propagacii fal: przypadek fal

plaskich przy zalozeniu kinematyki bezobrotowej, przypadek kinematyki dopusz-
czajace] obroty oraz przypadek fal sferycznych.

2,08, m g+ [0 £ Qe g+

4.22)
+o¥ |27 )] g Q0 gQm g+ o [0l 5,0g,@2° =0,

10" [D et 21| 87 -0 1D+l g™ 1 o0 [0} ==0.

(4.24) 1546 [ Dy 2]l 877 140" [ Dras+ 2] g 1 +-00p (111 =0

5. FALE PLASKIE

7 zalozenia plaszezyzna fali jest prostopadia do wekiora e, (rys. 16) i wspoi-
rzédne materialne konwekcyjne x* sg identyczne ze wspdtrzednymi poczatkowymi

g?

Rys. 16. Fala plaska (kinematyka bezobrotowa)
kartezjaniskimi x%, poniewaz wektory e; i g; (€%, 0) sa réwnowazne. W bazie ¢, uktadu
stalego skladowe tensora odksztalcenia sa nastepujace;

1{du, Jdu; Juy duy ..
(.1 RS é“g,f+géi‘+-5gf 56—’) E=xY.
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Tensor metryczny ma rézne od zera elementy diagonalne: g4, g2, =g33=1. Tensor
naprezenia Cauchy’ego ma jedynie hiezerows skladowg ott, Diugoéé ds elementu 4&*
jest rowna: ds::]/ g, d¢* oraz skiadowe wektora jednostkowego prostopadiego
do plaszezyzuy fali s nastgpujace:

8.;9 1
]/gk[ % o

gdzie ¢ (&, &2, £3)=¢ =const=0. Jedynie niczerowy skladowy kowarlantnq wek-

tora nJestnl_—I/ygll ny=n,=0. W konsekwencji otrzymamy n'= l/gll n?=n>=0.

]’I-"‘

i 5 nizgik Hy s

5.1. Kinemaiyka bezobrotowe

W przypadku kinematyki bezobrotowe] (2=0) réwnania Hadamarda (4.19)
dla /=1 oraz (4.24) dla j=1 redukuja sig do postaci

(5.2) 1N gumte 1/ g1 1{Dua =0,
(5_3)‘ {Bilr:|1+o.11 gi'n+gi1 gim} |[‘@m[]i_|_wp ]/g—ll ![yi]{=0

przy czym w réwnaniu (5.3) wykorzystano (4.13).
Z réwnan (5.2) i (5.3) otrzymamy

(5.4) l[yoc]i ot {B:lml —}-0'11 g;11t+011 gim}_w pgll E{V }l_
Qznaczajac przez
(5 5) Bi:gcun {Bil ml_I_G.J.l gir;1+o.t1 glm} ,

réwnaniu charakterystycznemu dla wyznaczenia predkodci propagacji fal o nadamy
postad

(5.6) ' ' B Il =? pg*t I[']] s
przy czym na podstawie (4 14) mamy
(57) Bll mi . Xgll g"d-"L"/.! (gun gll_l_g:l gim)_l_a AO"l Ao.ml 20'” gjm
Skad
’1=[ﬁ~+2ﬂ+ﬂo (45t g1)*1 8"

G-8) 3 oit, i :
B2,=B%=pug"! Bi=0 dla i#ea

Rozwigzujac vkiad réwnan (5.6) znajdziemy wzér na predkosci propagacii fal
szybkich 1 wolnych w nastgpujacej postaci:

Ty o lﬁﬁt_ 3i4 E/ 1
WL e/ Po {g11) 1+“i‘_{“_2 (45! 211)°,

~ 7; o't gu
Gy = 0 3f4 Vl_ i
1 }/Po (g11) 1

(5.9)
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przy czym
(5.10) B=y/g,; ®;
uwzgledniliSmy réwniez, Ze po=p /g, ;-

We wzorach (5.9) czynniki ]/ A2, Vﬁ wyrazaja wystepowanie we wiasnos-
ciach histerezy ewolucji guasi-odwracalnych. Wyrazy po i (g44)** odzwierciedlajg -
rolg zasady zachowania masy i zachowania pedu. We wzorze dla predkosci fal
szybkich @y wyraz ag (4'* g1,)? odzwierciedla koncepcie plasiycznosci. Natomiast
we wzorze na predkosei fal wolnych wyraz o't g4 wigZe si¢ z pochodng obiektywna -
naprezenia aktualnego Cauchy’ego.

Dla skladowych odksztalcenia £,; otrzymamy z (5.1)
duy 1 (31,;1 )2

(5.15) 811=a—1—+§' Il

oraz z (4.7) mamy g,;=14-2¢,, (bo gy, (&, 0)=1). Predkosci propagacji fal sa

du Suy \A P4
proporcjonalne do czynnika (g11)314=[1+2 é)xi +(—ax—i) ] . Jezeli np, odksztal-
cenia sa rzgdu |s;;}<0,3, to czynnik ten jest zawarty w przedziale [0,58; 1,48}
Nalezy zauwazyé, %e w przypadku $ciskania predkodei propagacii fal &, i @y sa
zwigkszone, natomiast w przypadku rozciggania — zmniejszone. Dla odksztalcers
rzedu |eq4(<0,01 predkosci propagacji fal sg zwigkszone o czynnik zmieniajacy sie
w gérnych granicach 10-2, Czynnik korekcyjny we wzorze na predkosé fal wolnych
@y pochodzacy z definicji pochodnej obiektywnej o'! jest pomijalny, poniewaz
a'fp jest rzedu co najmniej 103,

Rozwazmy teraz przypadek, gdy znajdujemy sig w poblizu granicy plyniecia. .
Przyjmijmy warunek Hubera-Misesa J,=1/2 66=Y3. Niezerowymi skladowymi
© tensora Cauchy’ego sa o' oraz ¢??=¢%?; zatem drugi niezmicnnik dewiatora
naprezenia jest postaci

1 3
Ta=7 0 g 87— (7" g1)”.
Czynnik korekcyjny we wzorze na predkosé fal szybkich pochodzacy od Zapropo-
nowanej koncepcji plastycznosei jest réwny

: %o z]= I L
(5.12) lim [l-i- FREy (dotlgyy) 1 T2 37, Js.

e

Na przyklad dla v=1/3 i gdy g;,~1 otrzymamy

(5.13) fim 3/1.;. /3 =l/§,
o V372 3

Zatem predko§é propagacji fal szybkich jest zmniejszona »0 mnoinik” zawarty
w przedziale [1; V213l
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Konkluzja: Dla odksztalced mniejszych od 1072 predkosci propagacji fal wol-
nych s bliskie y//p,, a predkosci fal szybkich sq zawarte w przedziale

BN i)
(5.14) _ ]/ig A
' AH-2n

ey
Po

Dila bardzo duzych deformacii {rzedu |;4]|~0,3) czynnik korekeyjny #p dla predkodci
fal wolnych jest zawarty w przedziale x,=[0,6; 1,5], a dla predkosci fal szybkich
moze zmieniaé si¢ w przedziale

2 2
zL=[0,6 5, 1S l/?]m[o,s; 1,21,

przy czym pierwsza liczba odpowiada przypadkowi rozciggania, druga za$ Sciskania,

Przyjety schemat konstytutywny wskazuje na to, ze predkoéci propagacji fal sa
na ogdl bardzo bliskie konwencjonalnym predkodciom fal sprezystych i1 moga sig
od nich réznié lokalnie tub w czasie o 10 do 209, i zmicniaja sie one bardzo wyraznie
w przypadku obcigZzen typu impulsowego, powodujacego odkszialcenia bardzo
duze (np. gdy |e;,1>0,2).

5.2. Kinematyka obrotowa

W przypadku kinematyki dopuszezajgce] obroty nalezy rownies przyjac, Ze
ptaszezyzna fali jest prostopadia do e; i przyjaé, ze x*=x. Zalozona kinematyka
daje nam D, 3=0,5=g,; =0 Jak poprzednio, jedyna skiadowa kowariantna wektora
normalnego »n wynosi # =1 /]/ 211, lecz trzy skladowe kontrawariantne sg w ogdlnym
przypadku niezerowe: n'==g'/)/g11.

Zasada zachowania masy jest wyrazona réwnaniem

{5.15) Po=p (211 822 823 —(g12)* £33 —(g13)* £221"2.

Zwiazki cigglosci kinematycznej Hadamarda dla pola predkosei (4.19) prowadzg
do zaleznodei:

dla m=2
(5.16) DM HL:]1==0,  {[D2,]]=0;
dla m=3
(5.17) HD 13l H[Qes]1=0, [P35l =0;
dla m=1
(5.18) g |lYlII+W [2]=0,
gdzie macierze g 1 W sg postaci
, £11 &12 Bis 100
(5.19) g=1821 822 0 |, W———"]/Eﬁw 020,
g31 0 gas ' 002
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oraz wektory y i @ maja skiadowe
(520) ’ YT=(7’1: y.?.’ 7}3)’ ‘@T:(Dlh Dle Dsl)'

Druga grupa réwnafi kinematycznych Hadamarda (4.24) — dla pola napregzenia
prowadzi do trzech zwigzkéw miedzy |[y]l i {[2] o postaci

(.21 V&t po 1|[¥]I+S {[2]/=0,,

gdzie elementy macierzy z.awierajac wyrazy typu g9 o* oraz wyrazy postaci
(A-+2p) g9 g Tub (A1) g g oraz Ag' Ad™:

Sy =(142p) g** g' " -ap 45 46*H,
S1a=2 (g% 0¥ — gt 0*)42 (11 20) g1 1 200 A5 A5,
S13=2 (g1 6" — g0 )42 (3-+24) g 813+ 20, 4511 4513,
Spu=g"? o't =gt o2 (A-+-2p0) g7 gt o AT A, |
(5.22)  Sp=2(g*2 0" —g't ") +2 (M) g7 g+ 2u 87 g1 4200 AGT? 451,
Spam=2g21 g13 (A4-)+ 200 AT 4513, :
Say=g®t o1t —glt g (A4 20) g% g1 ap 6% 451,
S3p==2g31 g2 (AF )+ 200 AT 4612,
S33=2 (g o1t —g't ¢*) 42 (A-+p) g*° g13+2ﬂ.311 g33+2ao Ag3t A3,

Oznaczajgc przez M==gS—)/ /g™l po IW réwnaniu charakterystycznemu nadamy
postaé ‘

(5.23) det M=0.

Nalezy tutaj zauwagyé, ze dzigki czterem réwnaniom Hadamarda dia pola pred-
kodci — wzory (5.16) 1 (5.17) — otrzymane réwnanie charakterystyczne (5.22) jest
réwnaniem jednorodnym.

Zbadamy poszezegdlne przypadki propagacji fal Scinania.

i) Przyjmijmy, ze w macierzy g (5.19) pominiemy wyrazy niediagonalne oraz
pominiemy w macierzy S (5.22) elementy korekeyjne typu o g¥* jak réwnie? ele-
menty pochodzace od plastycznodei materiatu — typu ap A6% Ad*. W przypadku
tym otrzymamy klasyczne wzory na predko$é propagacji fal sprezystych, przy czym
jedynie gestos¢ ofrodka w konfiguracji aktualnej p zastgpuje p, oraz istniejg, czynniki
korekeyjne postaci g'! 1 g?2. ' .

ii)  Przyjmijmy, Ze §cinanie przebiega w kierunku osi 0z (rys. 17). W prey-
padku tym mamy gy;=1 oraz skladowe tensora metrycznego g3 i gs; g réwne
zern, Réwnanie charakterystyczne (5.23) prowadzi do zerowania si¢ wyznacznika
macierzy M’, ktorej sktadowe sa nastepujgce:

M, =g (A+2p-po)tott—g't oly,
(5.24) M;2=.2g12 (1_|-.u)--2g11 0.'2.1‘|—2ao Agt? A&j_l,
M;1=-_g11 0'12+a0 A&ll AEIZ,
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Rys. 17. Plaska fala cinania

M, =2g" (u—po?)+2 (04 —g" 0%2)+ 20, 457 Adts,
gj@ Miy=2g"" (u—po)+20"",
"M;s:M;a:M;A:M;z:O'
(znaczajac preez

S=pw?,

2011 - oy
(5.25) a"—:ﬂ."‘ 3#'-{_?1?—‘0’11_0‘22_’_;{? (A&ll A&11+A612 A&lz),

1
ﬁ':@iji" {812 (14'#)'%‘% Aat? Agli—dzl 311] (o At Aty —6's gll),
z réwnania charakterystycznego ofrzymamy
(5.26) S=1 («T.V a*+48).

W celu dalszej analizy przyimujermy prosty stan naprezenia, pozwalajacy na badanie
predkosei propagacii fal w stanach naprezef bardzo bliskich powierzchni plynigeia,
Nale7y wyrazi¢ wyrazy typu op 45t Ad, (i=1, 2) jako funkcje drugiego niezmien-
nika dewiatora napreZenia J;. Moziiwe jest to jedynie wowczas, gdy jedna nie-
zerows, skladowa tensora naprezenia o jest sktadowa kontrawariantna &2,
W przypadku tym mamy
Fll=tr g=0, oYy=0%,=01%gs, 0°3=0,
(5_27_) - ol =0"%g1,, =0 g11, 511£522=%0’12321s.

3 __ 12 S R | —3 __ 2
Fla=—% 077 gy, 017072, 0 1=0 1,

J;=% tr g a=% (0'%)” [(g12)" +3211 g1zl
Nalezy zauwazyé, ze tak przyjety stan napqueni'a, ze wzgledu na schemat konsty-
tutywny, prowadzi do kinematyki, dla ktérej powinien byé spefniony warunek
D=9 _
_ Przyjety stan .naprqzénia (5.27) prowadzi do znikania w (5.25) wyrazé{:v
ay AG' A6, (i=1,2). Jezeli przyjmiemy ponadto w (5.25), Ze skladowe tensora
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napreZenia o sq mate w stosunku do 4 i g, to otrzymamy z (5.26) nastgpujace wzory
na predkosé propagagji fal:
dla predkoéei fal szybkich

A2
(5.28) wﬁ]/ ; £

dla predko$ci fal wolnych
(5.29) wyp=0.

Jezeli nie przyjmiemy zadnej hipotezy o mafoSci sktadowych o w stosunku do 11 g,
to otrzymamy wzory na predkoéei
dla predkosci fal szybkich

1
(5.30) w,A=]/7?—(l+2,u""012 g12— 1,

dla predkosci fal wolnych

1 — -
(5.31) wr=]/_p‘ [zt-aq (AO'IZ)Z 3’22/811—0'12 gi21+9],

gdzie oznaczono

2012 g3, [8"2 (-4 a0 (Adc'*Y g12—a*? gy, g11]
g [A-p~ ag (A6*?) g25/8" ] '

Jezeli przyjad, ze g, jest male w stosunku do 1 oraz iloczyn g, g5, jest bliski 1,
to otrzymamy na J, wzér

(5.32) ' g~ (0?2,

Z drugiej strony otrzymamy, ze g;./g '~ (po/p)>.
Zatem w poblizu granicy plynigcia otrzymamy

1 H
(5.33) 2 [1 (olp)— 2t ]
. WA It - T T =",
P T ! ol P i u
Mozna zauwazy¢, e wyrazy o's/p i &)y sa rzedu 103 i predkoéei propagacji fal
wolnych zalezy gléwnie od zmiany objetofel. Doswiadczenia cytowane w pracy [27]
wskazuja na to, ze wzgledna zmiana objetosci moze osiagaé wartodé 10-1, Ponie-
waz po/p=1—AV|V (4V >0), przeto otrzymamy

5.34 : ]/” av
(5.34) o)

Z przeprowadzonej analizy mozna jedynie wyciggnaé nastepujacy wniosek.
W poblizu granicy plyni¢cia predkos$é propagacji fal szybkich jest bliska predkoéei
propagacji fal sprezystych podiuznych, natomiast predkoéé propagacji fal wolnych
jest stosunkowo mala w pordwnaniu z predkoécia sprezystych fal poprzecznych.
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Poréwaamy otrzymane wyniki dla predkosci propagacji ,,plastycznych” fal
przyspieszenia 7 wynikami otrzymanymi przez J. MANDELA [16] (por. §3 w przypadku
matych deformacji) oraz z wynikami pracy [18] (w przypadku skoficzonych defor-

tpll .
(o) X ZQng Qr ‘/_A_QZJ.L

9} Qipl)
J- MANDEL L 4
HY. NBUYEN L

G : ¥ . b
74 V272772777 RSSO Ry = ()

= (=] -4

{dia v=1/3, £503)

Rys. 18. Pordwnanie zakresdw mozliwych przedziatow predkosci propagacji fal plaskich

prd e o —
VLTV/ of Qg 1<
[

-

macji). Poréwnanie to przedstawimy graficznie na rys. 18. Jak widaé, przeprowadzona
w pracy analiza predkosci propagacji fal, oparta na modelu ciala z histereza ma-
terialowa, daje znaczne zaweZenie przedziatu mozliwych predkosci propagacji fal.

6. ‘FALE KULISTE

Oznaczmy przez r, §, ¢ wspéhrzedne sferyezne w chwili poczatkowej r=0.
Wspéhrzedne materialne konwekoyjne (£ =x'=r, £*=8, {*=p) wybierzemy takie,
aby odleglo§é aktualna od poczatku ukladu (w przypadku symetrii sferycznej)
wynosila

{6.1) x*=R (£, N=R{ 1).
Element dlugodci poczatkowe] jest réwriy

dsh=(d&' -2 (£ (d*)?,
a diugoéé elementu w chwili aktualnej

oR (&, H)\*
ds2=(-~5€1—) (dE>+2 (R (&L, 1)) ().

Niezerowymi skfadowymi tensora metrycznego sg nastgpujace:
6.2) g11=R"*, ga,=g3=R*.

Jednostkowy wektor normalnej do powierzchni fali jest nastgpujacy:

S - 1 _
(6.3) n=g'/Vg" =(g" gV g™ = g1 =2:1/V 801
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Ze wzora (4.7) otrzymamy

1 3] ’ 1 1 2 2 2 2 3 3
(6.4) e= (RZ-Dg'eg + (R —r ) (g* @+ 8 ®g%).
W przypadku symetrii sferycznej, ze wzgledu na warunki

(6.5) [242]1=1[Z1.]1=0,

wzory (5.16), (5.17) oraz (5.18), wyrazajace warunki clqg’(osm kinematycznej Hada-
marda (4.19), uproszcza si¢ do postaci

(6.6) 2 I 4V E™ ©1241=0, |li=ik*l=0.

Réwnie réwnania (4.24), wyrazajace druga grupg warunkow mggiosm Hadamarda,
upraszczaja sie do postac1

(6.7) Valt pe [ -20) g1t g+ ag A5 4541} |[914]1=0.

Bliminujac w (6.6) i (6.7) |ID1,] otrzymujemy

©8 g pat-ga {2 g 8" a0 (45M)}=0.
7 zasady zachowania masy mamy
(6.9) p_R’ .R2 =fo r2

oraz ze wzoru na miare elementu diugofci 0&'
(6.10) ds=V'g,, dE'=R’ d¢*
otrzymamy predkosé

ds

(6.11) H=— =R 0= =V, v

propagacji fal sferycznych w postaci

(6.12) —1/gu e VoS,
gdzie
(6.13) S=(A1+2u) g*t g1+ ap 4 25

Otrzymamy zatem, tak samo jak w przypadku propagacii plaskich fal szybkich
('pol‘. (5.9)1) -

2 R
(6.14) &= A2 (g% 7-‘5/1+

Fo

W poréwnaniu z (5.9), obserwujemy tutaj wystgpowanie czynﬁika Rijr.
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W nieskoficzonobci stosunek Rjr—1i predkosé fal sferycznych dgzy do predkosel
szybkich fal plaskich w przypadku bezobrotowym. Zauwazmy, Ze otrzymano tutaj
ten sam wynik dotyczacy wplywu plastycznosei na predkosé propagacji fal sferycz-
nych jaki otrzymalismy w przypadku szybkich fal plaskich.

7. FALE NAPREZENIA W PRECIE

Rozwazymy pret jednorodny o dlugodei I, znajdujgey sie w spoczynku w chwili
poczatkowej ¢1=0. PotoZenie punktu materialnego w chwill poczatkowej oznaczymy
przez wspotrzedng lagrangeowska a. Rozwazymy ruch preta (jednoosiowy stan
naprezenia) jedynie w kierunku a. Przemieszczenie punktu materialnego wynosi

(7.1) x(a, D=atula t);
predkos$C oznaczymy przez

dx
(1.2) v (a, f)=—at—.
Predko$é deformacji 9y, 1 odkszialcenie e spetniajg nastgpujacy zwiazek:
deqq -

ar

. du
(7.3) Z11{a, f)=5;m{1+311 (a, )]
Réwnanie ruchu (3.3) w ukladzie wspdtrzednych materialnych, dla jednoosiowego
stanu naprezenia, przybierze postaé

Py doyy
Po 52 ™ og

(7.4)

gdzie o, oznacza sktadowa tensora Picli-Lagrange’a.
(1.5) - ufa, O)y=0yy (a, 0}=0,
oraz warunki brzegowe np. typu (jednoczesne §ciskanie obu kodcow preta)

a (0, )=—0, H,(2)
.6
(7.6) g(l,t)=—~ao Hy (t) V20,

gdzie H,(t) jest dang funkcja czasu oraz go= —po Co Vo, Przy CZym %y, jest pred-
koécia uderzenia w przypadku warunkow brzegowych danych w predkociach,
Co=]/E0/Po .

Uwzgledniajgc w réwnaniu ruchu (7.4) zwiazki konstytutywne (2.33) dla jedno-
osiowego stanu naprezenia, majgc na uwadze wyrazenie (7.3), otrzymamy réwnanie

' 8 ( au) Fu 8
(1.7 S\ 2 TP a T e 2 (a, 1),
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gdzie oznaczono przez X (a, t} wyraz nieliniowy, ktérego postaé wywodzi sig z réw-
nania konstytutywnego i dla ciata sprezystoplastycznego

4 Aoy \? de
(7.8) 2 (a, )= —E, [[1 —( w;: ) ](1—811)—1 _E’;i_dr,

o

przy czym warunki brzegowe (7.6) beda zmodyfikowane do postaci

du
EOE 2(0: f)—g() H, (t)’
(1.9

du
an—a}:(l, H—o, H. (1),

Nalezy zauwaizyé, Ze w przypadku ciala idealnie sprezystego w zakresie matych
odksztalcest, funkcja X (g, t) wystepujaca w réwnaniu (7.7} jest tozsamoSciowo
réwna zeri. Dla skoficzonych odksztalcen, przyjmujac, Ze potencjal sprezysty na
jednostike objetofel w konfiguracji poczatkowej

1 1
(7. 10) W11=?E0 8%1+E—E1 3;‘1,
znajdziemy nastepujgcy wzdr na naprezenie:
(7.11) 011 (2, 1)=Z (a, t)=Ey e11— 2% (a, 1)

gdzie
ZE(a, t)-: _E1 82‘1}1 -

Dla ciata typu Kelvina-Voigta zdefiniowanego w postaci
(7.12) 011=Eo e—EF(a, t)+ag to D11,

gdzie £, jest czasem relaksacji, a funkcja X°F Wystgpujacca w (7.11) jest zastapiona
przez funkeje

de
(7.13) Z® (g, )=2F (@, t)—ag to (1T e) 7 o

Oznaczamy przez y funkgje relaksacji lepkosprezystego ofrodka ciaglego. Zakla-
damy, Ze

(7.14) o= f % (=7 D11 (0, 7) dr

oraz, e ograniczamy si¢ do przypadku, gdy x jest aproksymowana przez funkcje
wykladnicza (ciato Maxwella) tak, by spelniony byl warunek

deqq G911

Jt to

do
(7.15). 3;1 =F, (1412




O FALACH PRZYSPIESZENIA W OSRODKU SPREZYSTOPLASTYCZNYM.. 433

Otrzymamy w wyniku réwnanie (7.11), w ktérym

: deyy 31
{7.16) M (qa, t)"—-'"f [Eo*-gt—ell (142, )1+ p ]dr.
S o
W pracy [10] podano sposéb numerycznego rozwigzania réwnania (7.7) dla
ciala sprezystoplastycznego metods elementéw skoficzonych, opierajgc si¢ na
algorytmie zaproponowanym przez S. KLEINA [14]. Przyjmijmy warunki brzegowe
typu (7.6). Obcigzenie przytozone na obu koficach preta jest jednakowe. Funkcja
H, (1) zmienia sig liniowo od zera do 1w czasie 1’ =1/20 ¢, i nastgpnie maleje liniowo
do zera w czasie t''==1/10 ¢o; dla 11" przyigto H, ()=0. Przyjeto, e 0,=0,8 Y.
Dane materialowe: E,=2-10% MPa, p,=7800 kg/m?3, ¥,=10"32 E,,.

Rys. 19, Proces propagacii fal w precie sprezystoplastycznym. Kolejne poloZenie fal w chwilach
' t=nlj2 co, n=1, ..., 10.

Na rysunku 19 przedstawiono proces propagacji fal w precie spreZysto-
plastycznym. Mozna zaobserwowad przejscia kolejnych fal naprezenia, ich odbicia
od swobodnych kofcdw preta. Nalezy zwrécié uwagg na fakt, ze w czedci §rodkowej
preta wystepujg znaczne naprezenia rozeiagajace. Na rys. 20 przedstawiono zmiang

gL
io‘o

i\/ ; Wg\ﬁ\/m/\zé\/z{\n 7

Rys. 20, Wykres naprgzenia jako funkcji czasu w §rodkowym przekroju poprzeczoym preta:
. t=1tlj2ca.
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naprezenia jako funkcji czasu w srodkowym przekroju poprzecznym preta. W pracy:
[10] podano rozwigzanie identycznego zadania dla modelu ciala sprezystoplastyczne-
go, uwzgledniajac ponadto efekty lepkie. Wiyniki te sg bardzo zblizone do wynikow
przedstawionych na rys. 19 i 20. Thamaczy sig to tym, Ze rozwazany material (stal
typu ,,inox’) wykazuje znikome efekty lepkodciowe.

Podobne zadania rozprzestrzeniania sig fal w pretach dla ciata typu Kelvina—-
Voigta (réwnanie (7.7), gdzie X' (4, t) jest okre§lone wzorem (7.13)) oraz ciala typu
Maxwella (réwnanie (7.7), gdzie (a, t) jest okre§lone wzorem (7.16)) — byly ana-
lizowane wezesniej w pracy [3] dla pierwszego cyklu obciazenia bez rozwazenia
" procesu kolejnych odbic.

8. FALE SFERYCZNE W GRUBOSCIENNEY POWLOCE

Rozwazmy grubofcienng powloke sferyczna o promieniu wewnetrznym ry
i zewnetrznym r,, znajdujaca si¢ w chwili poczatkowej =0 w spoczynku. W ukia-
dzie lagrange’owskich wspélrzednych sferycznych r, @, 8 (r1<r<r,) przeinieszczenio
punktu materialnego w chwili # jest okreSlone przez u (r, t). Wekior przyspieszenia
ma sktadowe (i, 0,0). Tensor adksztatcenia Lagrange’a F ma jedynie niezerowe
sktadowe diagonalne:

u
@n - Fy=1+44', F22=.F3321+—r‘a

gdzie wprowadzono oznaczenie u'=dufor. Tensor Greena-Lagrange’a E ma réw-'
niez tylko niezerowe skladowe diagonalne:

S w1 ful?
(8.2) Ej =u '1‘"5(15 ), E22=E33”T+_£ -1
Oznaczmy przez v;=0x,/dt predkosé punktu materialnego, Wowezas tensor pred-,
koéei deformacji (4.8) jest zwigzany z temsorem odksztalcenia E nastepujgcym
zwiazkiem:
aElJ' (a9 t) axk axm
8.3 —_— = ty——
( ) at '@krn (a5 )aai aaj L
gdzie przez g 0zZnaczono wspolrzedne Lagrange’a w konfiguracji poczatkows.
Na podstawie (8.1) i (8.3) niezerowe skladowe tensora F,; sa nastgpujgee:

.t

1 u
- 1+u’ B 922=@33“‘ Flu .

W przyjetym ukfadzie wspolrzednych sferycznych, Diezerowymi sktadowymi
tensora maprezenia Cauchy & sg jedynie o, OTaZ Cyup=0g-
Réwnanie ruchu (4.10) w ukladzie lagrange’owskim jest postaci

: 2u or, 2 :
(85) . p0_327= ar +T(I'rr_T90)’

(8.4) o
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pdzie T=(det F} o (F~1)T jest tensorem paprezenia Pioli-Lagrange’a o piezero-
wych sktadowych

u\? u
(8.6) . —';Fu:(1 +r') O Top=(1+u") (l +T) Cag -
Zatozymy jednorodne warunki poczatkowe -
(87) . K (f', 0)=0'”. (T‘, 0)=UGO (I‘, O)m(), Vre {rla l".2}
oraz warunki brzegowe

8.8) 0 s Y =pr (s G (rae D=2 (), VA0

Réwnania konstytutywne (2.41) i (2.42) dla ciafa sprezysto-plastycznego przy
zalozeniu, ze operator & jest symbolem pochodnej Jaumanna (ktéra w naszym
przypadku jest identyczna z poch_odnac_czacstkowa: ajat), przybieraja postaé

. o J
(8.9) o=2pG+a, P (@—oxh 5 (ro)=0G1+2tr P,

pry cZym ir 6==g,+20e, i D=G+2D .

Podobnie jak uczyniono to w p. 7, réwnania ruchn (8.5) mozemy przedstawié
w postaci
o’ Pu  oX

m 2 e e 2
(8.10) ™ + (0%~ 00 = Po 52 =gt (2 2a),

gdzie wprowadzono nastgpujace oznaczZenia:

. ' t
Cp=08 X, a,‘,’,,:_(?u—!—z,u) u’—|-22,77,
(8.11}
u
639=G'¢¢ﬂ0'39+22, Ugg=lur+2 (A—I_JU')T

Dla ciata sprezystoplastycznego, majac na uwadze (8.9) oraz (8.4), mamy

13
Z=— {m'(lw)"w[ff (u) 420 ()T

2 f
+‘é" dp B (0 — 08— 0gpt0gp) —(A+2p) " —22 T[} dt,
(8.12) ¢
Z=— | {2;;;1 (ri) A [ (L)~ 42 (1)~ —
(4]
1 i
—3 % P (0pp— 08— Cog+0gg) — At =2 A+ T} dt.

»

Warunki brzegowe (8.8) nalezy przetransformowaé do postaci

of, (r1s )=p1 (N+py (1)

(8.13) L
0%, (r2 )==py () +p, (1),  ¥t>0,
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gdzie

(8.14) P (OH=p: (1) [(1 +~:f—) —1]e21, i=1,2.

Sposdb numeryczinego rozwigzania postawionego zagadnienia poczatkowo-brze-
gowego dla nieliniowego réwnania (8.10) typu hiperbolicznego jest podobny do
zastosowanego w przypadku fal plaskich w precie (p. 7). Metoda ta pozwala otrzy-
maé 7 dostateczng dokladnoscia rozwigzania probleméw dziafafi impulsowych
réwniez w zakresie skoficzonych deformacji sferycznych. Przyklady jej zastosowania
dla przypadku grubosciennej kuli z pustka oraz dla cienkiej powloki sferyczne)
poddanej dziataniu impulsu ciénienia podano w pracy [11]; natomiast dla cienko-
jciennego zbiornika w pracy [10].

Rozwazmy przypadek grubodciennej kuli o grubofei e=ry—ri=5r;. Przyj-
mijmy opis materiatu lepkosprezysty typu Maxwella. Wowezas funkcje 2o & (6—o5)
w réwnaniu (8.9) nalezy zastapic przez —1/t,, gdzie #o jest czasem relaksacji. Przyj-
mijmy, Ze 1,=0, 0001 s. Material kuli jest identyczny jak preta {por. p. 7); przyigto
ponadto »=1/3. Zatem u=0,75 - 10° MPa, A==1,5-10° MPa. Predkoéé propagacii
fal sferyeznych wynosi ¢,=6200 ms~*. ZaloZymy, Ze warunek brzegowy na we-

[ Yer

Rys. 21. Wykres skladowych naprezenia o, i oyy jako funkeji promienia dla kolejnych czaséw
t.=nelgee, n=1,...,9.
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wnetrznej powierzehni kuli jest dany w predkosciach (nagta zmiana predkosci
na brzegu):
(8.15) 2 (0, H=v,=10"3 ¢y, Vt>0.

Na rys. 21 przedstawiono zmiang skladowych naprgzenia oy, i oy jako funkeji
promienia v dla kolejnych czaséw f,=n- e/g co, n=1, ..., 9. Moina wyraZnie za-
obserwowaé zmniejszanie sig amplitudy fal rozprzestrzeniajacych si¢ od wewnatrz
pustki kulistej, zanikajace]j zaréwno ze wzgledu na ksztalt sferyczny jak te ze wzgledu
na lepkosé odrodka.
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Pca}ome

O BOJTHAX VCKOPEHUS B YIPYTOIITACTHUECKOM CPEJTE
C MATEPHAJIBHEIM THCTEPE3VICOM

Lienpio paBOTEL ABIAETCH onpenenem{e CXODOCTE paCHpOCTdeeHHH BOJIM YCKOPEHHA B YIPY-
FOIIACTAMECKOH CIiOMECH cpelie. B PACCYACICHASX NPHEATA MONETS YIPYTONTACTHISCRGH CPRREL
¢ HHCKPETHOH IamsaThio. VcmonpsoBaHAbIE ONPENeIHONIAC YDABHCHHA XapakTepuiyioT Heob-
PATHMOCTE IBOTIONHU MATEPHANEHOTO /EMEHTA ~— MOMEIE 1613 € MATEPHANBHBIM TUCTEPEIRCOM.
PaccMOTpeHo paCHp(}CTpaHeHﬂe FFIOCKAX BOM IS cltydas KumemaTHiw 0e3 BpalIoHHES, KaK ¥ €
pparmenmes. PaccyKAEHHA HPOBECHEL B CHCTEME KOHBEKIHOHHAIX Koopmmar B oﬁna(m{ KOHOU-
ALY AedopMandi,

Hocnenamx nBa naparpa@a IIOCBHI[[GH]:I Haqam.ﬂo KPACELIM npoGneMaM, mmc;cmv[ ogHo-
MepHEIM HpobneMaM POTH B CTEPKHE H cd}epmecm BONHAM B TOJCTOCTCRHOW ChepmEiccrol
oBonodre. TIpuBeNeHEl WHCHCHHBIE IPUMCPEL

T SUMMARY

ON THE ACCELERATION WAVES IN ELASTIC-PLASTIC MEDIA WITH DISCRETE
MEMORY

The paper is aimed at determining the propagation ve!oclty of acceleration waves in continucus
elastic-plastic media. The model of an elastic-plastic medium with discrete memory is assumed.
The constitutive equatiohs used characterize the irreversible charger of evolution of the material
element, the model eghibiting the phenomenon of hysteresis. Propagahon of plane waves is con-
sidered for the case of both tlhe rotational and irrotational kinetics, The problem is formulated in
convective coordinates within the range of finite deformations. ‘The last iwo sections of the paper
deal with the initial boundary-value probler, the problem of plane one-dimensional waves in rods,
and with the problem of spherical waves in a thick-walled spherical shell. Numerical examples are
given.
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