ROZPRAWY INZYNIERSKIE «ENGINEERING TRANSACTIONS « 32, 3, 361—580, 1984
Polska Akademia MNauk » Instytut Podstawowych. Problemdw Techniki

NIELINIOWE ZAGADNIENIE STATECZNOSCI POWEOKI O POSTACI
WYCINKA STOZKOWEGO W ZAKRESIE SPREZYSTO-PLASTYCZNYM

JERZY MACIEJEWSKI (GORZOW WIELKOPOLSKT)
i JERZY ZIELNICA (POZNAN)

Przedstawiono rozwigzanic zagadnienia utraty stafecznosci w obszarze sprezysto-plastycznym
otwartej, swobodnie podpartej powloki stozkowei, w ujeciu geometrycznie nieliniowym, Zaklada sie,
7e na powloke dziala obciazenie dwuparametrowe w postaci rOwnomiernego cisnienia dzialajacego
na powiérzchnig boczna oraz sily podtuznej skierowanej wzdiuz tworzacej, Sformutowane zagadnie-
nie rozwigzano metoda energetyczna Ritza., Rownania wyprowadzono opierajac si¢ na deforma-
éyjnej teorii plastycznodcl Nadat’a—Hencky’ezo, wykorzystujac koncepeje wzrastajacego obciazenia
Shanleya. fteracyiny algotytm obliczeniowy pozwala na przeanalizowanic $ciezek rownowagi oraz
wyznaczemie gornyeh 1 dolnych keytycznych dla powlok znajdujgcych sie w sprezystym, sprezysto-
-plastycznym lub w calkowicie p!astycznym przedkrytycznym stanie naprezen. Wyniki obliczen
zilnst.owano wykresami,

1. WsTEp

‘W pracach [11, 12 i 14} przedstawiono rozwigzanie zagadnienia statecznosci
poza granicg sprezystosel powloki w ksztaleie stozka Scietego w wjgeiu geometryczhnie
liniowym. Rozwazono podstawowe przypadki obciazed obrotowo-symetrycznych,
opierajge si¢ na zwigzkach fizyczoych obydwu teorii plastycznodel, to jest teordi
- deformacyjnej. i teorii plastycznego plynigeia (przyrostowe]). Stosowano podejécie
warastajgcego obcigzenia Shanleya, a w pracy [14] podano sposéb linearyzacii
réwnan statecznosci, wyprowadzonych przy uwzglednieniu obcigzenia materiatu

w momencie utraty statecznodci (koncepcja Hliuszyna-Kéarmana). Praca [13] dotyczy

anahw statecznosoi sprezysto-plastyczne; powlokl tréjwymiarowej. Do rozwigzania
omawmnych probiemow zastosowano metodq ortogonahzacyjnq Galerkma oraz
. iteracyine procedury numeryczne,

~ Zprac ostatnich nalezy wymienié publikacje RAMSEYA [8], gdzie autor 1'0'sz2¢1}
powloke stozkows §ciskana osiowo; zastosowal metode malego parametru, prze-
prowadzil réwniez weryfikacie dofwiadezalng uzyskanych wynikéw. J. CroLL [3]
przedstawit kryteria dolnego oszacowania granicznego ohciaZzen kerytycznych dla
powlok cylindrycznych w ujecin geometrycznie liniowym: poréwnat wyniki z da-
nymi dofwiadezalnymi-i podal szereg zalecent dla prakiyki projektowania, kladae
silny nacisk na wprowadzenie pdl tolerancji poczatkowych niedokladnosci ksztattu:
Autorzy S. GeLun [4] i L. H. N. Lee [6] zajmowali sig réwniez powkokami cylin-
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drycznymi, W pracy [4] rozwazono problem wplywu osiowo-symetryczaych imper-
fekcji o ksziatcie sinusoidalnym na obcigzenia krytyczne w zakresie plastycznym
dla dlugiej powloki. Stwierdzono, %e wplyw poczatkowych niedokladnodci ksztattu
na obeigzenia krytyczne dla powlok uplastycznionych jest mniejszy, niz dla powlok
sprezystych. Lee [6], opierajac si¢ na obydwoch podstawowych teoriach plastycz-
nofci i wykorzystujac zasadg prac przygotowanych, okreslit wplyw poczatkowych
imperfekeji na postaé wyboczenia i wiclkoéci obciazen krytycznych. Wyniki ZWeryQ
fikowal do§wiadczalnie, dokonujac badai modeli powtok wykonanych z duralu-
minium.

N. N. Stolarov rozwazal panel sferyczng obcigZong cinieniem poprzecznym
i sily skupiona: do rozwiazania zastosowal metode roznic skonczonych, wykorzy-
stujac deformacyjna teotie plastyczno§ei. R. Kao rozwigzal réwniez powloke sfe-
ryczng wykazujgeg poczatkowe imperfekcje. Zaktada material o kinematycznym
wzmocnieniu z uwzglednieniem efektu Bauschingera (teoria Pragera-Zieglera).
Autor stwierdzit, ze zaréwno poczatkowe imperfekcje, jak i odksziatcenia plastyczne
wywolwja identyczny efekt zmniejszenia obcigzenia krytycznego — gdy wielkodé
poczatkowych niedoktadnodci ksztattu wzrasta, wtedy wplyw odksztalcerl plastycz-
nych staje. sie mnie] istotny. Opracowano specjalng procedurg iteracyjng dla réznych
charakterystyk materiatowych (liniowa, potegowa, Ramberga-Osgooda).

Interesujacy przeglad najnowszych prac dotyczacych statecznofei sprezysto-pla-
stycznych zlozonych powlok obrotowo-symairycznych przedstawit D. BUSHNELL
[1 i 2]. Z oméwienia wynika, #e ostatnio duzy mnacisk przy analizie statecznofci
powlok sprezysto-plastycznych kladzie sig na bezposrednie metody komputerowe |
oparte na MES; wiele prac po§wigcono réwaiez badaniom do$wiadczalnym. Przeglad :
wazniejszych prac zwigzanych tematycznie Z niniejszym opracowaniem, a takze
odnoéniki bibliograficzne, mogna réwoiez znaleié w pracy [11]. _

W odrézmieniu od dotychczasowych, w niniejszej pracy zajmiemy sig analiza
stateczno$ci otwartej powloki o postaci wycinka stozkowego, poddanej dziataniu sit
podtuznych i poprzecznych. Zakladajac swobodne podparcie brzegéw oraz wyko-
rzystujac zwiazki teorii nieliniowej, poza wyznaczeniem gérnych i dolnych obciazei
krytyeznych, analizuje sie $ciezki réwnowagi oraz wyznacza obszary niestatecznoSci.
ZaloZono material izotropowy, §cifliwy ze wzmocnieniem. Nie wprowadza sig za-
sadniczych ograniczed odno$nie do parametrow fizycznych czy tez geometrycznych.
Zaktadamy, ze obbwiqzujac hipotezy Kirchhoffa-Lova (w powloce panuje plaski
stan naprezenia, moze byé stosowana hipoteza niewydtuZzalnego odcinka normalnego)
i rozwazaé bedziemy aktywny proces obcigZenia, tzn. Ze nie wystgpi zewnetrzne
lub wewngtrzne odcigzenie. Postawione zagadnienie rozwigzano metods Ritza,
Gléwnym celem obliczei numerycznych jest analiza wplywu stosunku obciaZenia:
poprzecznego do podhuznego, a takze podstawowych parametrow geometrycznych -
i fizycznych na przebieg utraty stateczno$ci.
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- 2. POPSTAWOWE ROWNANIA

Przedmiotem analizy jest swobodnie podparta powloka w ksztalcie wycinka
_stozka, obcigzona ciénieniem poprzecznym ¢ i sila wzdtuzna N (rys. 1). Wariacje
* odksztatcen powierzchni §rodkowej powloki oraz wariacje krzywizn przyjmiemy
- postaci
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Postaé tych zwigzkow jest prawie zgodna z postacig podang przez Goldenwajzera,
r6znig sie jedynie nieznacznie w wyrazeniu dla d,;». Niekiedy w réznych opraco-
waniach dotyczacych teorii powlok podane 53 nieco inne wzory na zmiany krzywizn
(np. wg Wiasowa). Jednakze réznice powinny leze¢ w granicach dokladnosci po-

—
X=g
z,w gi;[ﬁ'}(,g‘ r(s)=s sina

Rys. 1.
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czatkowych zatozen teorii powlok [7 1 10]. Celem zbadania jak wplywa na wyniki~
obliczel uwzglednienie dodatkowych skfadnikéw w WwyraZzeniach na Oegp 1 iy, '
wprowadzono wspdlczynniki 4,1 B, ktére w obliczeniach numerycznych przyjmujg
wartosci 0 lub 1. ] :
Zgodnie z hipoteza Kirchhoffa-Lova wariacje odksztalce w powloce sg na-
stepujace: o
deg=dey —zdx,,
2.3 8¢, = bey — 2%,
ep="0v1,—2z0%,.

Dia przyjetego przypadku obcigzenia sity wewnetrzne i naprezenia, odpowiadajace
blonowemu przedkrytycznemu stanowi naprezef, wyrazaja sie wzorami [T 1 13]
51

N, h ! t (Sl2 ) N
=0, he= ol——s|-Na—,
.4 10 5 qig s B

N20=O'wh=_q-ﬁ'tg %, TlOZ:F,.'!G:O‘
Przy zaloieniu stalego stosunku obciaZenia podtuznego do poprzecznego.

25 Na
- %: N
' a5
zapewniamy proporcjonalny wzrost sktadowych tensora naprezenia przy zwiekszaniu
obcigZenia zewnetrznego, co stanowi wymog tzw. ,,prostego obciazenia” dla de-
formacyjnej teorii-plastyczno$ci, a naprezenia wzdhuzne, obwodowe i intensywno$¢
naprezed przyjma odpowiednio wartodci '

: gs . gs .
Os= _3}; ks tg a, To= H?tg a, qu;=0:
(2.6) s
oy=(c}—a, It 3 = VR g a,
gdzie

@.7) ks=l—(s_;) Ly Eyml— w,  Q=k,(k—2)+4 (k A2>0).

g a

Bezwymiarowe wielkogci w‘éhodzacce w sklad elementéw macierzy sztywnosci przyjma
postaé

(2.8) 5=

1
Gp—3

s 1 —
Y _-'SF_},:*J:E ke~ B.
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gy

Przyjmujemy liniows charakterystyke umocnienia materiaty w zakresie plastycznym,
dla ktérej modut styczny E,=const, natomiast modut sieczny

y8
I T IGPII <O io'mi y
1
gy Q
E, Oéoiélapii,

(2.9) E=114+
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2k (E,L 1) o
tea Vi op- W opisie E,
- (2.9) wykorzystano warunek plastycznodei typu H-M-H. Wedtug teorii malych

odksztatcen sprezysto-plastycznych Nadaia—Hencky’ego zwiazki fizyczne napiszemy

gdzie o, jest wytrzymalodcia doraing, a k,=

nastepijaco:
1 ( i 1~2’u)
5TR, %T\2E, " 28 | %
10 ( 1 1-2 ) 1
(‘2' ) Sq’h'"_ ZEG W-/_ 2E“" GS+§;G¢U

Przyimujac E,=E uzyskujemy 7 (2.10) zwiazki fizyczne dla ciata liniowo sprezystego.
Sily i momenty w powloce, jakie powstang w wyniku utraty statecznosci, uzyskamy
przez calkowanie wzdluz gruboSci powtoki wariacji naprezefi, ktére nalezy okrefli¢
e zwiazkéw fizycznych (2.10):

h L}

2
@.11) SNyg= [ b0,dz, OMy= [ do,zdz.

2 . 2
Aby wyznaczyé do,, nalezy dokonaé watiacii wyrazen (2.10), a nastepnie odwrdcit
je ze wezgledu na wariacie naprezefi. Po podstawieniu do (2.11), uwzgledniajac
(2.3)'1 dokonujac catkowania otrzymujemy nastc;pujgce wzory na wariacje sit
i momentdw:

SN,Y  [bys bes 07 f66, 8M, ¢y ez O] [0y

(2.12) 6N2 = bz]_ bzz 0 (382 » (SMZ = | Ca1 Cnoy 0 6%2
6T 0 0 b33 (3))12 §H 00 0 C33 6?‘12

Elementy macierzy sztywnodei &;; i ¢;; majg postaé

L2 k(L B\
b;i?"_‘??u:; ky S(,,+ E |

12 12 h
b12=b21m*_012= ]12 021—- /CZ S g + 2 (k _2)

(2.13)
L . 12 - h < Ek o
: bzzﬂ'“'h—zCz?:"; ks S,.g+ E, 5. '.
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gdzie
1 | 1 1 211 — Eic
a= AL, l3+ W‘~Ek (k° ml)]—— ﬁE k8, S, k=1- 7
o 1-2v .
k=13 7 .

3. ROWNANIE STATECZNOSCI

Uklad réwnas statecznosci powloki stoikowel wyrazony w przemieszczeniach |
nie posiada cistego rozwigzania. Przyblizone rozwiazanie zagadnienia statecznosci, :
na przyktad metoda ortogonalizacyjng Galerkina, napotyka na trudnofci zwigzane
z pracochlonnymi obliczeniami. Warunek spelnienia kinematycznych i statyczmych
warunkow brzegowych powoduje koniecznosé przyimowania funkeji aproksymuja-
cych w skomplikowanej postaci. Z tego wzgledu w niniejszej pracy zastosujemy
metodg Ritza. =
Opierajac sie na zasadzie prac przygotowanych otrzymu;emy nastgpumce row-
nanie okre§lajace zachowanie sig¢ powsoki:

3.1 SW=46 (A+4L)=0,

gdzie A jest encxgia zgromadzong w powloce w trakcie jej odksztatcania i wyrazona
przez stan odksztatcenia; L jest pracg sil zewnetrznych. Rownanie (3.1) oznacza,
ze 7e wszystkich mozliwych postaci przemieszezen spelniajacych warunki brzegowe
reahzu;e sig taka postaé, dla kiérej pelna energia potencjaina vktadu W osiaga
minimum. Warto tutaj zaznaczy¢, ze réwnanie (3. 1}, majace w istocie sens réwnan
réwnowagl w ujeciu wariacyjnym, jest poprawne zaréwno dla standw. przedkry-
tycznych, jak i pokrytycznych. Stad tez z zasady prac przygotowanych -— praca
na przemieszczeniach przygotowanych rdwna sig zeru — przy dowolno$ci wariacji
84, wynika, 7e

k
BW= D W, 4, 64:=0,

gdzie A4, sa parametrami, ktére wprowadza si¢ do funkcji aproksymujacych prze- -
mieszczenia i dobiera tak, aby mozliwie najdokfadniej odtwarzaty przebieg rzeczy- .
wistych przemieszezei, Tak wiec przy zupelnej dowolnosc wariacji A; (i=
=1,2,3,.., k) mamy

(3.2) | W, 4,=0.

Otrzymujemy zatem w ogdélnym przypadku k réwnad i tyle samo niewiadomych
Ay, Ay, ..., A, Warunek réwnoczesnofci tych réwnah jest zarazem. warunkiem E
okredlajacym krytyczny uklad obcigzen. JeZeli réwnania sa liniowe i jednorodne, -
to mamy do rozwigzania problem na warto$ci wiasne, z ktérego mozna obliczy¢ "35
obeiazenie krytyczne, W naszym przypadku otrzymuje si¢ bardziej zlozony uklad
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trzech réwnan nieliniowych i niejednorodnych. Zanim przejdziemy do rozwigzania

“ukladu réwnan (3.2) okredlimy pracg sit i momentéw powstalych w wyniku utraty

| stateeznobcl:

; {3_3) 6As¢¥ 6N1 6€1+6N2 652+6T6}}12+5M1 6%1+(§M2 5%_;-{—25]1 6%12 -
Wykorzystujac (2.12) i (2.13) i dokonujac-catkowania po powierzchni powloki,

otrzymujemy
2

1 , B W
3.4 A=—2—ff bis\ 86t — 35 04 #2b1s| By Bey— 5 Oy o -
F

, B h*
+baz 582—T2— 22 ) -+bas \ Byi, — 3 32, rdsdyp.

Potencjat sil zewngtrznych, réwny pracy ze znakiem ujemnym, moZna W pewnyi
uproszezeniu napisaé jako funkcje przemieszezenia w W postaci

(3.5) =—fqurdsdq-o—%ffNa%vvfsrdsdga.
F F

Fnergia sil zewnetrznych (3.4) po wstawicnin wariacji odksztalcert (2.1} i zmian
krzywizn (2.2) przyjmie postac :

* 1 : 27 2 2 1 4 h2 2
(36) A= sina ;f E!bn (u,s—i—u,s Wit g W~ 13 W Ss) s dyp ds--
52 B ' 2 1 . ) ~
+J f b, [—E W g (sina w'“+ﬁa w,q,@)—{—Ao sin @  4—CoS awH s—

s1 0

®o1 1( 1, A'_ X )
12 e W,ss‘?J,@*Fu,s'L,qn‘i'z Pr w2, U Ao sin a W, t +

1

e 2 2
45 sin W ¥, ““] dy ds+

1

2

1 =8 { cos a 1 K1
+E~f afb —24¢ p wu—-2}~£~g—a7},@[w+-ﬁ(?w.,—

51

- . 2
Ty WP ey C08 aw  w-t
22

cos? a h? 1

1
W, W)] -|—2A0? uv, w+{~'———~m w2 — T ¢ s a(; w st

§sin o

1

52 sin? o

+ 1 )2} 4 sin « . 1 ) (1 h? 1 )
stinzaw’”“’ 4o s +ssina7}"” 12 sttgta +
cos @
w2 o ———— w2, W

- Ag—g—r— Wi Ut T -
0 s%sina ¢ 2sinZa ' '? s?sin?a ¢

1 2N g0 d 1 5= 8 { A " cos 1
oy W Ao dst g [ [ e ~Bo g S g e e[ e
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(3.6) B 1 2 1 1
S SR U OO T N T
1 h? 1 2.
+u, {2 (@,s_AO?”)_BOM' a2 o 2 g X[2 (YJ'S—;'U) -
1 P | 1 2
W(v’-ﬁ_?ﬂ)]}HT ssin a (w’s“’m?w"") +
1 K2 1 ) 1 \2
+;sin . (l —B()";E ety e a) u,zﬁ,.—i—{.s' sin a(fa;s—Ao;w) -

A2 cosza[: . 2) ( 1)]2} 5
48 ssina 2 G ~Fo g’S+Sw _A+Ssinacw"‘w"””'”+

1 ) 1
+2w oW, (zs,_s:-—A,J ;fo‘ + TS W,s : } dp ds.
Potencjal sit zewngtrznych (3.5) napiszemy w postaci
5108 1 :
(3.7 L=-—gsina [ fwsdqo ds— Nus; sinaf fw dp ds.

52 31

W celu rozwigzania zagadnienia przyjmujemy nastepujace funkcie dproksymuj gce
przemieszczenia ;
w(s, gl=dA, r* (s) sin ky sin pg,
(3.8) ' (s, p)=A, r? (5) cos ky sin pg,
' Co v (5, p)=A; r* (s) sin ky cos pp,
gdzie _
mn nn
k=T: p=7: W=5—5y, I=s3~5,.

Funkeje przemieszezen (3. 8) speiniaja kinematyczne wuranki swobodnego podparcm

brzegéw powloki:
(3-9) w* m‘o, w (n=0=0
- le=8

=0, =0

S8y
S=53

?
s=8y

S=5z

e=0
w=p

Podstawienie (3. 8) do (3.6) i (3.7 prowadm do nastqpugqcego WZoru na energie

potencjaing powloki:
. : 2

: oo " 1 r
. —_ ins —_— [
(3.10) W=A+4IL= 3 fetgasin®aD, A, A2_+ 3 Ji > ctga P

2

~ 1 .', i -
xstn® abD, A, Aa'“? Bpsin*taD, 4, A3—‘BZ§ sin® a Dy A2+

-1 . 1 1 ~
+5 Bsin® aDs A5+ Bsin® aﬁﬁA§+E PPsin? a Dy A3 4,

1 . o i ) -
: '—E ﬁ?{g"‘;}’b Si[l7 a(Dg--ZDB)Ang;—“'Z—ﬁCtgGPbSIHT G'Dg Ai‘i“

i ' _ 1 : | '
+€Z psin® a D, A;‘——f gfsin® ag Fy Al-__‘ENﬂ Bsin® o E, A2,
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D, w powyzszym réwnaniu (=1, 2, 3, ..., 10) sa catkami, ktére obliczymy na drodze
numerycznej (poniewaz b;;=b;; (s, 4, N,)), wyrazaja si¢ one wzorami

. S2 hz 'Pz
B, = f [W(C Byy-Ag cos kwb22)+30 5 n’a

8

i 12
—52=f N {Sm ky [Tsc biat ( W, +Psc) bzz] B, Ses bss} ds,

S €08 kb 3] ds,

5

D,= f [W (C, blﬁ - A cos kyrba,)—

Y 48

LFY hz
- (SASc —ctg? aBsc) cos kib; _,] ds,

2 12
.54=IS [T;-c (Tsc bn+2PSG b12)+(P2 ""‘?Ctgz aWS sin kl[/) b22+

L1

p2
+4 S’ a S2, 533] ds,
D= f 5 {sz (C, by 424, cos kyb,,) Cy-f-
;1 pZ hz
310D + [Ao 5% by, +$¥ ( ~By—= i3 ctg? a) bad]cos ky/} ds,

82 p2 _ hz hz
Y. g 2__ 2 1% e 2 WL
Dé“fs[sinza(s 7 ctg a)sm krbas 4 (A T otg® aB: )633] s,

3t 2

ﬁ.}. f {ZS_“. [SSC (C b]_l '"l"AO CO8 kalz) +

8y

=8 sin ky cos kwb; 3]

2
+ sTf;_o-z_ (C, bya+Ag cos kyb,,) W, sin /Cl,'f} ds,

a2 .
Dy= [ W, Sy Ase bss ds,
E

52 . P .
ﬁ9=f W (2Sck bis +_—2a— W, sin k’i’bzz) ds,

2

- 82 p .
Diogf Ay {Sck [38‘:}; b11+2'$5__;“ (512+2b33) 1473 sin k':”lP] +

4

43 m{)—— W2 sin? kgybzz} ds,

sin? a

2

' i
S.=2sin ky ks cos by, P,.=5— . sin kyr,

C,=2 cos ky —kssin ky, Sc=55,,
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Ae=5(S,— Ay sin k), Sa=52,,

B,=(2-Bo) S.~(41-B)sinky,  We=ssinky,
T=(2—k? %) sin ky-+-4kscosky,  Se=S.-—sinky.

W réwnaniu (3.10) wystepujg ponadto wspdtczynniki E, 1 Es, okreSlone wzorami.

8 .
Ey=gor K2 67 (5] =510 (53 —sDI - 151},

(3.12) ]
Esxﬁp [3; (k7 52— 6)—s5, C(K* s3—6)],
gdzie
1
C=(-1)", Pn=w[1—(—1)]-

Obliczajac pochodne czastkowe energii W wzgledem parametrow A, . W 4,=0,
W 4,=0, W ;=0 (wg (3.2)), otrzymujemy nastepujacy uklad nieliniowych réwnan
al ge_braicznych :

(dy1+dy) Aydiy Ay bdys A==,y A+es A dyt+e 4y Asteistend],
(.3-13) d21A1+dzzAz+d23A3=€21 A%, '
dyy Ay-dsy Ay-bdzs dy=esy A7,

.gdzie .
. 1 T
du:_?NaﬁSiﬂs ak,, d33=‘2“ﬁ5m5 aDg,
2 3 ~
d11=—'2ﬁ-18'—sin5 QD4, eu—'—-—?PbﬁCtg aSiI’l"’ CIDQ,
1 . =3 . A
.dumd21=—?ﬁctgasm5 al,, elz=ﬁﬁsm9 aly,,
1 h* . - ' ) o
d13=d31£?ﬂ “i‘i_ctg o Si]} @ S]ns aDz, 813:2621= _PIJ ﬁSlIﬂ G’Dv—,,
1 i o ' FZ
d22=a_ﬂ81n5 alls, _ e34=2e3,=P, f§ sin o sin” aDg,
1 . - )
dyy=dy=— “Eﬁ sin o sin® abs, €15 "“E“‘Iﬁsms aks,

D8=59_2-58 .

Rozwiaznjac powjrz’szy uktad trzech nielintowych réwnan algebraicznych wzgledem
parametrn funkcji ugiceia 4,4, Votrzymujemy kryterium stateczno$ci w postaci
sin* af, A3-}sin? aff, A*VEy A,

(G14) T
Eg
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Pozostale wspétezynniki réwnania statecznodei (3.14) sa nastepujace:

. 1 - P
E1=f—8ﬁD10+2P;(D7Ub“'Si—n§"“JD8Vb)’
2

12

. o - ~ o~ P = o
: (3-15) £y = pyctg al3D9—2D7 U,—Dy Ub'i‘ﬁza(zps Vet —5 D2 Vb)]a

2 kZ pZ
LA s Am 0 ~
Ey=gp Datcle “(DIU“ 2 wmtal? )
gdzie
b2 p-z A W
Ua":'Wq(-Dl D=5 ?igﬁDz Ds): Ve=W, (Dl Ds"“EDz Ds),
p? ~ ~
Uy=W, (Ds DT_?}?‘E’-_{;D:’ Ds) P Vo= W, (Ds Dy—Ds Dy),
N p2 _ -1
qu(Ds Dﬁ"gﬂqu) .

W obliczeniach numerycznych parametr 4, zastepujemy nows zmienng A, uza-
lezniona od bezwymiarowego ugiecia w nastgpujgcy sposob:
wh oW
(H"s)mmc ’ v h
Uwzgledniajae (3.16) i (2.5) w réwnaniu statecznodci (3.14), przeksztalcimy je do
postaci wykorzystywanej W obliczeniach numeryczny<h:
E, A2+ E, A2+E, 4,

3. == 5
( 1 7) 1 . E 5 +E 4 Am ’
edzie

max

(3.16) A=A, sin? o=

Ny=qusy,

E4=?CS1 E4 .

4. OBLICZENIA NUMERYCZNE T WNIOSKI

Cele mobliczefi numerycznych jest przeanalizowanie Sciezek réwnowagi powloki
przy dowolnej kombinacji obcigzenia poprzecznego w stosunku do podiuznego oraz
zhadanie wplywu podstawowych parametrow fizycznych i geometrycznych na wielko$c:
obcigzen krytycznych i przebieg utraty statecznodci. Opierajac sig na rownaniach.
statecznofci '(3.17), opracowano algorylm rozwigzania zagadnienia. Nalezy tutaj
Zwrécié uwage, Ze réwnanie sprezysto-plastycznej statecznodol powloki jest funkcja
uwiklang (elementy macierzy sztywnosci b,y oTaz funkcje podcatkowe U, zaleZa
od obciazenia g), dlatego tez funkcji g==7(#) bezpoérednio obliczyé nie mozna.
Jako punkt startowy dla analizy powloki czeSciowo czy iez calkowicie uplastycz-
nionej, na kazdym kroku obliczeniowym &ciezki réwnowagi przyjmowano pewna
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i)

Gi=F rozwigzanie

. danych
ﬁ |

9
Am=Flk
¥

=1 @— rown, stat. {——

warto$¢ obciazenia poczatkowego g, (QF), bazujac na wartodei ¢,_ ;. Umozliwilo to
obliczenie wspolezynnikéw sztywnodcl b,, i otrzymanie réwnania statecznoci
o znanych wspdlezynnikach '

.1 | g=/(QP),
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g- 1" i 5
[Mpa] )™ oL

j
()

§

&_#//%’WL‘

A5

O e ——

19

0 L
: =200 -
O— — — o — —— e 0——‘——//

#=300

Qe—— —— e P

»#=400

#x=500
L

&
J°
& =800
Pttt Cet ———
S ‘ =600
g—‘—__‘——-—ﬂ
500 000 B0 i
T T L H i g T T 'L - i —
2 4 8 W

Rys. 3.

gdzie ugiecie % wystepuje w roli parametru. Ostatecznie jako QP pr'zyjmujemy taky
warto§é, dla ktdrej spelniony jest warunek

(4.2 IQ—QP| <&,

gdzie g, jest zatoZonym parametrem dokladno$ci obliczed. Przy poszukiwaniu
obciazenia poczatkowego spelniajacego warunek (4.2) stosowano interpolacig linio-
wa. Uproszczony algorytm obliczen przedstawiono na rys. 2, gdzie IM oznacza
liczbg przedzialéw catkowania, d; — wspélezynnik catkowania zalezny od przyjetej
metody (stosowano meétode Simpsona).

Rozprawy Inzynierskie — 8
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N-’.’QJ s PLI i - T T
Wm Fooy® '
] [T W
250 / _
10 ,
a8
10
04
§-PL
a2
ol Y A | B
S
4
100 w :
50 ' 4
.x'é’\ N
1 1 | | ! I 1
2 4 & 8 W

Rys. 4.

Program napisano w jezyku FORTRAN; obliczenia przeprowadzono na kom-
puterze CDRA-1305. Jake dane podstawowe przyjeto:

a) stale materiatowe:
E,=10000 MPa, E=719-10* MPa, 0,,=70 MPa,_ y=0,3;
b) stale geometryczne (rys. 1):
si=1,5m, I=1,0m, A=0002m, e=z/4, f==z/6,
#=1000, Ad,=1, By=I1, IM=20do 48, m=n=L1.
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Jesli ktorykolwiek z wymienionych parametréw dla celéw analizy ulegnic zmia-
" nie, to zZostanie zaznaczone to na odpowiednim wykresie. Podstawe analizy stanowi
- sbadanie zaleZznosci obciaZenia (poprzecznego) od wzglednego ugiecia powloki
* odniesionego do jej grubosci. Obszar niestateczny (zakrytyczny) zaznaczono na
- wykresach linig przerywang. Poczatek tego obszaru jest okreSlony przez gorne
: obciazenie krytyczne q‘fr, natomiast jego komiec — przez dolne obcigZenie kry-
tyczne ¢". Liniami cienkimi zaznaczono krzywe uplastycznienia powloki. Licz-
" by prey tych liniach oznaczaja stopien uplastycznenia powloki, liczac wazdinz

tworzace].
Istotny wplyw na przebieg utraty statecznosci powloki ma stosunek obciaZenia

podluznego do poprzecznego ¥. Na rys. 3 przedstawiono rodzing krzywych obra-

g’
[MPa]
25
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N

zujacych przebieg utraty statecznoel g (%), przy roznych wartoSciach wspéiczyn-
nika x. Ponizej pewnej wartoéci tego wspdlezynnika (dla ktérej q’i:q"‘_) Sciezka
réwnowagi wykazuje jedynie przegiecie bez charakterystyczmego ,,przeskokun” po:
osiggnieciu gérnego obciazenia krytycznego. Przy wzrofcie stosunku obcigzed

q.1g5 ol T — T 7 T T T
{MPa] AN
N
AN
\\ 4
AN
BN
\“-.
T —0
35 |- -
FlEk}
30

Rys. 6.

(zewngtrznych) —- wigkszy udziat sity wzdhuznej, ponad wartodé graniczng x==100,
obserwujemy wyrazne rozszerzetie obszaru niestatecznego, przy jednoczesnym spad-
ku obciaZefi krytycznych. Jednoczefnie poczatek przeskoku nastgpuje przy coraz
mnigjszych ugieciach. Przy dalszym wzrofcie stosunku obcigzet (x— o) nastepuje -
zblizanie sig krzywych N, (%) do krzywej granicznej, odpowiadajacej przypadkowi =
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obciazenia powloki wykcznie sitg wzdiuzna. Powyiej »=10 000 Sciezki rownowagi
nie odbiegaja istotnie od krzywej granicznej, co przedstawiono na rys. 4. Jak wynika
z wykreséw na rys. 3 1 4, utrata statecznofci nastepuje po jej catkowitym
uplastycznienit, :

Analiza postaci wyboczenia powloki zwigzana ze zmiang kata nachylenia two-
rzacej o zostale. przedstawiona na rys. 5. Poczatkowo przy wzroscie kata o naste-
puje jedynie wzrost obcigzenia, gdzie ma miejsce przegigcie na $cieZee réwnowagi
g=q (W). Po przekroczeniu warto$cl granicznej pojawia sig, a nastgpnie ulega roz-
szerzeniu, obszar niestatcczny. Utrata stateczno$ci nastgpuje tutaj przy malejacych

g1
[MPa]

17

16

i J i L. ] | L |
2 o & 8 W
Rys. 7.

Wgieciach. Dalszy przyrost kata « prowadzi do spadku obeigzen krytyczaych i utraty
statecznodci w stanie sprezysto-plastycznym (S-PL), a nawet, przy duzych katach
nachylenia tworzacej, powloka traci statecznod¢ w stanie czysto sprezystym (S),
warto§é podstawowych parameiréw charakteryzujacych proces utraty statecz-
Sci, jak g7, g-, W, malcje. '
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Na kolejnym wykresie (rys. 6) przedstawiona zostala analiza wplywu modutn -
stycznego Fy na przebieg wyboczenia powloki. Jak wynika z zalozei, w pracy przy
Jgto liniowa charakferystyke umocnienia materiatu. Zmiana moduiu stycznego wy-
wiera istotny wplyw. na przebieg utraty statecznosci. Krzywa ¢ (W) przedstawion
w gdrne] czgSei wykresu na rys. 6 odpowiada przyjeciu E,==F, co oznacza, ze ma

~ terial zachowuje wiasnofci sprezyste nawet po przekroczeniu przyjetej w oblicze- :
niach granicy plastyczno$el. W miarg zmniejszania modufu stycznego obserwujemny
spadek obcigzenn krytycznych oraz rozszerzenie obszaru niestatecznodci, co szcze-
golnie widaé przy utracie statecznodci w stanie czgéciowego uplastycznienia powloki,
| Rys. 7 przedstawia wyniki obliczed majacych na celu zbadanie wplywu uwzgled
nienia w zwigzkach geometrycznych wyrazéw matych, ktére w niektérych opraco- |
waniach sg pomijane. Pominigeie wyrazow w nawiasach we wzorze na krzywizne
dx15 (2.2), tj. przyjecie By=0, nic daje zauwazalnych zmian (réznice siggaja ponizej
0,019/). Natomiast istotny wplyw na wartoéei ¢ i g° wywiera zachowanic [ub = |
przyjgcie wyrazéw malego rzedu w wyrazeniach na odksztalcenia (2.1). Uwzgled-
niende wplywu przemieszezenia ¢ dla ds, i praemieszezenia ¢ dla dy,,, tj. przyjecie - |
Ay=1, powoduje nieznaczne rozszerzenie si¢ obszarn niestatecznego oraz kilku-
procentowy wzrost obcigzefi krytycznych.

Oprdce wynikdw przedstawionych na wykresach zrealizowano réwniez obliczenia =
majace na celu zbadanie wplywu na obcigZenia krytyczne szeregu innych parametréw
materiatowych i geometrycznych. Stwierdzono, ze wzrost kata rozwartosci powloki B
prowadzi do rozszerzenia obszaru niestatecznego, przy réwnoczesnym wzroscie
obeigzen krytycznych. Dla maiych wartofei f powloka jest stateczna. Zbadano
rowniez wplyw zmiany dlugosci tworzacej powloki (s, i s,) oraz wspdlezynnika
Scifliwosci ». Przyjecie »=0,5 (material niedciSliwy) nie wplywa istotnie na przebieg
zjawiska utraty statecznosci i wielkoéé obcigzen krytycznych.

Przeprowadzona analiza i obliczenia numeryczne moga posluzyé do doboru
przy projektowaniu powloki stozkowej takich parametréw geometrycznych, aby
unikngé stanéw zakrytycznych niestatecznych. Nadmieni¢ nalezy réwniez, Ze po-
prawno§é wyprowadzonych zwigzkéw zbadano przez sprowadzenie podstawowych |
zaleZznofci do rozwigzania spreZystego, kiére przyjmuje znang postaé rozwigzan
podanych w literaturze (por. [10]). Pomimo, Ze niniejsze rozwigzanie dotyczy ma-
teriaty o liniowym umocnieniu, nie ma zadnych formalnych trudnodci uwzglednienia

innych rodzajéw charakterystyk (np. potggowa, Ylinend, itp.).
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Peswwme

HEJIMHEPHAA TTPOBIEMA YCTOMUMBOCTY OBOJIOYKH BHUAA
KOHWYECKOI'O CEKTOPA B VIIPYTO-IUNIACTUYUECKOH OBJIACTH

TIpencTaRIEno peleiie OPpoGlemMs JIOTEPH YCTOHUHBOCTA B VOpyro-fuiacTmieckot obmactn

OTKpHITOM cBOGOIHO MOJTIEPTOH KOHHYECKOH 0BOJIOYKA B TEOMETPHYECKHE HeNWHEHAOM DOIXone.
TipemonaraeTcs, 970 Ha 0BOHOURY NeHCIBYeT nBYNAPAMETDEMCCKAS HATPY3ka B BHEAC DABHO-

MEpPHOTO NABICHHS, HeffcTRYOImEro Ba GOKOBYIO IMOBEPXHOCTE, A TAKAE HPONOILHOHR CHIBL HA-
OpaBAcHHOR BXOITH obpasyromeit. ITlocrasmernast npobreMa peIIeHA JHEPTETEMCCKHM METOHOM
Prrna. VpapAcHEA BHIBEICHE, OIHPAAChH HA nedopMarnEoRRyt0 TeOpEIo mEacTayHocTn Hapmas—
~Teurn, ECOONE3YS KOHIEMIAIO BO3PACTAIOMEN HATPY3KH Maunes. MrepanaoRapii pacueTHEH
ANTOPHETM NOECTAST HPOARANEIMPOBATE JIODOXKE DABHOBECE, 2 TAIGKS ONDCHCIHIL BEPXHUS
¥ HEUKHEG KPMTHYECKHe HATPY3KH Jnl 0GOIOTICK, HAXOAAIMACA B YIPYTOM, YOPYro-MIacTHICCKOM
HTH B [OIHOCTHIO INACTHECCKOM JOKPHTEUCCKEX HATDMKEARHX COCTOMEMAK. PesymbTaTsi pac-
9eTOB HILTIOCTPHPOBAHE] HHATPAMMAaME,

5

SUMMARY

NONLINEAR STABILITY PROBLEM OF AN BELASTIC-PLASTIC
OPEN CONICAL SHELL

The paper presents a nonfinear solution of the open conical shell in elastic-plastic region. If is

assumed that the shell is simpli supported at the edges, and loaded by transverse uniform pressure
and longitudinal forces. The stability problem is solved by the Ritz method of the minimum encrgy
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in the shell. The equations were derived by means of the deformation plasticity theory, making
use of the Shanley approach. An iterative numerical procedureallows for analyzing the load paths,
and for calculating the upper and lower critical loads for shells in elastic, elastic-plastic, and pure
plastic pre-buckling state of stresses. The result of calculations are presented on diagrams.
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