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ROWNANIA TEORIT REISSNERA DLA POWLOK O WOLNO ZMIENNYCH
- - KRZYWIZNACH ' S
ZENON RYCHTER CBIALYSTOK)

Praca dotyczy liniowej teorii Reissnera powlok sprezystych, izotropowych i poprzecznie izo-
tropowych, .0 lagodnie zmieniajgcej sie krzywiznie, Wyprowadzono trzy réwnania dia funkcii

sit stycznych, funkcji odkszialcen oraz funkcji sit poprzecznych. W odréznieniu od prac 1, 2] . -.

uwzgledniono réwniez powloki o wigkszej wyniostosci, W poréwnanin z praca [3] nie uczynio-
no zadnych zatozen co do 'stosunkii‘przemies_zczeﬁ stycznych do normalnych. Dopuszczone ro-
wniez mnicjsze dhugosci fal odisztaleenia,

1. Wsrep

Zginanie sprezystych powlok o malej wyniostosci moZna opisaé w rainabh
teorii Reissnera (czgsto okreslanej jako teoria Timoszenki) za pomocy uldadn
frzech réwnan, zawierajacych funkcje sit wewngtrznych, ugigcie powloki oraz ro-
tacyjna sktadowa wektora sit poprzecznych. Réwnania tego typu wyprowadzili
PELECH [1]i GALIMOW [2]. Prébe olrzymania podobnych réwnat dla poW101< 0 Zhacz-
nej wyniostoéei podjat LugasiEwicz. [3], ktéry opierajac sie na zatozenin o wolnej
zmiennofci krzywizn powloki, wyprowadzit cztery réwnania dla funkgji sit wewne-
trznych, ugiecia i sit pbprzedznych. Roéwnania te sg dwunastego rzgdu, podczas
gdy warunki brzegowe teorii Reissnera dopuszezaja rzad dziesigty, W niniejszej
pracy przedstawiamy wywdd ukfadu trzech réwnan, dziesiatego rzedu, Zawieraja-
cego funkgje sit wewnetrznych, funkcie odksztalcen oraz rotacyjng skladowa wektora
sit poprzecznych, stanowigcego uogélnienic koncepcji zawartych w pracach [1-3).
Roéwnanja opisuja zginanie powlok w wolno zmiennych krzywiznach, ktdrych
wyniostodé, w odréznienin od [1, 2], moze by¢ znaczna. W poréwnaniu z praca [3]
rezygnujemy z zalozeri dotyczacych stosunku przemieszezen stycznych do ugiecia
- powloki. Jest to mozliwe dzigki wprowadzeniu funkcji odksztaleen jako Jjednej
. Z podstawowych niewiadomych zamiast ugiccia powloki stosowanego w 1-31.
- Ponadto zatogenie [3), ze grubo$¢ powloki 4 jest mata w stosunku’do charakte-
~ Tystycznej dlugoéei fali deformacji L, co pozwala na pomijanie wobec jednosci
wiellosci rzedu A2/L2<1, ostabiamy do postaci #*I*<1. W ten sposdb dopusz-
~ czamy stany deformacji o wiekszej zmiennosci, jakie moga si¢ pojawic przy obcig-
Zeniach lokalnych. Rozwazania o graniczamy do zagadniesi opisywanych réwnaniami
liniowymi. '
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7. ROWNANIA PODSTAWOWE

Niezbedne réwnania teorii Reissnera otrzymamy latwo 7 réwnah wyprowadZo-
nych przez NAGHDIEGO [4, 5], opierajac si¢ na hipotezy Kirchhoffa-Love’a. W tym
cely wystarczy uzupemi¢ tensor zmiany krzywizny wystepujacy w réwnaniach
stanu wptywem odksztalced postaciowych.

Oznaczmy przez w,, w przemieszczenia styczne i ugigoie érodkowej powierzchni
powloki w uktadzie wspotrzednych normalnych na tej powierzchai, gdzie indeksy
greckie przyjmuja warto§é {1, 2}. Za pomoca przemieszezen tworzymy symetryczne
tensory odksztalcers blonowych y,, i zZmiany krzywizny #,g:

1
(2.1) ya‘ﬂ:E(Waw‘{—Wﬂla)“baﬂ w, ?Cag=—'wlag+b; b‘m W-—
| — by wyis—b) Wria—buis Wy
kiére podlegaja warunkom nierozdzielnosci
CQ=EB” [Eam (”mﬂin—l_b; '}’Aa|n+b$[u Vh}:i)_l_ew bg Vﬂﬂrr]:o’
C=¢** ¢ [~ bln (”aﬂ +b; Vva)‘li"yaﬁlnll =0
oraz gdzie &, oznacza tensor permutacyny, b,y tensor krzywizny srodkowe]j po-
wierzchni powtoki, a symbol ( ) |, r&aniczkowanie kowariantne wzglgdem naturalnej

metryki tej powierzchni. Symetryczne sily btonowe S,z i momenty M 5, spelniaja
nastepujace réwnania réwnowagi: :

Be=SPe,—2b MOD|— by MOP 4= b m'=0,
(2.3) N T
szﬂﬁ Saﬂ+Qa|m—ba.ﬂ B M 4-q=0,

z ktorych za pomocg réwnan

(22

1 .
Q4  MP,—Qtm=0, NF=SF-b MY, Men = (MU

dokonano eliminacji niesymetrycznych sit blonowych N,z momentow M,, oraz
czeSciowo sit poprzeczaych g% Przez g, 4 i m, oznaczono obcigzenie styczne, nor-
malne i obcigzenie para sil, przypadajace na jednostke pola srodkowej powierzchni
powloki; nawias obejmujacy par¢ indekséw symbolizuje operacje symetryzacii.

Réwnania konstytutywne wybieramy w postaci sprzgzone;j:

1 1
Vap=Aanv {SW —Dr (ﬁf‘-'f Ty dnty 5””)] ’
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gdzie & jest wektorem odksztafcen postaciowych w plaszczyznie normalnej do po-
wierzehni $rodkowej, G modutem $cinania w tej plaszezyZuie, & gruboscia powloki,
tensory sztywnoéei za§ maja postaé

1 14w
Aggin= 77 Eh i 2 5 (Zoa Gt B 8pi) —VEup Lanl»

1—»
RBeP—_ D [__2___ (ga:{ gﬂn+gmr gﬁ?u) _I_,,,gm‘i gﬂ.u:l .
(2.6)

' 1—w»
oAy — [ anghi A gl i i BA oy
D D[2(2bo+2bg+bg+bg’

_2Hgaﬁ. gﬁn __ZHng gﬁ)')+? (2bmﬂ gllj+blr; gaﬁ _ 2Hga¢h glrr)] .

Tutaj D oznacza sztywno§¢ pytows
ER®

@7 ST

E'1» modul Younga i wspétczynnik Poissona w plaszczyzaie stycznej do powierzchni
Srodkowej, g, plerwszy tensor metryczny, a H=1b* krzywizng §rednia. Wzory
(2.5) 1 (2.6) wynikajg bezpo$rednio z réwnafi [4], przy czym drugi wyraz z prawej
strony (2.5); podano w [4] w blednej postaci DBy,

W przypadku materiatu poprzeczaie izotropowego z osia izotropii prostopad%q
do powierzchni Srodkowej, modut Scinania G jest niczalezny od E i ». Dla materiata
izotropowego zachodzi znany zwigzek

(2.8) | a=—Z

2 (14’

3. ZALOZENIA UPRASZCZAJACE

Aprioryczne oszacowanie wielko§ci poszczegélnych wyrazéw w réwnaniach
podstawowych otrzymamy charakteryzujac zmienne pola tensorowe za pomoca
liczb okreslajacych maksymalng wielko§é oraz zmienno§é tych pél. WspStrzedne
na srodkowej powierzchni powloki wybieramy w taki sposéb, aby sktadowe pierw-
szego tensora metrycznego spelialy warunek

3.1y ' Zup~gY~ 1,

gdzie symbol ~ oznacza réwnoé¢ co do rzedu wielkosci. Przy tym zaloZeniu skiadowe
kowariantne, kontrawariantne i mieszane dowolnego tensora majgq wymiar i rzad
wielko$ci skladowych fizycznych. Zakrzywienie powloki oraz amplitudy odksztalced
i sit wewnetrznych charakteryzu]emy za pomocq nieujemnych liczb R, v, x, N, M
spehna;qcych merownoscx

(3.2 bl <1/R, im!<y, lxaﬂi@c, ISl SN, | Myl<M.

Rozprawy Inzyniersiche — 8
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Wymienione pola tensorowe zmicniaja sig z predkodeia co najwyzej odwrotnie
proporcjonalng do dhugoéci fal Ly, Ly, L zgodnie z nierdwnofciami

1 ¥ #®
Ibaﬂ]nlgﬁ;s |ycc8|u|$:-L—NJ |"a.ﬂ§u|<L_M:

(3.3)

N
|Sa,8]u| gaa |Maﬂiu| éfﬂ; s

przy czym rzad wielkodci wyzszych pochodnych szacujemy za pomocy tych samych
dtugosei fal, np.

|baﬁ|ul|<"ﬁ:2;s ‘yuﬂinll‘gz;z;-
Na podstawie (2.5}, 3, PO odrzuceniu matych zazwyczaj wyrazow, moina przyjac

3.4 N~Ehy, M~Dx,

co pozwala na zastepowanie W oszacowaniach, parametrow N, M przez y, %. Z row-
nania (2.4);, przy uwzglednieniv (2.5),, znajdujemy

3

M
(3.5) S O~ Ghi*~
_ Ly
tak wigc amplitudy sit poprzeczaych i poprzecznych odksztalcenn postaciowych sa
wyznaczone przez M, Ly 1 G i nie moga by¢ przyjete dowolnie.

Niech @< 1 oznacza bezwymiarowy maly parametr poréwnawczy, ktérego kwa-
drat i wyzsze potegi traktujemy jako wielkodci pomijalnie mate w stosunku do
jednosci, #2 <1. Poslugujac si¢ tym parametrem, preyjmujemy nastepujace zaloZenia,
umozliwiajace wyprowadzenie poszukiwanych w pracy réwnan:

h/_RNl/ﬁ'ﬁ, h”/}’”]/ﬁ» LNIILMN]- » L/’LRN'B'J L/RNI/E’
(3.6) EG~1, (g*—B5 m")~]/EEyﬁ3fz,
Eaﬁn_’llﬂNEh?}'&alz »

gdzie L=Ly=DL,, a & i jest rotacyjng skladowa obcigZenia m". W dalszym
ciagu powloki spetniajgce warunki (3.6) bedziemy skrdtowo okreslaé jako pwoloki
o wolno zmiennych krzywiznach, gdyz to zalozenie ma charakter kluczowy. Osza-
cowania (3.6) ozmaczaja kolejno, ze powloka jest umiarkowanie cienka, panuje
w niej zgigciowy stan deformacji — o tej samej dtugoéci fali odksztalced bionowych
i zginania, zmienno$¢ deformacii jest wicksza od zmiennodci krzywizny, dlugodc
fali deformacji jest mniejsza od charakterystycznego promienia krzywizny, stopieil
anizotropii jest nieznaczny, a obciaZenia styczne i momentowe sa odpowiednio male.
Na podstawie znanego zwigzku geomeirycznego '
(3.7 & 0, gy =Ke,, 07,
w ktérym K oznacza krzywizng Gaussa, a 9, jest dowolnym wektorem, stwierdzamy,
uwzgledniajac ,~1, s¢ rézniczkowanie kowariantne jest przemienne z bledem
wzglednym rzedu |K|I2, ktéry przy zalozeniu (3.6)s oraz |K|~1/R2, wynosi
(3.8) ' |K| L2~8,
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Warunek (3.8) jest stabsza postacia zatozenia | K] L2~82 <1 stanowiacego: podstawg
teorii powlok guasi pologich [6]. Opierajac sie na (3.8), bedziemy zmieniag porzadek
rézniczkowania kowariantnego w drugorzednych wyrazach rzedu #, co prowadzi
do pomijaluego bledu wzglednego 92 .

Powréémy do zalozefi (3.6);5 Na podstawie réwnania (2. 3), Otrzymujemy
oszacowanie obcigZenia normalnego q~]/ 12 By, Jeieli dodatkowo przyjmiemy,
ze obcigZenie momentowe m® wymka z dzialania obcigzenia stycznego 4* na ra-
mienin réwnym grubosci powloki, czyli m*~s i ,~q* h, to zalozenia (3. 6)7.8
mo2Zna przepisa¢ w postaci

la~y8,  &la~y Iz

Warunki te sa spelnione, gdy obcigZenie styczne jest nieco mniejsze od obcigzenia
normalnego, co w dZwigarach powierzchniowych ma na ogét miejsce.

Korzystajac z zatozen (3.6), znajdujemy oszacowanie skladnikéw réwnaf réw-
nowagi {2.3):

Ehy Ehy
(3.9) B [0 (D+0 @) -0 @), B~—2 10 (H+0 @)
réwnan cigglo$ei (2.2)

(3.10) . C"”“% [0 ()-+0 #)+0 (371, C~-— [0 ()40 (91,

ity s

1 réwnan konstytutywnych (2.5)

N .
G1)  yy~pp [OMHO0G)+0 (99)],  MP~M"~Dw [0 (1)+0 (9],

gdzie O (#) oznacza wiclkos¢ rzgdu . W istocie, zaloZenia (3.6) zostaly tak dobrane,
aby oszacowania (3.9)-(3.11) mialy micjsce. Zgodnie z tymi oszacowaniami wyrazy
podkreslone linia ciagly, zawierajace pochodne krzywizn, moga by¢ pominigte
w réwnaniach podstawowych Szereg wyrazéw drugorzednych rzedu 4, podkresio-
nych linig falistg, nalezy zachowaé. Wyrazy te uwzgledniaja wplyw znacznej wy-
niostodci powtokt oraz wplyw ‘poprzecznych odksztalcen postaciowych.

W uzupelnieniu przyjmujemy, Ze grubo$¢ powloki jest stala a materiatjednorodny.

4. ROWNANIA ROZWIAZUJACE

Korzystajac z przyjetych zalozef wyrazimy odksztalcenia i sily wewngtrzne
za pomocyg trzech wielkoéci: funkcji sit wewnetrznych @, funkcji odksztaleedr ¥
oraz skladowej rotacyjnej wektora sit poprzecznych §. Réwnania 2D 1 (2.3),
spelnimy tozsamosciowo, natomiast réwnania (2.2),, (2. 3)2 i (24), utworzg uklad
réwnan rozwigzujacych dla funkeji @, ¥ i §.

Przedstawmy sily blonowe i zmiany krzywizn w postaci nastgpujacych sum:

@1 : Spe Qb y Toiy phe Hag=HyptHop .
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Aby wyznaczyé skiadniki powyZszych rozkiadow, podstawiamy (4.1) do (2.2),
i (2.3); i po pominigciu wyrazéw podkreslonych linig ciagla otrzymujemy

Sﬁ“[ﬂi ’ Smm_szM“ﬂ)m:Oa Pﬁaw‘l'qa_bimv:(),

4.2) _

_ gfn g*® ﬁaﬂmno » ghn [an (%a.ﬂ[u—!_bg V}.a|n)+'9m’ b.‘;’ yaﬁln]’_:(} . ‘
Waranki (4.2) wystarczaja do spehnienia (2.2); 1 (2.3)1, przy czym residualny blad
wzgledny nie przekroczy wielko$ci $2, jezeli sktadniki wzoréw (4.1) zostang wyzna-
czone z nastepujaca dokladnofcia:

St N [1H0 (3%)],  S™~N8 [1+0 @), PR NO [1+0 (8)],

@ Fuger 110 @), Fagerrd [14+0 ).

Rozwigzanie réwnafn (4.2); . moZna przedstawié za pomoca funkcji @ i ¥
w postaci

@44y ety Spom _pfh g @), — g K&, Hp=— Vg Gap KW .

Podstawiajac (4.4); do (4.2), i (4.4), do (4.2),, 1 pamigtajac o (3.7), otrzymujemy
w obu przypadkach residualny blad wzgledny rzedu |K| L*/Lg, co przy zaloZeniach
(3.6), i (3.8) réwna sig #°. Wyrazenie (4.4), zaproponowal LURASIEWICZ [3], uzu-
pehiajac wyrazem K& wzor znany dla powlok o matej wyniostosci. Korrer [6]
podat wzdr (4.4), bez wyrazu K¥, a wiec dla powlok guasi pologich, Zauwazmy,
e wyrazenia (4.4), , odpowiadajg sobie W sensie analogil statyczno-geometryczne.
Ponadto wyraZenie tensora zmiany krzywizny przez funkcj¢ odksztalcenia ¥ uwalnia
nas od koniecznodci ograniczenia stosunku przemieszczen stycznych do przemiesz-
czenia normalnego, co jest nieuniknione przy korzystaniu z wyrazZenia (2.1), za-
miast (4.4), i tym samym stosowaniu ugiecia a nie funkcji ¥ jako podstawowej
niewiadomej [3]. :

Z kolei rozwiazemy réwnanie (4.2)s, wyrazajgc w tym celu y,, 1 %, przez @.
Najpierw ze wzoru (2.5);, Z pomoca (4.1); i (2.6),, znajdziemy -

1 ~ =~
@5 yer= g [(1-49) Sy =820 S 1140 ()]

Podstawiajac (4.5) do (4.2)s, nwzgledniajac (4.2), oraz znany zwiazek algebraiczny

(4.6) gfU sﬁtﬂ’:gﬁd gmp __gﬁtp gnaz ,
otrzymujemy
1 o & ~
(47) ﬁﬂﬁlﬁ—-—ﬁgld-{- E— [2'}! HS;!“—(1+V) (b.ﬂa S;:h’_}wbﬂ.ﬁ Sﬁ.ﬂla)] =0,

Pamigiajac o (4.2), i (3.6), odgadujemy rozwigzanie powyZszego réwnania w postaci

i " o .
@48 we=— () (¢ Si—g b S 20" S (140 @]
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Iub po wykorzystaniu (4.4),
(49)  #e= s {(14) [(QHg™ — ) A—g* AL]-+2Hg™ 4} & [14-0 (9)],

gdzie A4 i A, oznaczaja inwariantne operatory rézniczkowe

(4.10) A40=0)5, A )=b() .

Roztézmy wektor sit poprzeczaych i obquen momentowych na cze§¢ poten-
cjalng i rotacyjng:

(a.11) Q=01+ By, nF=ml*+5%8 7]

Potencjal Q wyrazimy przez @ i ¥, natomiast § wybieramy jako trzecia obok @i ¥
podstawowa niewiadoma. Podstawiajac (4.11) do (2.4),, a nasiepnie wykonnjac
na obu stronach otrzymanego réwnania rozniczkowanie ( ) |, lub ¢, ( ) [*, many

4.12) 4Q-—m)y=ME,,  A(Q—r)=e> M"),,.

Z réwnan tych moZna wyznaczy¢ potencjaly @ i §, o ile po prawych stronach da
st¢ wylaczyé operator 4, co umozliwia pominiecie rozwigzan harmonicznych. Bez
takiego przeksztalcenia otrzymujemy [3] réwnania rozwiazujace dwunastego rzedu,
niespdjne z piecioma warunkami brzegowymi teorii Reissnera.

Podstawiajac (2.5), do (4.12), znajdziemy

i 1
(4. 13) A (Q —m)=B"“”" ("Arr + ﬁ2" 6);]"-1- —2_ 6"“){.&‘1 +DM {ef} yAuIﬂot .

Zamieniajac y,, przez (2.5);, pamietajac, Ze S i x,, majg rozktady (4.1), a wyraz
z Be#n prreksztalcajac za pomocy (2.6), 1 (4.6), znzjdujemy

A(Q-m)= {D [A (R 1)1 —v) &8 g3 (ﬁm.urf-
(4.14) . . \
2100 T 5 Sppana ¥ 5 5“3”1)] +DAER 4, 8§ Iﬁa} [14-0 @3)].

Podkreslone wyrazy nalezy odrzuci¢: pierwszy na mocy (4.2),, a pozostale opierajac
si¢ na przyblizonej przemiennoéci rézniczkowania kowariantnego, por. (3.7) i (3.8).
Wyraz 6%, moina przedstavmc za pomocy P, podstawiajac (2.5), i (4.1), do (2.3),,
co daje

. - p
. . 3 S Tha

(4.15) : - é _h_ SGh (baué‘ +q) [14-0 @)].

Obecnie wszystkic nieznikajace skladniki réwnania (4.14) sg znanymi funkcjami od

P i V. Podstawidjac (4.15), a nastepnie (4.4), (4.9) i (2.6), 5, zmieniajac porzadek
rézniczkowania kowariantnego tak, aby przed cale wyrazenie z prawej strony
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otrzymanego réwnania dat sie wylaczy¢ operator A, a nastepnie odrzucajac rozwias
zania harmoniczne tego réwnania, znajdujemy potencial Q:

2 6
Q=D{-—(A+2K) W A= (1) A1) o (QHA -
(4.16) S , .

q .

Powr6émy do réwnania (4.12),. Wykonujac na pim. te same przeksztalcenia,

ktére prowadzily od (4.12), do (4.16), otrzymujemy pierwsze réwnanie rozwiazujace,
dla funkcii 0 1 @:

6(1—)D \ - D )
@.17) (1 T A) 0=~ (-9 4, DL,
gdzie ' '
@13)  4,0=H0 b

W odréznieniu od jédnorbdnego réwnania Helmholiza, znanego W teorii powlok
o malej wyniostosei [1, 2}, réwnanie (4.17) jest niejednorodne wskutek nwzglednienia
znaczne]j wyniostodci 1 obcigzenia m”* - ‘ :

" Obecnie wyrazimy przez funkcje ¥ wielkosé §7= stanowiaca rozwiazanie réwnania
(4.2),. Poréwnujac (4.16) z (4.17) stwierdzamy, ze  jest mniejsze od Q, co zezwala
na uproszezenie {4.11); do postaci *=0|" [14-0 (#)]. Dzigki temu i oszacowaniom
(3.11), i (3.6)s mozna takZe uprofcié réwnanie (2.4);, otrzymujac

4.19) MPp=(Q—m)\" [1+0 H].
Majac na uwadze (4.19), mozemy sprawdzi¢, ze wielkos¢
(4.20) S =2p8% (Q—m) [1-+-0 (9]

stanowi rozwiagzanie rownania (4.2)s, 2 podstawiajac (4.16) do (4.20) i upraszczajac,
wyrazamy S% przez ¥':

@21y St —2Db8% AP [140 (D).

Sktadajac odpowiednio otrzymane dotychezas wzory mozna bez trudu znalezé
odksztalcenia i sily wewngtrzne jako funkcje @, ¥ i 0. Koficowe formuly sa
dosyé skomplikowane, totez mie bedziemy ich wypisywaé, poprzestajac na odpo-
wiednim komentarzu. 1 tak symetryczne sity blonowe Su; znajdujemy po podsta-
wienin (4.4), i (4.21) do (4.1), pamigtajac, ze PP jest catka szezegolng réwnania
(4.2); i zalezy od xonkreinej postaci obcigZenia. Tensor zmiany krzywizny %,
otrzymujemy z (4.1)z po uwzglednieniu (4.4) 1 (4.9). Sity poprzeczne QF okrefla
wzér (4.11), do kiérego za Q podstawiamy (4.16). Drzielac O przez 5/6Gh otrzy-
mujemy, zgodnie z (2.5),, POPIZECZNC odksztatcenia postaciowe 6% Odksztalcenia
blonowe 7, oraz symetryczne i niesymetryczne tensory moment6w Mgy 1 My,
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znajdujemy 7 (2.9), 5, niesymetryczne za$ sily blonowe N.s 2(2.4),. Znajac odksztal-
cenia i sily wewngtrzne, mozna sformulowaé statyczne i deformacyjne warunki
brzegowe dla funkcji @, ¥ i J [4.7]. o

Drugie i trzecie réwnanie rozwigzujgce z funkcjami @ i ¥ otrzymamy podsta-
wiajac do (2.3), 1(2.2), odksztalcenia i sity wewnetrzne obliczone zgodnie 7 POWYZS7a
instrukeja. Posta¢ poszukiwanych réwnafi znacznie sig. uproéci po takich zmienach
kolejno$ci rézniczkowania kowariantnego drugorzednych wyrazow, aby otrzymad
operator A, A. Ostatecznie po odrzuceniu malych wyrazéw, many

[44—2 (1.=%) KA+4 2—9) H? A—(1—+) 4] ¥+

+{(1 6D A‘) 2HA 2 D

: 6D '
-2 (1 *"-'V) AL A]} D= (1 T e A) q+m§|a+bmﬁ Pﬂd’

5Gh
(4.22) 1 . '
Hh [44-+2 (1+9) KA+4 2+») H* A—(1 ) Agl D+
, > o
+ {—2HA—|—AL—2HK+E [4(1—») HA4-2 (1—») 4, AK}} W
| = MR ) PO,
-gdzic ‘ . .
(4'23) AK( )=b£ ba"( )fﬂu- ’

Réwnania (4.17) i (4.22) opisuja W ramach teorii Reissnera, za pomoca trzech
funkeji @, ¥ i 0, zgicciows deformacje izotropowych, wyniostych powlok o wolno
zmiennych krzywiznach pod dzialaniem obciggen stycznych, normalnych i momen-
towych. W poréwnaniu z opisujacymi analogiczne zagadnienie Téwnaniami [3],
~wprowadzilismy kilka istotnych zmian i uogélnied. W pracy [3] nie otrzymario
réwnania Helmholtza dla funkcji §, zaliczajac sily poprzeczne do podstawowych
niewiadomych. Postepowanie takie prowadzi do réwnan rozwigzujacych dwunastego
rzedu, niespojuych z pigcioma warunkami brzegowymi teorii Reissnera. Istotna
~Zmiang jest wykorzystanie funkeji odksztatcers zamiast ugiecia powloki stosowanego
w [1-3].- Dzigki temu nie musieliémy ogranicza¢ wielko$ci stosunku przemieszezen
stycznych do ugiccia. Ponadto przyjete w [3] zatoZenie h2/I2~92 <1, ostabili$my
do postaci #*/L?~¥, dopuszczajac tym samym stany deformacii o wigkszej zmien-
nosci, pojawiajace si¢ przy obciazeniach lokalnych.

5. POWLOKI Z MATERIALU POPRZECZNIE IZ0TROPOWEGO

Niektore stosowane wspélezednie materialy konstrukeyjne charakteryzije znaczny
W poréwnaniu z jednoscig stosunek E/G lub, innymi stowy, duza podatnodé na
odksztalcenia postaciowe w plaszczyZnie prostopadiej do érodkowej powicrzchni
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powloki. Réwnania otrzymane w poprzednim punkcie oparto m.in. na zalozeniu
(3.6)5, 2 wige odnosza si¢ one do powlok izotropowych, Okazuje si¢ jednak, Ze po
zmianie niektérych zalozen, mozna zastosowaé réwnania rozwiazujace (4.17) i (4.22)
do obliczania powlok z materialu poprzecznie iZotropowego, podatnych na po-
przeczne odksztalcenia postaciowe. Nalezy przy tym odrzuci¢é w wymienionych
réwnaniach podkreslone wyrazy, ktore staja si¢ male. Odpowiednia modyfikacja
zalozefi polega na zastgpienin warunkow (3.6)5,¢ oszacowaniami

5.1) LIR~VYS, E/G~18,

przy czym pozostale warunki (3.6) oraz warunek (3.8) nie ulegaja zmianie. Zmody-
fikowane zaloZenia opisuja zagadnienie zgieciowej deformacji powlok o znacznej
wyniostosci i wolno zmiennych krzywiznach, wykonanych z materialu poprzecznic
izotropowego o umiarkowanej podatno$ci na poprzeczne odksztalcenia postaciowe.
Poréwnujac (5.1) z (3.6)s ¢ widzimy, Ze WyZszy stopieft anizotropii mozna bylo
dopuscié dzieki zwigkszeniu dhugosei fali deformacji. Ponadto, oznaczajac krzywizny
gléwne powloki przez R, i R,, gdzie Ry <R,, mamy z definicji R=R,; oraz |K|~
~1/Ry R,, co, w polgczeniu z (3.8) i (5.1),, daje warunek

{5.2) Ry[Ry~%?,

oznaczajacy, 7¢ krzywizny gléwne réinia sig znacznie. W klasie powlok o duZej
‘wyniososci i wolno zmieniajgcych sie krzywiznach warunek (5.2) spelniajg powloki
walcowe i nieznacznie réznigce si¢ od walcowych, Warto przypomniec, Ze zaloe-
nia (3.6) uwzgledniaja zardwno powloki walcowe, jak tez sferyczne i powloki
o ksztaicie zblizonym do wymienionych.

6. UWAGI KONCOWE

Praktyczne wykorzystanie wyprowadzonych w pracy réwnaf jest majprostsze,
gdy poszukiwane sg odksztalcenia i sity wewngtrzne przy statycznych lub: deforma-
cyjnych warunkach brzegowych. Wyznaczenie przemieszezen Wymaga scalkowania
zwiazkéw kinematycznych (2.1), co uniemozliwia ogolne sformutowanie przemiesz-
czeniowych warunkéw brzegowych.

Warto podkreslié, Ze poczynione W pracy uproszczenia oparto na oszacowaniu
bledu residualnego w réwnaniach. Nie gwarantuje to bliskosci rozwiazan przybli-
zonych i dokladnych.
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Pesrome

VPABHEHMSI TEOPHY PENICCHEPA OJIS OBOJIOUEK
C MEJJEHHO M3MEHAIOIIAMUCS KPUBH3HAMU

B paGore paccmoTpera nnHelHas Teopns PeiiccRepa yOpyrEx, H30TpOmHbIX H TPaHCBERCAGHEC
HIOTPONHEY OBONOUEK ¢ MEANCHHO H3MOMTIONMMACT KPABM3HAME. BLIBENGHS TPH YpaBReHHs
i1 GYHKUER Pe3syRBIMPYIOUHX KACATEABHEIX cuy, dywximmm nedopMauum, a Taxxe dyarimu
POTANMORHLIX. COCTABNAIOMMX PE3yNbTHPYIONEX HoNepedHEX cwi. B orviwume or pabor [1, 2]
YYTeRHI Takxe Hemororae cbonoukd. TTo cpasuennio ¢ paboroi [3], He HATOKEAL AUKAKAE OTDARN-
MCHHA HR BEJMMHHY OTHOWICHAR KACATCHABHBIX NEpEMEHICHWH X HOPMANEHBIM ICpEMEHICHMAM, -
Yurern Tawxe zethopManmm ¢ Sonee KOPOTKOH NII#HON BOIHEL

SUMMARY

EQUATIONS OF THE REISSNER THEORY OF SHELLS WITH SLOWLY
VARYING CURVATURES

The paper concerns the Hnear Reissner theory of elastic isotropic and transversely isotropic
shells with slowly varying curvatures, Three equations are derived in terms of a normal force
functions a deformation func;tion, and the rotational part of the transverse shear stress resultants.
In contrast to [1, 2], non-shallow shells are taken into account, As compared with {3], no assumtion
is made in regard to the tangeniial-normal displacement ratio, Also, shorter wave-lengths of the
deformation pattern are admitted.
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