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DRGANIA GIETNE BELKI WSPORNIKOWE}
O ZMIENNYM PRZEKROJU

JERZY JAROSZEWICZ (BIALYSTOK) i LONGIN ZOR Y J (LWOW)

W artykule zastosowano metod¢ szeregow charakterystycznych do rozwisgzania zagad-
nienia brzegowego swobodnych drgan gigtnych belki wspornikowej o dowolnie zmienrym
przekroju z zamocowana na niej masa skupiona. Otrzymano pierwsze wspolezynniki szeregu
charakterystycznego z wykorzystaniem funkcji Cauchy'ego, przedstawione] w postaci szeregu
potggowego wigledem parametru czestosci. Do wyznaczenia podstawowe] czestodci drgan
zastosowano dwustronne - estymatory Bernsztejna. Jako przyklad szczegolowo rozpatrzono
przypadek belki wspornikowej w kszialcie stoika, dla ktdrej zbadano wplyw masy skupione
i parametru zbieznosdci stozka na czgstos¢ podstawowa. Podano wzér sluzacy do obliczania
czgstosei drgan, ukiadu zastepezego {odpowiadajacego rozpatrywanej belce) o- jednym stopniu
swobody i okre§lono warunek jego stosowalnoci.

1. WsTEP

W szeregu praktycznych przypadkéw badania drgan gietnych elementow
maszyn i konstrukcji nosnych zachodzi konieczno$é uwzglednienia zmiennej
sztywnosci spowodowanej zmiana ich poprzecznego przekroju. Szczegolnie
liczng. grupg wérdd nich stanowig elementy, ktoére daja si¢ sprowadzi¢ do
modelu belki lub wali zamocowanych wspornikowo, takich jak skrzydia
samolotdéw, Iopatki turbin lub wrzeciona obrabjarek.

Powszechnie do zbadania zagadnienia brzegowego drgan gi@tnych takich
ukladéw stosuje sic metody przyblizone, w ktérych problem doktadnosci
rozwiazywania pozostaje bez odpowiedzi. W pracy [1] okredlono metoda
clementéw skofczonych cztery pierwsze czestodci i formy wspornikowej belki
w ksztalcie stozka i klina. Tylko w nielicznych przypadkach mozliwe jest
$cisle rozwigzanie problemu. W pracy [2] okreslono podstawowa czgstosd
drgan gigtnych belki wspornikowe} w ksztalcie stozka” za pomoca funkql
Bessela.

Do wyznaczania podstawowej czgstosci 1 obciazen krytycznych takich
ukladéw wygodnie jest stosowaé metode szeregdw charakterystycznych, ktora
polega.na zbudowaniu szeregu charakterystycznego i zastosowaniu do niego
dwustronnych estymatorow dla okreélenia nizszych czestodci dregan wlasnych
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i obcigzen krytycznych [3]. Metoda ta pozwala otrzymaé wzory analityczne
dia nizszych czestosci i obciazen krytycznych w przypadku ukladéw dyskretno-
-ciaglych o zmiennym przekroju i o zmiennym obciazeniu osiowym z zadang
dokiadnodcia [4 i 5].

{

T w
. gix} - EIfn)
O A
T -
/——__‘M *
2
yr

Rys. 1. Model zastepezy belki: EJ (x)——zmienna (sztywnosé, g (x) — masa jednostki dlugosci
belki, M — masa skupiona, | — dlugosé belki, x; — odlegloé¢ zamocowania tnasy skupionej M

od poczatku uktadu wspdhrzednych, x, ¥ — wspolrzedne |

W niniejszej pracy wyznacza sie podstawowa czestosé drgat gigtnych
belki wspornikowej o Zzmiennym przekroju z zamocowana na niej masg
skupiong (rys. 1) za pomocg metody szeregow charakterystycznych. Jako
- przyklad szczegélowo rozpatrzono przypadek belki w ksztalcie stozka. ‘

2. ROWNANIE CHARAKTERYSTYCZNE ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO
" DRGAN BELKI

Badanie matych drgan gietnych rozpatrywanego ukladu (rys. 1) spro-
wadza si¢ do rozwigzania zagadnienia brzegowego ‘opisanego réwnaniem

2n _L ]—~a; a (xl)fs(x—-xl)y(xl)=os
przy nastgpujacych warunkach brzegowych: '

2.2) YO =y0)=0, HMH=y"@n=0,
gdZie . -

¥ Il(i‘)_ H_ o2
T YT e ey

LIyl =Y+
oraz |
FO=EI@, a=f@) a=0"M, v()=g (/)

oraz gdzie & oznacza funkcje Diraca, w parametr czestodei, I pOChO‘inE{
wzgledem X. - : _ S
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Zgodnie z metoda szeregdw charakterystycznych w celu wyznaczenia pod-
stawowej czestodei wlasnej ukladu okredli si¢ trzy pierwsze wspdlczynniki
odpowiedniego szeregu charakterystycznego.

Rozwiazania rownania (2.1} poszukuje sig¢ w postaci [4]

(23) y(xaa) =Cq Q (x! OC)"""Cl Q(xa 0‘)+Cz Q(xa O’,)+C3 Q"(x, OL'),

gdzie Q(x, )= K(x,0)+r; K(xy, o) K(x,x(),7; = 0ay; Co, €1, €3, €3 W tych
réwnaniach oznaczaja dowolne stale, K (x, «) funkcje Cauchy’ego réwnania
L[y}=0, a parametr oraz o pochodna wzgledem u.
W rezultacie podstawienia wyraZenia (2.3} do warunkow brzegowych (2.2)
otrzymanordéwnanie charakterystyczne:

04) 4= (KE KB KE RE)+ry (KY K Koot
+K§cla: Km Kla Kgnlc Kgcil Kla Kgcla Km Kla) =

x=1s
a=0
gdzie w celu skrocenia zapisu przyjeto oznaczenia K (x, @) = K «,
K (x,x)=K,, oraz =0, co jest mozliwe przy ograniczeniu F (0)# 0.
W praktyce najczeSciej spotyka sig przypadek x, = I dla ktorego row-
nanie {2.4) mozna uprosci¢ do postaci

(2.5) 4=Fy—r Fﬂl-=0x=x1=h

=0

gdzie

Fo, = KU KE_ g1 g1

X0 X0 X0 Xa
(26) Fi = Kgc'la: thz*K'lJEla Kxa'
W réwnaniu (2.5) uwzgledniono, ze K (I, )i K™ (I, 1) = 1, co wynika z samego
okreflenia funkcji Cauchy’ego. Mozna zauwazyé, ze roéwnanie (2.5} przy
M — o0 przyjmuje postac
F }l = 0 x=xy3=10
o =0
co odpowiada przegubowemu podparciu prawego kofica belki. _
W ogélnym przypadku funkcje¢ Caunchy’ego mozna f'cbudowaé w postaci

szeregdw potggowych wzgledem zmiennej x lub wzgledem kwadratu para-
metru czestosei @? [4]. W rozpatrywanym przypadku wykorzystuje si¢
drugi sposob, co daje nastgpujaca postac funkcji K (x, a): :

2.7 K{x,a) = i (—w)* K, (x, o),
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gdzie.

»

{x— (sHoc)
= f (%) f e — "y

Ko = o0 Ko, 0 Km0, = 1,2,3...

Po wprowadzeniu oznaczef -

JO {x, o:)—f (x‘g)((;;ﬁa) ds,

Sl )= f g @ Jo (5,0 Jis, ¢, ) d,
Szereg (2.7) mozna napisaé w postaci

(28) K(x,0)=f () -i (@) J; (x, ),

funkcje za§ (2.6) beda okreslone nastgpujycymi wzorami:

For=r@) Y (~wp'a, F =f260) 3 (—w)* by,
K=o . k=0
gdzie

Z (J!l JIII_1 Jrl'[l "Ik 1)
(29) .

b=y {iniii-i;‘f;‘!kl), k=1,2,3... .
i=0

"3 WyzNaczeNE CZESTOSCE PODSTAWOWE]

Droga odpowiednich

przeksztalcent z- uwzglednieniem
nania (2.5) ofrzymano s

wyrazen (2.9) z row-
zereg charakterystyczny: ' : :

3.1) A= X (o 4,=0, k=0,1,2,3,

k=0
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ki6rego trzy pierwsze wspdlczynniki okre$lono. wzorami -

_ ( ) (l"—S)2

G 0

(33) A, = Jg(z)”g(u)Jo(z,u)U(—“i(ﬂds] ézu} di +
s : - : f{s).
o rsa - [ i

¢ 0’ 4}

1 e I Tt :
IS( sy - (t'ms)id}
H “)J e ‘““”}UQ“)I fo ST
1] 0 0
[
—1 2

+M{Jg{t)J0 {,t [J‘—Lﬂw}){;—)ds}dw

i

Jrfg (=0 [Je (1,0) Jy (t,O)wJ'o (1,0} Jy (t,O)] dt}-
: _
Dysponumc wspolczynmkarm Ag, Ay, A2 szeregu (3.1) mozna wyznaczyC¢

podstawowa czgsto$e drgan wlasnych modelu, stosujac dwustronne estyma-
tory BERNSTEINA [3} .

(3.2)

Ay ) 24,

oA, s
1 0 Az

(3‘4)

T A+ JA—4d, A,
W przypadku szczegélnym, gdy masa sku;ﬁiona M jest znacznie wigksza
od masy ciaglej belki, co mozna okreéli¢ warunkiem

f@(x)S(x)dx<<M,
9

gdzie g (x)1 S (x).oznaézaja ddpowiednio gestodé i pole poprzecznego prze-
kroju belki, réwnanie charakterystyczne (2.5) moZna napisaé w postaci

@3.5). Ly £ (60) () Jo (6, )= To (¢, 0] = 0] _,
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Stad otrzymano nastepujacy wzér na kwadrat czegstodci wlasnej odpowwd-
niego ukladu zastgpczego o jednym stopniu swobody: i

(-9 7"
(36) wﬁz[M J L dt]

4. PrzyXLAD OBLICZEN

Jako przyklad rozpatrzono jednorodna belk¢ w postaci stozka icietego,
ktorej o§ x skierowana jest wzdluz osi stozka z poczatkiem w érodkiu
dolnej podstawy o promieniu R. Wprowadzajac nast¢gpujace oznaczenia:
H — wysokos¢ stozka, pelnego, bedacego dopelnieniem $cigtego, I — wysokosc
stozka, ¢ — gesto§¢ materialu stozka oraz y = H/l — wspblczynnik zbieznosci,
otrzymano wyrazenia dla sztywnosci i masy belki:

@.1n fx)=EJ, (1—-%)4, g (x) = mo(l-__%)z,

, 1 - : . .
gdzie J, = Y nR* oznacza moment bezwladnoéci przekroju podstawy oraz

my = ngR? mase jednostki dlugosci u podstawy. Wspdlczynnik 7 mo?le
przyjmowaé wartosci od 0 do 1, przy czym y = 0 odpowiada postaci walca,
7 = 1 za$ postaci stozka pelnego. Mas¢ skupiong M wygédnie jest uwzgledni¢
za pomocg stosunku u= M/m;!l. Przypadek y=11 pu#0 ma charakter
osobliwy z uwagi na zerowa sztywno$¢ stozka pelnego na jego w1erzcholku

Uwzgledniajac wzory {4.1), obliczono calki wystepujace w Wyrazemaclh
(3.2), (3.3) i otrzymano nast¢pujaca postaé szeregu charakterystycznego (2.5):

5-y a, L1 ety R
43 ”[ % *3(14)]"‘“”‘360 T .

sz(?’) 2 4
S i L —=0,.
Hoy (1—?)]q » '

\ gdzie _ |

@.3) @)= 49" +14y° +84y® —875y* + 1820y® — 1470y + . ;
' +4207+420 (1—-y)* In (1 —7),

@4) 9 () =77 +7°+ 3y + 159 — 1107° + 150y* — 60y~ 60 (1 ~y)* In (1),
a4 = mo 14/EJ0.
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W przypadkach gdy y przyjmuje mate wartosci, do obliczenia funkcji
@, (y) 1 @3 (y) korzystnie jest stosowaé zamiast Scistych wzorow (4.3), (4.4)
odpowiadajace im szeregi:

?1 (7) 31 4 5!
”‘*”5;3‘— = —420‘24(‘8—!+ﬁ‘}’+m?2+ ),

2 () 3t 41 5! -

Dla szczegdlnego przypadku y— 0 szereg (4.2) przejmie 'postaé

1 1 i
4.5) 1+ﬁ(1 +4y) aw2+ﬁ(1+8y) adot+ .. =0, !
aw}, @
80 ! i | T 1 T T T ]
0+
60 -
s} .
wal 3
B -0~
30 §=0 L=0001
| 308 31 o005 L,
wl} [ u=02
~04
10 i
T o
0 0204 06 08 40 08 06 04 02 0
. H R/
. | | | |
\ o 6z 0i 8 08 %

.\

kY

Rys. 2. Wyk;ésy zaleznodei dolnych aw? i gérnych dw? kwadratu podstawowej czgstoéci drgan
od stosunku mas p {krzywe 1) i od parametru zbieznosei ¥ (krzywe 2)
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dia g =0 za$ odpowiednio Lo

- S—dy RN 2 I L ATV
{4.9) 1+( @ )aw +ﬁ(8+ 28,7 )a w4+ .. =0,
co zgadza si¢ z wynikami otrzymanymi w pracy [5]

Na podstawie wzoréw (3.4) z uwzglfgdmcmem szeregow 4.2), (4.5} 1 (4.6}
otrzymano wykresy {rys. 2) dolnych awf i goérnych awj estymatoréw kwadratu
czestosci podstawowej dla stosunku mas p przy wybranych wartosciach
parametru zbieznosci y (krzywe 1) i zaleznosci tych estymatorow od y przy
roznych wartosciach g (krzywe 2).

7. przedstawionych na rys. 2 wykresow wynika, ze przy p=10 i od-
powiednio malych g, estymatory aco(, am3 rosna wraz ze wzrostem .
Poczawszy od u = 0,05 — aw? 1 am{ maleja 1 znnerzaja do 0 tym intensyw-
niej, im wigksze jest v i f.

Poczawszy od u=4 do 5 dalszy wzrost stosunku wplywa znikomo na

zmiang kwadratu czgstosdei podstawowej, ktorej wartosc zbliza si¢ do wartoéci
odpowiedniego ukladu o jednym stopniu swobody. W takich przypadkach

Tablica 1

Lp. | v T aw; adsg amg e [%]
1 10 | 2260589 | 2260655 2,700 19437 | |
2 20 |- 1230687 | 1230709 1,350 9,694 |
3101 | 50| 0519878 | 0519892 0,540 3,860, |
4 10,0 | 0264876 | 0264877 | 0270 1925
5 20,0 | 0133707 | 0133711 0,135° 0972 .
6 10 | 1649875 | 1,649929 1,800 9,097
7 20 [ 0860930 | 0,860943 0,900 4.542
8 | 04 | 50| 0353601 | 0353594 0,360 1810
9 10,0 | 0178385 | 0.178389 0,180 0.897
10 20,0 | ~0,089595 | 0089595 -| 0,090 0446

. 3
3 10 | 1150676 | 1,150721 1,200 4284 ¢ |
12 20 | 0587449 | 0,587458 0,600 2,128
13 | 06 ¢ 50 0237969 | 0237972 | 0240 0,840 |
14 10,0 | 0119490 | 0,119490 0,120 0418
15 20,0 | 0,059873 0,059873 0,060 0,167
16 10| 0592943 | 0,592947 0,600 1,180
17 20| 0298226 | 0,298227 0,300 0,604 .
18 | 08 | 50| 0119716 | 0119716 0,120 0,251
19 100 | 0059929 | 0059929 0,060 0,167
20 200°| 0,029982 | 0,029982 0,030 0,067,
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do. wyznaczenia czgstosci podstawowej mozna stosowad wzor

34-n
.

Wzor (4. 7) ‘mozna wyprowadzm Z€ WrZOru (3 6), ]ak rownieZ otrzymaé okre-
§lajac wspolczynniki (4.2) przy u— co. _

W tablicy 1 porownano przykladowe wartodci do]nych aw? 1 gornych
aw§ estymatoréw kwadratu czestodci podstawowej (obliczone na podstawie
wzorow (3.4) 1 (4.2)) z wartoéciami kwadratu czgstosci odpowiedniego ukladu
dyskretnego awj obliczonego ze wzoru (4.7). W ostatniej rubryce tablicy
napisano ro6znicge wzgledna & migdzy awd, i awd, gdzie

(4.7) o ae? =

7(&@3‘“@%)-

Analizujac -wyniki obliczenn przytoczone w tablicy 1 mozna stwierdzig,
ze wartosci kwadratu czestosci obliczone ze wzoru (4.7} przewyzszaja warto$é
smslq -mniej niz o 5% przy odpowiednio duzej wartosci stosunku p, ktéry
wyn051 5 dia y-Ol 2 dla y—04 oraz 1 dla y>06

2
Agy =

5. WNIOSK! KONCOWE

1. Ogoélne wzory (3.2) i (3.3} pozwalaja otrzymaé wzory na drugi i trzeci
wspdlczynnik szeregu charakterystycznego. w postaci zamknietej dla: dowol-
nych funkcji sztywnoéci po obliczeniu stosunkowo prostych catek.

2. Wzor (3.6) umozliwia otrzymanie wzoru na czestodé wiasna ukiadu
zastgpezego o jednym. stopniu swobody dla dowolnie zmiennej sztywnosci
przy dostatecznie duzej warto$ci masy skupionej;

: 3. Zastdsowane najprostsze estymatory podstawowe) czestosci wlasnej
daja dobra doktadno$¢ obliczen. Dla belki w ksztalcie stozka réznica wzgledna
miedzy wartosciami dolnych gw3 i gbrnych @2 estymatoréw nie przekracza
0,10% przy dowolnych znaczeniach wspolczynnika zbieznosci y i stosunku
mas u, z wyjatkiem przypadkéw odpowiadajgcych warunkom 08 <7 < 1
i w005, dla ktorych roznica nie przekracza 4%,

4. W wyniku badania wplywu paramefiu zbieznodci i masy skupionej
na czgstosc podstawowa belki w ksztalcie stozka stwierdzono, e estymatory
awd i ds rosna ze wzrostem parametru y przy stosunku mas pu=190
1 bliskich zeru (np. pi = 0,001), malejq za$ i zmierzaja do zera przy p = 0,05

5. Przytoczony wzor (4.7} na obliczenie czgstosci wiasnej ukladu zastep-
czego dla belki w ksztalcie stozka jest bardzo prosty i daje wystarczajgca
dokladnoé¢ obliczett przy stosunku p > 5. Réznica wzgledna migdzy wartodcia
estymatorow awg,, i wartodcia obliczong ze wzoru (4.7) nie przekracza 5%
przy p=5dla y=0,1, przy p=2 dla y=041przy p=1 dla v = 0,6
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6. Dla przypadkéw szczegblnych obliczono estymatory podstawowej
czestosci belki wspornikowej bez masy skupionej w ksztalcie walca (y =
# = 0} i w ksztalcie stozka pelnego (y = 1, 4 = 0), ktére wynosza odpow1cdn10.
aw} = 12,358, awi = 12,364 oraz aw? = 74,828, @i = 78,196 i zgadzaja sig
2 odpowiednimi wartodciami écistymi, obliczonymi w pracy [2] i z wartosciami
przyblizonymi w pracach [1 i 3].
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PEaKME

CBOBOJHEBIE M3TYEHBIE KOJIEBAHWS KOHCONBHOM BAJIKW TTEPEMEHHOTO
CEYEHNA

B paboTe mpEMeHEH METON XapakTepHCTMUECKHX PANOB X Kpaesoil 3ajaun o cBoGOZHEIX
M3rHOHEIX KONCOAHMAX KOHCONBLHOH OAIKH NPOH3BOJIBHOTO MNONEPEYHOrO CEMEHMs ¢ TPHK-
pennéHHOM E Hel cocpeporoueHnoff maccod. TlocTpoeHe! TpR meppnie KOIDHIMEHTH Xa-
PRKTEPHCTHYECKOTO paa ¢ noMoutbto dynkimn Kotm, upejicrapnensoit n BHIE CTENEHHOIO
pala 10 napamMeTpy uacTOTHL [yis ompeenenmst OCHOBAOH YaCTOTHI roneOamuil TPHMEHCHE!
AsycTopenude ouenky bepHmredna. B kauecTse npuMepa [ETANBHO PAaccMOTpeH cmyuadi
KOHCONLHOR Gamky B (JOpPME KOHYCA, JUIN XOTOPOH MCCHEOBARO BIMAHUE COCDENOTOMEHHOM
MACCHL W [APAMETPA KOHYCHOCTH HA OCHOBHYH HacToTy, Hpmeenena pacuérmas dopmyna
A8 4ACTOThI Xosebammii cHCTeMbl ¢ OAROA CTeneHblo ©BOGOAB COOTBETCTRYIOMEH paccyma-
TpHBacMOH Banke M ONpEAENEHO YCNOBHE €& NPHMEHHMOCTH. '

o SUMMARY

FREE TRANSVERSAL VIBRATIONS OF A CANTILEVER BEAM
WITH VARIABLE CROSS-SECTION

In this paper the characteristic scries method is applied to solve the boundary-value
problcnl of free transversal vibrations of a cantilever beam with variable cross-section with
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an attached concentrated mass. First terms of the characteristic series are obtained by means
of the Cauchy function expanded into a power series of the frequency parameter. In order
to calculate the basic frequency, Bernstein's double estimators are used. As an example,
a tapered cantilever beam is considered in detail. Influence of the attached mass and taper
parameter on the basic frequency are investigated. The formula for the vibration frequency
of the single degree-of-freedom system corresponding to the considered tapered cantllever 1s
obtained. Conditions of applicability of this formula are investigated.
|
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