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EFEKTYWNOSC METOD NUMERYCZNYCH W ZAGADNIENIACH
' DYNAMIKI

CZESEAW RYMARZ -i_ IRENEUSZ WINNICKI (WARSZAWA)

W pracy przedstawiono procedurg wyboru metody numerycznej efektywnej dynamicznic .
dla niecigglego rozwiazania zagadnienia poczatkowego. Badania przeprowadzono na przykladzie -
liniowego i nieliniowego réwnania adwekcji z uwzglednieniem schematéw Laxa-Wendorffa,
MacCormacka i schematéw réznicowych skonstruowanych w przestrzeni Hermite’a elementu
skoriczonego. Przedstawiono analizg wynikéw obliczen z punktu widzenia efektywnosci dyna-
micznej stosowahych metod.

1. WstEp

Problem efektywnogcei dynamicznej metod numerycznych staje si¢ bardzo
istotny przy rozwiazywaniu nieregularnych zagadnien granicznych w oérod-
kach ciaglych. Dotyczy to szczegdlnie lintowych i nieliniowych probleméw
falowych, gdzie nieregularnosci moga propagowacé si¢ w sposob niezmienny
(brak dyspersji) badZz moga tworzyé-sie w czasie propagacii {fale uderzeniowe).
We wszystkich tych przypadkach wybrane metody numeryczne powinny po-
prawnie odtwarzaé te nieregularnosci, Bedziemy je nazywaé metodami dyna-
micznie efektywnymi lub fizycznie poprawnymi. Problem poszukiwania takich
metod nalezy uwazaé generalnie za niezwykle wazny 1 otwarty pomimo
istniejacych prac nawiazujacych do tego zagadnienia [1-6].

Celem niniejszej publikacji jest zasygnalizowanie tego istotnego problemu
i pokazanie na przykladach owocnych prob wyboru metod - efektywnych
w WyZej wymienionym sensie.

..W punkcie 2 zajmiemy si¢ konstrukcja i analiza schematéw réznicowych
dla liniowego réwnania adwekcji, a w punkcie 3 dla nieliniowego.

2. KONSTRUKCIA SCHEMATOW ROZNICOWYCH DLA LINIOWEGO ROWNANIA
ADWEKCI I ANALIZA UZYSKANYCH WYNIKOW

Liniowe réwnanie adwekcji
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opisuje bezdyspersyjne zjawiska falowe w osrodku ciaglym. W ten sposéh
dowolne zaburzenie (rOwniez nieciagle) przemieszcza sig przez oSrodek
w sposdb niezmieniony. Metody numeryczne na ogdl tej wiasnosci mnie
zachowuja. Wyraza si¢ to w szeregu efektéw numerycznych, o ktérych
bedzie dalej mowa. Chodzi wige o konstrukcje takich metod numerycznych
ktére wlasnosé bezdySpersanosm réwnania (2.1) odtwarzalyby mozliwie naj-
dokladniej. W tym wyraza si¢ istota modelowania dynamicznego proceséw
transportowych Zobaczymy bowiem, ze nicktére z metod numerycznych
generuja przy procesach nieregularnych znaczne efekty niefizyczne {por. {51)

Wyboru metody efektywnej dynamicznie dokonamy opierajac si¢ na
pordwnaniu dwoch rodzajéw metod:

1) metody réznic skonczonych Laxa—Wendroffa, w ktorej wystgpuja wzory
(predyktor i korektor) o znanej postaci (por. [3, 4, 8, 91) :

(22) u:l-:_llZ = (u:+u1+l}/2 ’l( Uits un)zs_ ‘
23) up = — A 1~ Z4f)

lub po wyeliminowaniu kroku posredniego z warstwy n-+1/2

+1
woo—up Wiog—uloy L Wi — 2w Uiy
(2.4) . +u0 2 =HUpT 2A2 5
T .

gdzie A= rug/d : '
2) metody elementu skoriczonego w przestrzem Hermite’a (por..np. [7])
W przestrzeni tej, w odrdznieniu od przestrzeni Lagrange’a, postuluje sig
postaé rozwiazania przyblizonego nie tylko samej poszukiwanej funkcji, ale
réwniez jej pochodnych do odpowicdniego rzedu. Ograniczymy si¢ tu do
aproksymacji poszukiwanej funkcji u i jej pierwszej pochodnej przestrzenne]
u, (dalej u"). Aproksymacje te maja pastepujaca postac:

N—-1 N-1,

(2.5) w (e, )= % w0 @b+ T w0 (0,

i=1

gdzie @;(x} i ¥;(x) sa funkcjami o nosnikach zwartych w postaci wielo-
mianéw drugiego stopnia. Funkcie te tworza baze przestrzeni Hermite’a
elementu skoficzonego [7] i zgodnie z (2.5) musza one spelniaé poniZsze
naturalne warunki: '

(2.6) P(x)=1, @i{xi-)= (xi4+1)=10,

27 @i (x:) = @} (x-1) = @} (xi+1) =0,
(2.8) ¥y () =y, ‘(xi-l) = (x4 1) =0

29 i) =1, Yilxi-1)= Wi(xih 1) =
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Maja one nastgpujaca postaé:

2 ((x""xikl)/d)zs jesli 0 Xy KX x-qp0;

-2 ({x—x-)/d)2+1 jesli X%y X € X410,
210 ; — i 3 . i-1f2 == i+1/2»
( ) i) 2 ((x_xi+1)/‘d)2> Jesli Xir1j2 S X S Xpeqs

dla pozostalych x;

—0,5 (x—x;_,)*/4, jesli. x;- g < x € X y2;
x=X;+ L5 (x—x)/d, jefli  x_y, < x <X
(211) ()= Jx—x—15(x—x)*/4, jesli x; € x < Xpuyp:
0,5 (x—x;,1)*/4, jesll Xppqp € X <0y
0 ~ dla pozostalych x.

Po wstawiéniu postaci rozwigzania przyblizonego (2.5) do réwnania
adwekcii (2.1) oraz zastosowaniu procedury rzutowania na podprzestrzenie

. auh . auh :
(2 12) : ( ot +u0 dx » @i) - 09
duy, oy, .
—_ — = =1,2,.,N—
(2.13) \ (at +uy A ,l//,) 0, i v 2y, N—1

otrzymujemy ukiad réwnan rézniczkowo-roznicowych (z pochodna czasowa).
Pochodne czasowe aproksymujemy rdznicami skonczonymi, Wybor tej aprok-
symacji uwarunkowany jest wlasnoécia metody elementu skofczonego, ktora
dla réwnan ewolucyjnych prowadz z zasady do schematow niejawnych,
centrowanych lub niecentrowanych w czasic. Wybieramy tu wariant metody
niecentrowanej w czasie. W wyniku te] aproksymacp otrzymujemy nastepu-
jace ukiady rownan rdznicowych:
z rzutowania na podprzestrzen g, (x)

' N—1 N-1
(2.12) (“}%‘(izl gy (%) + .;1 Ui Wi (X))s @4 (x))+

N1 ) N-1 . 7
+uo( E Uy aq:;x(ﬂ + .;1 U ﬁt/gx(x) ) ﬁok (x)) =

i=1

i=1

N—-1 a }
+ug I('-'Zl [uh ‘g‘;x) ity a‘g‘x(x) D o (X) dx =0

N-1
ot J' ( Y o (X)‘i‘_uii i (X)) @y (x) dx—;—
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Z rzutowania na podprzestrzen , (x)
Wi 1 N—-1

— J (S Ton 1 ()t 1) v () ot

ot =1 .
CA N
+uyp J(Z I:u}u' 6§3}£x) + ty 6'12( ):I) Ve (x)dx =0
g i=1 |

0
dla k=1,2,..,N—1, co jeét ‘réwnowazne
(2.14) HrH i A+t = o
(215) Hm+1 _l_I'{.En+1 — H.m,

(2.13)

gdzie A= u, 1/4

Do rozwiazywania tego ukladu ze wzglqdu na ]ego pasmowg struktur@
zastosowano wektorowy wariant metody ,.przegnania” (wektorowa ,pro-
gonka”). W tym celu uklad (2.14) i (2.15) napiszemy w formie umozliwiajacej
stosowanie algorytmu tej metody:

(2.16) —PUIX{+QUI™' ~RU}{ = F,
gdzie

{2.17)' | UL = (L, YT
(218) R =(HLHY,

2401—56, 4(504—13)]"
01y P 2401—56, A (50 3)}

| 13—504, A(3—-104)

" 3682, 100247
(2:20) 2=| _ 1001, 104 ]
| | —(56+2408), 4 (1345027 *
22 _ _
@ R=1_w+s501, 40+108

- Metoda przegnania (wariant metody eliminacji Gaussa) charakteryzuje sie
mozliwoscia rekursywnego narastania btedow obliczeniowych. Prowadzi to do
sformutowania warunkow stabilnosci algorytmu tej metody. U]muje je naste-

pujacy

LeMAT 2.1. Jezeli Q;(0 <j< N) sa macierzami nieosobliwymi, a P i R,
sa macicrzami niezerowymi dla 1 <j< N—1 i spetnione sa warunki

(222) Q' Roll <15 Q&* hil <1, iIQ}jI'PJIHIIQ,,-‘1 Rj| <1,
" j=1,2,.
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oraz w (2.22) zachodzi przynajmniej jedna ostra nieréwno$¢, to algorytm
wektorowego wariantu metody przegnania jest poprawny numerycznie i sta-
bilny.

Z warunkow (2.22) wymkaja ograniczenia na postacie macierzy P, ¢, R,
a tym samym na stosowalno$é metody przegnania do rozwigzywania ukladow
rownan wynikajacych z zastosowania metody elementu skonczonego w prze-
strzeni Hermite'a. Macierze P, @, R, jak wynika z ich postaci, zaleza od
4 i A. Wyznaczenie- obszaréw stabilnosci na plaszezyinie 1, A4 jest dosé
skomplikowane, dlatego podajemy tylko oszacowanie: warunki lematu 2.1
sa spelnione dla duzych A4 i malych A Jak widaé, sa to warunki nie-
korzystne (duze- kroki przestrzenne i male czasowe), dlatego stosowanie
metody przegnania jest w tym przypadku dyskusyjne. Stosowanie innych
metod (np. iteracyjnych) rozwigzywania ukladéw réwnan (2.14), {2.15) mogloby
prowadzi¢ do zlagodzenia tych wymagan na A1iA

Stosujac metody Laxa-Wendroffa i elementu skoficzonego w przestrzcm
Hermite’a przeprowadzono. obliczenia dia nieregularnego zaburzenia poczatko-
wego (skokowego)

, i x<
(223) u(x,0)= B Sl x<xo, |
us, jesli x = xo, uy =01l

z nastepujacymi wspolezynnikami obliczeniowymi t1=15; 4=5; ug=L
Wspolczynniki te zapewniaja spetnienie warunkow (2.22) wynikajacych z le-

matu 2.1. Mianowicie

(2.24) 1Q™" Pla+1Q7" R, =0975< 1.

Wyniki obliczet przedstawiono na rys. 1, 2 i 3. Sa to rozwiazania dla
roznych chwil czasu: ¢ = 5t, 30t, 507. Z analizy rysunkéw wynikaja nast¢pu-
jace wnioski:

1. W metodzie Laxa-Wendroffa rzedu O (1%, 4*) pomimo istnienia - nu-
merycznej lepkosci (por. (24)) wystgpuja charakterystyczne oscylacje nume-
ryczne w poblizu nieciaglodci. Ponadto, jak w1dac, zwickszaja one swoj
zasigg w miatg uplywu czasu.

2. Metoda elementu skoniczonego w przestrzeni Hermite’a nie wprowadza
oscylacji rozwiazania w poblizu niecigglosci rozwiazania $cistego. W schema-
tach konstruowanych na podstawie metod roznic skoficzonych efekt ten
mozna uzyskaé przez wprowadzenie sztucznej lepkosci.

3. Numeryczne rozmycic nieciagloéci w obydwu metodach jest poréwny-
walne. Metoda elementu skoficzonego pozwala jednak zlokalizowaé polozenie
nieciagloéci rozwiazania scistego. Odpowiada ono maksymalnej wartodci
dodatkowego parametru weztowego || w wezlach siatki roéznicowe). Jest to
szczegOlnie istotne w zagadnieniach nieliniowych, gdzie prgdkoéc ruchu
nieclqgloém jest zmienna,
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Na rys. 4 przedstawiono wyniki rozwiazania metoda elementu skonczonego .
_dla nastgpujacych wspolczynnikow t=3, 4 =6, ug=3 .(A=15). Dla tych.
wspélezynnikéw metoda Laxa-Wendroffa jest niestabilna numerycznie. Z ana-
lizy warunkow (2.22) wynika, ze nie spelniony jest tu warunek stabilnoéci -
algorytmu metody przegnania:

(2.25) 1@ Pll2+1Q7 " Rll2 = L79> 1.

Pomimo to dla t = 5¢ uzyskano w miar¢ poprawne wyniki co do rozmycia
nieciaglo$ci. Obliczenia dla dalszych chwil czasu zachowujq charakter rozwia-
zania przy zwigkszajacym si¢ rozmywaniv nieciaglosci. Istnienie zadowala-
jacych rozwigzan pomimo niespelnienia warunku stabilnosci wynika przy--
puszczalnie z duZego 4, a wigc tak malej ilodci krokow przestrzennych
e rekurencyjny blad obliczen nie narasta zbyt szybko. o

3. KONSTRUKCJA SCHEMATOW ROZNICOWYCH DLA NIELINIOWEGO
ROWNANIA ADWEKCIT T ANALIZA UZYSKANYCH WYNIKOW '

Nieliniowe réwnanie adwekcji -
(3.1) —tuU-=

umozliwia uzyskanie rozwigzaf o zmieniajacych si¢ nieregularnosciach, co
moze prowadzi¢ do generacji rozwiazan nieciaglych (fale uderzeniowe w
plynach i cialach statych). Stosowane metody numeryczne powinny. byé
dynamicznie efektywne, a wigc powinny poprawnie modelowaé powyzsze
procesy. Poréwnamy pod tym wzglgdem trzy metody:

metode Laxa Wendroffa (z predykatorem i korektorem)

61 W R e )24 A L@ — (PR =0,
| A [ Y — PR 32 = O;
metode MacCormacka (réwniez z predykatorem i korektorem)
i~ + 4 [N —(W))2 =0,
gt — @ )2+ A (@)~ @)= 1)/ = 05

metode elementu skohczonego w przestrzeni Hermite'a.
Wykorzystujac przedstawiona w punkcie 2 procedure uzyskujemy rézni-’
cowy uklad réwnan nieliniowych

(3.2)

56+ Ay ) gy 134+ Al ) uj_ y (3684 A+ Aj i+

(33) \ -
. +(56+Air1) g1+ (= 138+ 400 y) v = Fy



" (33)

[cd 3
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(—134 B u_ +(—34+Bj_ ) 1+ By wy+ (104 + B) uf+
+(134 By 1 1) 41 +(—=34+Biy Jujey = Fi.

Rownania te dadza si¢ napisaé w formie uproszczonej i dogodnej do zasto-
sowania wektorowego wariantu metody przegnania:

(34)

—B(u, v) Ui +Q (u, u) Ui—R; (u, ¥) Uy = E; (u, ),

gdzie wektory rozwigzan maja postaé

a wektor pi‘awych stron

(3.5) |

(3-6)

(3.7

oraz

Ui=

E,=
i “H Fi’_ L3

—(56+A4;_,), —(134+4,_))
P‘ , I - . R
o) [ 13-B,_,, 34-B_,
—(56+4;11), 134—Aj4,
—(13+B;;+q), 34=Bj. |

N [368+4, 4]
Qf(“’“)‘“[ B, 1OA+B;]'_

Ri(u,u’)m[

Aioy = A(—80u;_ ; —19Au] ., — 160u;+314u),
Ajoy = A(—124u;_  ~ (13/4) 42w — 384+ (29/4) 47w,

Ay = A (80u;_y + 194! _ { — 624u)+ 194ul  — 80u;..,),

A= A (= 124up  —(11)8) A%+ 1244w — 124urs , +(11/4) A4, ),
Apyq = A (1600, +314u, + 80u; . , — 194u} , ),

f1 = A{—384u;,— (29/4) A% uj— 124w, +(13/4) A% 4}, ),
Bioy = A (19w, +(9/2) Auj_y +31u;— (13/2) Au),
Bi_, = A ((11/4) Au;.+(3/4) A% w_ +(29/4) Au;— (3/2) 4% ui),

By = A (= 19u;_ 1 —(9/2) At} — 62u;— 19u; , | +(9/2) Aul 1),

By = A ((13/4) duy_ + (34) A%ty +(3/4) A% 41— (13/4) A ),
Bii1 = A (31uy+(13/2) dui+ 19, —(9/2) duls,),
Biyy = A(—(29/4) Au;—(3/2) A ui—(11/4) Auyy 1 +(3/4) 42 i)
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Uklad réwnafh nieliniowych (3.3) rozwigzywano Wektorowym wariantem
metody przegnania z iteracjami

(8)  — B, ) U1 +Q8 (, w) UP* — RS (u, o) Ust = B} (u, w),

gdzie s oznacza numer iteracji na n+1 kroku czasowym.

Na rys. 5-9 przedstawiono wyniki rozwigzan dwoch zagadnien numerycz-
nych z warunkiem poczatkowym (2.23): 1) dla =025 4=28; 2) dla
=105 4=38

7 analizy rys. 5 i 6 wynikaja nast@pujace wnioski:

1. Metody Laxa-Wendroffa (2) i MacCormacka (3) wykazuja silne oscylacje
w poblizu propagujacej si¢ nieciaglosci, ktore narastajg w miarg obliczed:
Wazrost oscylacji jest tu intensywniejszy niz w przypadku liniowym.

2. Metoda elementu skoficzonego w przestrzeni Hermite’a (4) wykazuje
w przypadku nieliniowym niewielkie oscylacie po obu stronach nieciaglosci. -
Sa one jednak znacznie mniejsze od metod poprzednich. Nie rozwijaja sig
one istotnie w trakcie obliczen. _

3. Wiszystkie trzy metody wykazuja podobne rozmycie nieciagloéci. Metoda
elementu skoficzonego umozliwia lokalizacje polozenia nieciaglosci rozwia-
zania Scistego (1), kiére zmienia si¢ w czasie.
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Lufxt)
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Rys. 10

. Z analizy rys. 7, 8 i 9 oraz por6wnania ich z poprzednimi zauwazamy
nastepujacy fakt:

4, Wzrost wspdlczynnika 1 = t/4 powoduje ztagodzenie oscylacji i zmniej-

szenie ich amplitudy w metodach Laxa—Wendroffa i MacCormacka oraz

nieznaczne pogorszenie wlasnosci dyspersyjnych metody elementu skoriczo-

nego.

Przeprowadzono réwniez obliczenia oparte na schematach rozmcowych
skonstruowanych w przestrzeni Lagrange’a elementu skonczonego z liniowymi
funkcjami bazowymi. Uzyskano wyniki porownywalne z wynikami metod
Laxa—Wendroffa i MacCormacka, a wigc znacznie gorsze od metody elementu
skoficzonego w przestrzeni Hermite’a. Swiadczy to o szczegdlnych wlas-
nosciach dyspersyjnych metody elementu skonczonego w powyzszej przestrzeni
1 moZe stanowi¢ przedmiot odrgbnych badah. Metoda ta bowiem, pomimé)
znacznie nizszej efektywnosci rachunkowej, wykazuje ,zadziwiajaca” efek-
tywnoéé dynamiczna, co moze preferowaé jej uzycie przy rozwiazywaniu
zagadnien nieregularnych. Na rys. 10 przedstawiono rozwiazanie wywolane
warunkiem poczatkowym w postaci zaburzenia prostakatnego. Widaé tu, Ze
w-metodach Laxa-Wendroffa i MacCormacka wystgpuja znaczne oscylacje
zardbwno w czgsci poczatkowej jak i konicowej zaburzema Nie obserwujemy
tego w metodzie elementu skonczonego. _ 1
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4. £AKONCZENIE

Przeprowadzone na prostych przyktadach rozwazania wykazaly, ze wybor
metody efektywnej dynamicznie stanowi problem istotny, aktualny i do konca
nierozwigzany. Z analizy poréwnawczej wynika jedynie, Ze poszukiwania
metod dynamicznie efektywnych okazmje sig¢ owocnym. Pokazali§my mozli-
woié wyboru metody efektywniejsze] w tym sensie od innych znanych
dotychczas, lecz nie odpowiedziclismy na pytanie dlaczego tak sig dzieje.
Zauwazmy jedynie, ze aproksymacja nie tylko rozwiazan ale i ich pochod-
nych znacznie poprawia wlasnosci dyspersyjne schematow konstruowanych
w przestrzeniach Hermite’a elementu skonczonego. Pozostaje jeszcze do roz-
strzygnigcia pytanie: ile pochodnych nalezy aproksymowac prazy odpow1edmm
typie zagadnienia granicznego? Powinno to stanowi¢ przedmiot osobnych

badan.
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PE3IOME

SOGEKXTHRHOCTL YACIIEHHBIX METOAOB B [POBJIEMAX JVUHAMHWKNA

B pafore npepcTaBnesa mpolleAypd BRIOODA HCHCHHOTO ‘MeTOAA - 3QQEKTHBHOTO A1~

AAMUYCCKHE AN PA3pPHIBHOTO pPenIeHR HAYAMBHOH 3a0a%H., Hccaeosanns NPOBEACHE! HA NTPH-

Mepe JHHCHHOTO K HENWFEiHOTO YDABHEHHS alnekumm ¢ yweTom cxem Jlakca-Bennpodda,
MacKopmaka M PAa3HOCTHBIX CXeM, IOCTPOCHHBIX B 3PMUTOBOM TPOCTPAHCTBE KOHEHHOTO
syemorTa. TIpEACTaBNeH AHANH3 pPE3YABTATOR pacqemu ¢ TOIKH BPE-HP!H IlHHaMH‘-IeCKDPI af-
(PeKTUBHOCTR TIPHMEHACMBIX METOHOB. :
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SUMMARY

EFFECTIVENESS OF NUMERICAL TECHNIQUES IN PROBLEMS OF DYNAMICS

The paper presents the procedure of selection of a dynamically effective, numerical method
of solution of discontinuous initial value problems. The method is tested on an example
of linear and nonlinear advection, account being taken of the Lax—Wendroff MacCormac
and finite difference schemes constructed in the Hermite space of finite elements. Results
of the analysis are presented from the point of view of dynamical effectiveness of the
methods proposed.
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