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KLASA SCISLYCH OSIOWO-SYMETRYCZNYCH ROZWIAZAN
ROWNAN STOKESA

STANISEAW TOKARZEWSKI (WARSZAWA)

Osiowo-symeiryczne réwnania Stokesa rozwigzano écidle w abszarze nieskoficzonego cylindra
w przypadku, gdy warunki brzegowe postawione na jego powierzchni 53 wyrazone za pomocy
funkeji dostatecznie gladkich. Wyniki uzyskano w postaci sum nieskoficzonych szeregow
funkcyinych. : ' o . i

1. 'WsTEP

Rownania Stokesa naleza do podstawowych réwnan mechaniki cieczy
i gazow. Stosuje si¢ je do opisu tzw. przeplywow powolnych charakteryzu-
jacych si¢ matymi liczbami Reynoldsa. Przeplywy takie wystepuja na duza
skale zarowno w technice jak rowniez w przyrodzie. Mamy z nimi do czy-
nienia miedzy innymi w procesach smarowania, sedymentacji, flotacyi i wielu
jnnych. Stad ‘poszukiwanie klas scistych rozwiazan réwnafi Stokesa Jest
wazne nic tylko z teoretycznego, ale rowniez praktycznego punktu widzenia.

W niniejszej pracy znaleziono klasg $cistych rozwiazan rownan Stokesa
w przypadku, gdy na brzegu nieskoficzonego walca kolowego sa dane
osiowo-symetryczne, dostatecznie gladkic funkcje. Identyczne zadanie roz-
wigzali w 1981 r. Sameson [5], w 1953 r. Savic [6] oraz w 1958 r.
HapermaN i SAvRE [1]. Uzyskane przez nich rozwiazania maja postal calek
Fouriera i s3 powszechnie stosowane w obliczeniach. Natomiast $ciste rozwia-
zanie osiowo-symetryczrych rownafi Stokesa uzyskane w tef pracy ma postac
nieskonczonych szeregdw funkcyjnych, ktorych poszczegdlne wyrazy sa iloczy- -
nami niezaleznych od warunkdw brzegowych wielomianéw mnozonych przez
kolejne pochodne funkcji okresionych na powierzchni nieskoriczonego walca
kotowego. Istotnie wige sig r6znig od rozwiazafh podanych w pracach [1, 51 6].

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Do opisu powolnych, osiowo-symetrycznych przeplywow stacjonarnych
realizujgcych sig w rurach kotowych uzywa sig nastepujacych rownan Stokesa:
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Wystepujace w (2.3} wiclkodci nazywaé bedziemy odpowiednio: cisnieniem,
predkoscia wzdluzna, predkoscia promieniowa, wspolrzédng promieniows
iwspé!rz‘gdna: wzdluzna. Wyznaczenie klasy funkcji {v, (r, z), v (r, 2), 5 (v, 2)}
dcifle rozwiazujacej zagadmenle brzegowe (2.1) jest gléwnym celem mmejsze}
pracy. ‘

3. METODA ROZWIAZANIA

Wykorzystujac warunki brzegowe (2.2) mozna droga prostych przeksztalcen
matematycznych sprowadzi¢ uklad rownan (2.1) do nastepujacej postaci:
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jest operatorem liniowym, natomiast funkcie ¢ (z) oraz ¥ (z) sa dowolnymi
funkcjami zmiennej z. Nalezy zauwazyé, Ze rownanie (3.1); jest réownaniem
biharmotiicznym napisanym w postaci rézniczkowo-catkowej. Sciste rozwaa-
zanie rownania (3.1); daje sw napisa¢ w postaci nastepujacej:

(33) v = Z[ (IZ+2L)1" (—2—@(z)+df(z)):

= i (—1)"(n+1)1f(f- o (z)+«b(z))"

Powykonaniu w (3.3) dz1a¥an wskazanych przez rozmczkowo catkowy operator
{3.2) otrzymujemy

2n+2 2n
I A {m 0 (@) ¥ (z)},

n=0

gdzie wprowadzilidmy 'nastgpuja,ce oznaczenia;
- ‘ éZn . 2n‘

5,
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(3.5)

Oznaczenia (3.5) vzywane beda w dalszej czeéci pracy. Zalézmy, ze funkcje
@ {(z) i Yy(z) zaleza od warunkéw brzegowych sformulowanych za pomoca
funkql Q (z) i @, (z) nastgpujaco

. ~ 3 6 QP ()4l 0FT (),
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gdzie of 1 B sa stalymi wspolczynnikami. Stosujac do réwnan (3.6) oraz (3.4)

kryteriumh d’Alemberta, otrzymujemy nastepujace nieréwnoéci'
i 25+ 2)
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gwarantujace szeregowi (3. 4) zbieznos¢ w obszarze nies;koﬁczonego walca
kolowego o promieniu jednostkowym. Ciag nieznanych wspdlczynnikow
af i B! wyznaczymy na podstawie warunkéw brzegowych {2.2). W tym celu
wprowadzmy (3.6) do (3.4 i pogrupujmy wyrazy wzgledem kolejnych rzedow
pochodnych funkcji @, oraz Q,. Nastgpnie spelniajac za pomoca (3.1),
warunki brzegowe (2.2), otrzymujemy nast¢pujace formuly rekurencyjne na
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Sume szeregu (3.4) mozna réwniez przedstawi¢ w innych réwnowaznych posta-
ciach. Na przyklad grupujac w (3.4) wyrazy wzglgdem kolejnych pochodnych
funkql Q; dostajemy

(39) [ v = i I’Vsl'l (P‘) Q(123+1} (Z}-{- PVsi’2 (l‘) Q{22s+1) (Z),J
s=0 ) '

gdzie funkcje

310 . r2H+2 ; an ;
(3.10) Ws(r)—Z( 1" (n+1) m%—n"{'wﬁrn :

sq jak wida¢ wielomianami zmienne) r. Po rozwinieciu funkcji @; w szereg
Taylora, ‘szereg (3.9) przekizialéa si¢ do nastgpujacej postaci:
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sa w1elom1anam1 dwoch zmlennych rioz, gdﬂe E( ) oznacza naj-

mnlejszq liczbe calkowita nie przckraczajaca wartosel (n— 1)/2 Kazdy z trzech
szeregow funkcyjnych (3.4), (3.9) oraz (3.11) dazy oczywiscie do tej samej
granicy spetniajacej Scisle rowname blharmomczne (3.1), oraz warunkl brzegowe

(Bd)p 1 22),.

4. ZAKRES STOSOWALNOSCI

Jeshi funkcje Q; postawwne na powierzchni walca kolowego spelniaja nie-
réwnodel (3.7), to szeregi (34), (3.9), (3.11) sa zbieine, a to oznacza, 7e 'sq
Scistymi’ rozwiazaniami rownania biharmonicznego (3.1);. Wyznaczenie do-
kladnego zakresu stosowalnosci szeregéw (3.4), (3.9), (3.11) wymaga roz-
wiazania nieréwnoéci (3.7), co ze wzgledu na skomplikowane formuly iteracyjne
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(3.8) jest bardzo trudne. Z przeprowadzonego oszacowania wynika, Ze nastg-
pujaca nierdOwnosc : :

Q}2s+2) (Z)
7@
gwarantuje szeregom (3.4), (3.9), (3.11) zhieznos¢ w obszarze nieskofczonego
walca kotowego o promiemiv jednostkowym. Stad wynika, ze uzyskan.e
w tej pracy rozwigzania okre§lone wzorami (3.4), (3.9) i (3.11) na pewno nie
tworza zbioru pustego. ' '

4.1 lim <1

s o

5. DYSKUSIA OTRZYMANYCH ROZWIAZAN

Sciste rozwiazanie réwnania biharmonicznego (3.1); spelniajace warunki
brzegowe (3.1);, (22) otrzymano w nini€jszej pracy w postaci trzech nie-
skonczonych szeregéw funkcyjnych (3.4), (3.9) 1 (3.11). Skonczone sumy
czgstkowe szeregow (3.4), £3.9), (3.11) koleino nie spelniaja am réwnania bihar-
monicznego, ani warunkoéw brzegowych; spelniaja warunki brzegowe, nie
speliiaja réwnania biharmonicznego; spelniaia réwnania biharmoeniczne nie
spelniaja warunkéw brzegowych. W szeregach (3.4), (3.9) oraz (3.11) wystgpuja
wspétezynniki af, B okredlone formuly iteracyjng (3.8). Wspotezynniki te nie
zaleza od warunkdéw brzegowych (2.2). Sg wige dla typu zadan rozwigzywanych
w tej pracy wielkosciami charakterystycznymi. Wartodci kilku - pierwszych
wspolczynnikéw of 1 B sa nastepujace: ' C '
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Réwniez wielomiany W'/ (r) oraz W' (r, z—z,) wystepujace w ézeregach
(3.9 1 (3.11) nic zaleza od warunkdw brzegowych (2.2). Miedzy nimi zachodzi
prosty zwigzek - T '
(5.2) ‘ Wi (r) = Wygi , (r, 0).

Kilka pierwszych wielomianéw W'/ (r}) wyznaczonych na podstawie (3.8)
i (3.10) zestawiono punkcie 7 pracy. Latwo zauwazy¢, ze warunki brzegowe
(2.2) przyjeto, pierwszy z doktadnosécia do dowolnej stalej, drugi z dokladnoscia
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do dowolnej funkcjt liniowej. Zadanie brzegowe sformulowane zwigzkarni
(3.1}, (22) nie ma wigc jednoznacznego rozwigzania. Mozna pokazad, Ze
funkcjg vy {r, z) uzyskuje si¢ z dokladnoscia do funkcji kwadratowej zaleingj
od wspdlrzednej r. Funkcje Q,, reprezentujace predkodei brzegowe, zostaly
wprowadzone wylycznie w celu uproszczenia zapisu uzyskanych wynikéw.

6. POROWNANIE OTRZYMANYCH WYNIKOW

Ogolne rozwigzanie réwnania bibharmonicznego, powszechnie uzywane
w literaturze [1, 5, 6], uzyskal Sampson w postaci nastgpujacej catki Fouriera:

61 o= ch [A()-t-To (r)+B () [rely (r1)+ 200 (1]} x
’ x [C (1) sin (26)+ D (£) cos (z0)],

gdzie A(t), B(1), C (), D (1) sa odpowiednio nieznanymi funkcjami, zas I,, I,
zmodyfikowanymi funkcjami Bessela” piciwszego rodzaju. Wyniki uzyskane
w niniejszej pracy majg posta¢ nieskonczonych szeregéw funkcyjnych danych
zwigzkami (3.4), (3.9), (3.11). Istotna réznica miedzy (6.1) i (3.4), (3.9), (3.11)
tkwi glownie w sposobie wprowadzanie do (6.1) oraz (3.4), (3.9) i (3.11)
warunkéw brzegowych. O ile w przypadku (6.1) nalezy na warunkach brze-
- gowych dokona¢ transformacji Fouriera, o tyle w przypadkach (3.4), (3.9)
oraz (3.11) wystarczy policzy¢ kolejne pochodne funkcji postawionych na
powierzchni walca kotowego. W zaleznosei wige od tego, jaka operacja doko-
nywana na warunkach brzegowych jest prostsza, wygodniej jest w praktycznych
obliczeniach stosowa¢ badZ? zwiazek (6.1), badZz jeden ze zwiazkdw (3.4),
(3.9, (3.11). ' '

7. KLASA S$CISLYCH ROZWIAZAN STOKESA

Ogolne, Sciste rozwigzania zagadnienia brzegowego (2.1) wygodnie jest
napisa¢, wychodzac ze zwigzkéw (3.9), (3.1), w nasigpujacej postaci

- . _2 o0 - >
(71) by = Z Z st!,J {I) Q(23+J) {Z), i= 05 15 2:
: i =0

=15
" Migdzy wiclomianami Wq"'“’"'(r) zachodza nastepujace zwigzki

Wi (r) = —% J‘rWsl”" (r) dr, 520
Q

(7.2) W) = o= WL )+ [ Wb dr, 520,
. 0

Whi=0, 5 <0,
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gdzie funkcja wyjsciowa W,/ (r) dana jest zwiazkami (3.10), (3.8). {Vielomiany
Wi {r) policzone przykladowo dla trzech plerwszych wartosm 1ndeksu 5
réwnaja s:@
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¥
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Otrzymana klasa funkgji okreslona LW14dem1 (7.1) ovaz nieréwnosciami (3.7)
sciéle spelnia w obszarze nieskoniczonego walca kotowego osiowo-symetryczne
réwnanie Stokesa (2.1), a takze warunki brzegowe (2.2). Scisle rozwigzanie
zagadnienia brzegowego. (2.1) mozna takZe podaé bez zadaych 1rudnos(:1
wychodzac z szeregow (3.4), (3.1) oraz (3.11), (3.1).

8. UwaAGr KONCOWE

Klasa S$cistych, osiowo-symetrycznych rozwigzan réwnan Stokesa dana
wzorami (7.1) ma kilka istotnych zalet. Po pierwsze mozna ja wyrazi¢ za
pomocy zamknigtego algorytmu obliczeniowego wygodnego do prowadzenia
obliczen numerycznych. Po drugie korzystanie z warunkéw brzegowych jest
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proste, polega bowiem na obliczariu kolgjnych pochodnych funkeji postawiongj
na powierzchni nieskoniczonego walca kolowego. Istotna wada otrzymanych .
wynikéw (7.1) sa trudnoéci w uzyskaniu informacji o dokladnym zakresie
stosowalnodci rozwigzan (7.1). ' ' '
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