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CZESC II. ANALIZA LOKALNEGO WYBOCZENIA SRODNIKOW
1 PRZYKLADY OBLICZEN

JACEK BAUER, MICHAL KLEIBER 1 WLODZIMIERZ SOSNOWSKI
' (WARSZAWA)

W czgdei pierwszej przedstawiliémy ogolne podstawy analizy oraz analize sprezysto-
-plastyczna. Niniejsza czgé¢ stanowi kontynuacje czedei poprzedniej i zawiera analizg lokalnego -
wyboczenia Srodnikéw. Efckty wyboczeniowe uwzgledniono, dopuszezajac ‘mozliwosé sprezy-
stego lub sprezysto-plastycznego wyboczenia srodmkow belek oraz anahzu]qc szczegolowo
powyboczemowa noéneéé elementow.

1. LOKALNE WYBOQCZENIE §RODNIKA

W czedei pierwszej przedstawiliSmy ogdlne podstawy analizy oraz analize
sprezysto-plastyczng. Niniejsza cz¢éé stanowi kontynuacje czesci poprzedrie
1 zawiera analiz¢ lokalnego wyboczenia $rodnikoéw. Rozpatrywane zagadnienie -
jest niezwykle zlozone i jego Sciste sformutowanic jest na obecnym poziomie
wiedzy niemozliwe. Koniecznodé zakonczenia prowadzonych badasi efektyw-
nym programem numerycznym zmusila autoréw do wprowadzenia szeregu
uproszczen uzasadnionych charakterém znanego z dodwiadczed i praktyki
zachowania si¢ $rodnika po utracie statecznodci. Czeéé wprowadzanych
uproszezeil ma charakter wstgpnych koncepcii i ulegnie weryfikacji w trakcie
dalszego testowania programu. Oprocz zalozed przedstawionych w pracy
L1] wprowadzono  jeszcze inne nastgpujace: 1) Sita poprzeczna przenoszona
jest wylacznie przez $rodnik, natomiast moment zginajacy i sity osiowa przez
caly przekrdj poprzeczny. 2) Rozklad naprezen $cinajacych. jest rOwnomierny
wzdiuz wysokosci érodnika. 3) Przy wyprowadzaniu powierzchni wyboczenia
Srodnika przyjmnijemy, Ze jest on plyta sprezysta o nastgpujacych warunkach
brzegowych: krawedzie styku z potkami sa utwierdzone, a pozostale brzegi
swobodnie podparte. Przyjmujemy roéwniez, ze sity wewnetrzne rozkladaja sie
réwnomiernie wzdiuz dlugosci elementu, a ich wartoéé réwna jest wartosci
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sit w érodku rozpictosci. 4)' W obrebic danego przyrostu obcigzenia dla
elementu strukturalnego ‘obowiazuje liniowa zaleznos¢ miedzy sitami a prze-
mieszczeniami. - ' o ' B

" Gdy $rodnik wyboczy si¢ sprezyécie, mozemy wyrdzni¢ dwa jako$ciowo
odmienne stany pracy elementu strukturalnego. Z pierwszym z pich mamy
do czynienia wtedy, gdy sila poprzeczna jest mmicjsza od sily powodujacej
wyboczenieé przy czystym Scinaniu, V< Vi 2 drugim, gdy sila poprzeczna
jest wigksza (lub réwna) od sily powodujacej wyboczenie przy czystym
icinaniu, V= V,,. W przypadku pierwszym V<V, naprezenia normalne
przenoszone sa zarowno przez potki jak i przez $rodnik, naprezenia Scinajace
tylko przez $rodnik (zgodnic zresztq z zalozeniami sformulowanymi powyzej).
Natomiast w priypadku drugim- (V = Vi) $rodnik nie przenosi naprezen
normalnych. NapreZenia normalne przenoszone $3 wylacznic przez pokki,
a naprezenia $cinajace przez strefe rozciagana érodnika. Przy wyprowadzaniu *
zaleznodci “okrédlajacych macierze sztywnoSci bedziemy wladnie wyrdznial
powyzsze stany pracy elemenfu strukturalnego. Jak wiadomo utrata statecz-
nosci érodnika nie powoduje wyeliminowania danego elementu strukturalnego
ze wspolpracy przy dalszym obciaZaniu konstrukcji. Zmianie ulegaja jedynie
sztywnoéé érodnika oraz rozklad naprezen. Dlatego poniZej (zanim wyprowa-
dzimy wzory na macierz sztywnoéci elementu strukturalnego po wyboczeniu
sprezystym) przypomhimy na podstawie literatury [2, 3, 5, 8] wzory pozwa- i
lajace okredli¢ efektywne parametry przekroju ramy dwuetowej po lokalnym '
sprezystym wyboczeniu $rodnika. :

1.1. Przekroj efektywny ramy dwuteowej po sprezystym wyboczeniu Srodnika -

W naszym przypadku, kiedy uwzgledniamy jednoczesne dzialanie trzech:
sit wewnetrznych, tzn. sity osiowe], momeftu zginajacego 1 sity poprzecznej, -
doktadne (Scisle) okre$lenie zmian sztywnosci i rozkladu naprezef jest mozliwe -
po przeprowadzeniu analizy numerycznej np. metoda elementéw skonczonych.
Jako punkt wyjscia do przyblizonego okreélenia wspomnianych parametrow
érodnika po jego sprezystym wyboczeniu przyimujemy rozklad naprezen dla 13
wyboczonej plyty 4ciskanej, swobodnie podpartej na obwodzie [2, 3, 8]
Wyidealizowane wykftesy naprezen przedstawiono na rys. 1. W przypadku.
&ciskania naprezenia oo w skrajnych wléknach dochodza do zera w odleglosc
2¢ od kKrawedzi (rys. 1a). Odpowiada to rownomiernemu rozkladowi napreze:
¢ na szerokoéci ¢ po obydwu stronach $rodnika. Dla czystegod zginania.
w strefie §ciskanej rozklad jest podobny do powyiszego, natomiast w strefie
rozciagane] mamy zmiennos¢ liniowa od krawedzi do polowy wysokodci:
érodnika h/2 (rys. 1.b). - ’ D

Wyznaczajac parametry przekroju efektywnego wyrdzniamy dwa przypadk
uiraty statecznosci érodnika: a) sifa poprzeczna jest mniejsza od sily Scina
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Rys. 1

jacej powodujace] wyboczenie przy czystym Scinaniu, V< ¥, b) sifa po-
przeczna jest wigksza od sﬁy scmajqcej powodujace] wyboczeme przy czystym
‘ scmamu V=V,
" Dla przypadku a) wykorzystamy opisany powyzej stan Sciskania. Efektywna
szerokos¢ ¢ na kazdym brzegu srodmka okreslona jest nast@pu]acym WZO-
rem [ 5]

(L.1) c— 1261, \/i ‘
Jp]

Dia czystego zginania strefa rozciagana jest wykorzystana w peblni h/2,
natomiast w strefie sc1skane] mozémy przyjac podobme jak dla czystego
selskama tzn. c.

“ Je$hi z kolei mamy jednoczeshe dzialanie sily $ciskajacej 1 momentu
- yginajacego, to efektywna szerokos¢ w strefie sciskane] rdéwna jest c,
natomiast w strefle rozciaganej zalezy ona od stosunku sily $ciskajacej do
momentu zginajacego. Wielkodd ta zmienia sig od ¢ w przypadku czystego
- éciskania do /2 dla czystégo zginania. Wobec powyZszego efektywna szrokoéé
LB w strefie rozciaganej moZzemy wyrazi¢ nastepujgco:

‘(1.2) b= —g——(h—ZC) Wim,

fr=arct ny _.N - M
B & m ’ " Nskr) e Mskri

.. Z kolei kiedy dochodzi jeszcze dzialanie sily poprzeczne) przyjmujemy,

Ze parametry wyznaczone poprzednio, tzn. ¢ (dla strefy $ciskanej) i b (strefa
‘rozciggana), maleja liniowo ze wzrostem sily poprzecznej i osiagaja wartosé
zerowa, gdy sita poprzeczna jest rOwna sile powodujacej utrate statecznosei
przy czystym Scinaniu. Tak wige ¢, 1 b, okreSlone sa nastepujacymi prostymi



382 JACEK BAUER, MICHAL KLEIBER 1 WLODZIMIERZ SOSNOWSKI

wzoraml hmowyml
(13) ey=c(l=V/Vad, by=b0=V/Vy)

Dia przypadku b), gdy sila poprzeczna jest wigksza od sily powodujacej
utrate statecznoéci przy czystym $cinaniu napreZenia normalne przenoszone
sq wylacznie przéz polki, natomiast przyrost sily poprzecznej przez strefg
rozciagana  §rodnika. Efcktywna sztywnod¢ na’ Scinanie moZzemy obliczy¢
analizujac odksztalcenia w érodniku i wyrazajac ja jako funkcje efektywnej
gruboéci §rodnika. W naszych rozwazaniach przyjmujemy, ze grubo$c ta jest
réwna potowie grubosci wyjsciowej (poczatkowej).

1.2. Powierzchnia sprezystego wyboczenia Srodnika \

Wyznaczenie krytycznych sit powodujacych utrate statecznosci plyty przed-
stawionej na fys. 1 przy czystym §ciskaniu, czystym zginaniu lub czystym
§cindniu N, My, ¥, nie nastrecza Zadnych trudnosci [5, 6, 8] Kiedy
powyzsze sity dzialaja na §rodnik parami warunki na utratg stateczrosci
moZzemy w sposéb przyblizony przedstawi¢ nastgpujaco [2 i 3]: -

(1.4) ' mian=1, mioP=1, v +n=1,
gdzie
N M, Vs
frad P m = » =
" Nskr Mskr I/sky

Analizujac powyisze réwnania mozemy sformutowa¢ podobny warunek nla
wyboczenie sprezyste uwzgledniajacy jednoczesne dzialanie trzech sit we-
waetrznych, tzn. sity normalnej, momentu zginajacego i sity poprzecznej:

(1.5) n+m?+ovi—1=0.

W pracy M. Zyczkowskieco [10] dyskutowany jest przypadek analizy sta-
tecznodci konstrukcji przy dziataniu » niezaleZnych obciazef. Wykazano, ze
dla obcigzen konserwatywnych powwrzchma oplsujaca stan wyboczema jest
powicrzchnia wypukla.

Warunek wypuklosci, konieczny przy korzystaniu z analogii niestowarzy-
szonego prawa plynigcia, jest rowniez spelniony dla (1.5} W warunku po-
wyzszym wystepuje funkcja sit wewngtrznych przypadajacych na Srodnik.
Wyrazajac go w wielkosciach sit wewngtrznych odniesionych do calego
przekroju poprzecznego, zgodnie z zaloZeniem na wstepie tego rozdzialu,
dzialajacych w polowie rozpigtoéci elemertu strukturalfego otrzymujemy
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N, (AN [ MpteN \E( 1\
L6 FQ= (AC)JF(_"—?\;: ) (1) +

: 2.
+ Mg+eN, \ A e : V.. —1=0,
Nskr Ic Vskr

gdzie My oznacza moment zginajacy odniesiony do §rodka-cigzkosci srodnika
oraz e odlegloé¢ migdzy osia obojetnd drodnika a osia “obojetna calego
przekroju poprzecznégo. W powyzsze réwnanie imozemy féwniez wprowadzié
funkcje weztowych sit wewngtrznych. Otrzymamy wéwczas réwnanie po-
wierzchni drugiego stopnia w przestrzeni N,, M, ¥,. R6wnanie ftej po-
wierzchni przedstawiono w Zataczniku I (rownanie (1.1)). Postuzy nam ona
do wyznaczenia macierzy sztywno$ci elernentu strukturalnego.

13. Macierz sztywnoSci elementu strukturalnego po sprezystym wyboczeniu
Srodnika

Przed wyboczeniem $rodnika koniec wektora sil wezbowych znajduije sie
wewnatrz lub na powierzchni wyboczenia F(Q). Rowniez przyrost obcigzenia
realizuje sig wewnattz lub na powierzchni. Przenoszony jest on wowczas
przéz przekrdj calkowity elementu struktufalnego. Po wyboczeniu $rodnika
kolejne przyrosty sily sciskajacej i momentu zginajacego przenoszome  sg
przez przekrdj efektywny elementu strukturalnego ze wzgledu na wystepo-
wanie naprezen normalnych i wynikajace stad zmniejszenie sztywnosci §rod-
nika. Z kolei przyrosty sily poprzecznej sq wyldcznie przenoszone przez
srodnik i w zaleznodci od tego, czy sila jest mniejsza lub wicksza od
sily powodujacej wyboczenie przy czystym Scinaniv; uwzgledniamy to przy
okredlaniv parametréw Srodnika (przypadek 1,1.a lub 1.1b). Z~ tego wrzgledu
w dalszym ciggu przy okreslaniu macwrzy sztywnosm elementu strukturalnego
wyréiniamy te dwa stany:

a) Przypadek V < ¥,

‘Oznaczmy wektor si} wezlowych w weile k przez A Q= {Ny, Vi, M.
Przyrost deformacji 4 U, w weile k zwiazany jest z przyrostem sil we-
wnetrznych 4 Q,. Przyrost sit wezlowych A Q, rozktadamy na dwie sktdadowe:

(L7} 4Q, = iﬁNk,AH,AMk]T—[ANk,O AM— AV, L2217+
+[0, AV, 4V, L/2]T.

Pierwszy skladnik odpowiada przyrostowi wylacznie naprezei normalnych
w srodku rozpigtosci elementu strukturalnego, a drigi skladnik przyrostowi
naprezefi Scinajacych w $rodku rozpigtoéel. Jak wspomniano 'w zalozeniach
na wstepie stan w §rodku rozpigtosci jest reprezentatywny dla calego elementu.

Skladowe przyrostu sit weztowych bedziemy rozpatrywaé w przestrzeni
Ny, Vi, M, podobnic jak' powierzchnig wyboczenia F (Q,) (rys. 2). Przyrost
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ANy

Rys. 2~

Rys. 3

AV, analizujemy w plaszczyznie (Vi, —P;) utworzonej przez of Vi oraz
przez wektor [N9, V2, MSJ” (por. rys. 2 i 3a). .
W naszym przypadku jesli V< V., to $rodnik przenosi w catosci sile
poprzeczna, a co za tym idzie réwniez przyrost AV {AB na rys. 3a).
W zwigzku z tym wystgpuje redystrybucja sily osiowej i moment - zgina-
jacego. Ta czeé¢ momentu zginajacego i sity osiowej, ktora spelniala
réwnanie powierzchni wyboczenia CA (rys. 3a) przekracza ja o AP =
= [AN}, AMY]". Tak wigc podczas przyrostu obciazenia skladowe ANY
i AM", sa odciazane z catego elementu strukturalnego 1 obciazaja przekroj
efektywny. Skladowa [0, AT, 4V L/21" mozemy napisa¢ nastgpujaco:

(18) [0, 4V, AW, L/2]" = ~[AN},0, AM7)7+ |
+10, 4V, AV, L2177+ [4N7, 0, AM3]".

Uogdlnione sily odpowiadajace pierwszemu i drugiemu sktadnikowi prawnej
strony dzialajg na przekroj catkowity a trzéciemu na efektywny.
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Przyrost [AN,,0, AM, A4V, L/2]" jest reprezentowany w plaszczyZnie
(Ni,—My,) (réwnoleglej do (N,—M,) zawierajacej punkt A (N2, VP M9
(rys. 2)) odcinkiem AG (rys. 3b). Mozemy go rozozyé na dwie skladowe:
AE réwnolegla do odcinka CA oraz AF roéwnolegla do stycznej w punkcie A
plaszezyzny (N,—M,,) (rys. 3b). Skladowe te oznaczymy 1ndeksam1 gornyml
0dp0w1edmo p it Moina je naplsac nastgpujaco: '

(19) - [4N,,0, AMl_—AVl L/2]T = [ANT,0, (AM, — AV, L/2}"]" +
+[4NY, 0, (AM;— AV, L2Y]".

W plerwszym sk}admku stosunek skladowych ANE/AM,—AV, L/2)F jest
roéwny . stosunkowi skfadowych wyjsciowych, tzn. N;/M,. Ta cze$¢ przeno-
‘szona jest przez przekroj efektyway.

Skiadnik drugi, réwnolegly do stycznej, powoduje redystrybucje naprezen
normalnych w obrgbie powierzchni wyboczenia. Przyjmunjemy, Ze jest on
przenoszony przez przekrdj catkowity. Tak wige na podstawie wzordw
(1.7), (1.8), (1.9) przyrost sit weztowych AQ; mozemy wyrazi¢ nastepujaco:

AN, 0 AN, AN?,
(L10) 4Q,=—| 0 |+ 4% |+ o |+ 0 +
AMY | AV, L2 | | AMA] | (AM,— AV, L2y

ANE
+ 0
lub w formie uproszczonej (AM— AV, L/2)p
AQy = —~AQ +AQ; + AQ} + 4Q4 + 4Q3.

W tym rownaniu ﬁAQ-’l, AQS1 1 AQY przenoszone sa przez przekrdj catko-
wity, natomiast’ AQ7, AQ} przez przekrdj efektywny.
- Przeksztalcajac powyisze réwnanie otrzymamy

(L11)  4Qy = AQ] +{4Q} — AQ))+(4Q% + 4Q)) =
= AQ]+4QV+ 4Q¥.
Kazda z tych sktadowych mozemy wyrazi¢ jako funkcje przyrostu AQ;:
AQ5 = B AQ,,
(1.12) AQ7 = B 4Q,,
AQY = B? AQ),.

Przyrost wektora przemieszczenia w wezle 1 spowodowany kazda z tych skia-
dowych sﬂ wezlowych mozemy wyrazm nastepujaco:

403 = €3, 4Q5 = 11B1AQ1>

(1.13) AUY = Cy 4QY = C4, BY 4Q,,
: AU = C3, AQT = CE, BY AQ..
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Calkowity przyrost przemieszezenia AUy W wezle 1 jest rowny sumic
powyzszych przyrostow: ) '

(114) AU, = AU + AU, +AUL =
={(Cj; Bi+C1y  +Chy BE) 4Q, = CY, 4Q,.

Macirze €, C4,, Ci, tworzymy z odpowiednich elementow macierzy po-
datnosci jednostki strukturalnej dla przekroju catkowitego lub efektywnego.
Stad mamy '

(115) AQ, = [CYy 171 AU, = K7, AU,

W powyzszym réwnaniu K7, jest podmacierza macierzy sztywnogci elementu
strukturalnego po wybdczeniu sprezystym srodnika. Podobnie mozemy wyzna-~
czy¢ podmacierz K7,, a z warunkoéw réownowagi podmacierze Ky, i KY,.
Tak wicc dia elementu strukturainego po utracie statecznodci Srodnika
musi by¢ spelniona nastgpujaca zaleznoéé miedzy przyrostem sit wezlowych,
a pizyrostem deformacji: o ‘

| AQ-I} [ i ‘1"2] '[Avl]

L.16 4Q = = w X = K" AU.
(1.16) Q \:AQz LKY K3 14U, -
Jawna posta¢ macictzy B przedstawiono w Zalaczniku L

~ b) Przypadek V= V.
Kiedy sila poprzeczna przekracza site powodujaca wyboczenie przy

czystym $cinaniu, $rodnik nie przenosi juz naprezen normalnych. Przyrosty - -

sily osiowéj i momentu zginajacego s4 przenoszone wylacznie przez pokki,
przyrost sily poprzecznej przez strefe rozciagana $rodnika. W tym przypadku
macierz sztywnosci K¥ ma podobna posta¢ do postaci macierzy K w pracy
[1] (sprezystej przed wyboczeniem; wzot (3.2)). Zmianie' ulegaja jedynie
pola przekroju poprzecznego, momentu bezwladnosci 1 wspolczynnika okresla-
jacego wplyw sit poprzecznych. Zmiany te wprowadzamy tak samo jak dla
przekroju efektywnego wg punktu 1.1

2. NOSNOSE KRANCOWA PO SPREZYSTYM WYBOCZENIU SRODNIKA [2, 4}

Warunek noénoéci kraficowej speinia w proponowanym podejéciu, jak juz
wspomnieli§my uprzédnio podobnag role, co warunek stanu granicznego, tzn.
pozwala droga rézniczkowania funkcji opisujacej go wzgledem sit wewngtrz-
nych okredli¢ uogélnione deformacje towarzyszace zaawansowanym zmianom
ksztaltu spowodowanym utratg statgcznoéci. '

Procedura taka jest w pelni poprawna jedynie przy zaloZeniu, ‘0 czym
juz wspomnieli§my, ze warunek noénoéci kraficowej jest powierzchnia wypukla.
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Dla wielu przZypadkow spotykanych w praktyce zaloZenie to jest spelnione,
Zreszty autorzy tej koncepcji (Y. Ueda i S. M. H. Rashed) na podstawie
wielu eksperymentow numerycznych twierdza, ze niespelnienie tego warunku
na poziomie clementu i wynikajace stad niedokladnoséci ulegajg ZNACZNE]
redukcji na poziomie Konstrukcji, tzn. po utworzeniun globalnej macierzy
sztywnosci. o f ’ ’
Przyjmujemy, Ze je$li sila tnaca spelnia warunek V< V.. to element
osiaga wytrzymalod¢ kraficowa wtedy, gdy potka i sasiednie skrajne wlokno -
srodnika na jednym brzegu, lub na obydwu brzegach jednoczesnie — uplastycz-
niaja sig¢. Wynika stad, Ze sposOb zniszczenia zalezy jedynie od wielkodci
1" proporcji sif wewnetrznych oraz od materialu i wymiaréw elémentu,
a nie zaleZy od wielkosci ugie¢ $rodnika po wyboczéniu mierzonych w pla-
szczyznie prostopadlej do plaszczyzny ramy. Jedli sita’ tnaca spelnia warunek
V 2= V. to érodnik nie przenosi juz naprezen normalnych i pozostaja w. nim
Jedynie naprezenia $powodowane {cinaniem. Dalsze przyrosty sily tnace]
powoduja rozwd) odksztalcen w strefie rozciagania w érodniku. W efekcie
gorna i dolna potka zostang obciazone dodatkowo réwnomiernie rozlozong
podhuzna sita Sciskajaca Fp, oraz obcigzeniem ciaglym p:
Fp = (V- W)/2,
p = (V=W )/h;.
Pélka jest ponadto obciazona sita podtuina F,, spowodowana sila podluzna
N oraz momentem zginajacym M {(cze$¢ ktdrego pochodzi od sily tnacej V).
Analizujac rézne typowe rozklady naprezen dla poszezegblnych miejsc
zniszczenia, otrzymujemy warunek nognodci krasicowej ) -

22) F, =0,

@2.1)

ktérego. jawna posta¢ podajemy wraz z zaproponowang w programie nume-
rycznym idealizacja w zalgczniku II -

Jesli élemeént osiagnie stan wytrzymalosci kranicowej, to jego macierz
sztywnosci okreslamy podobnie, jak okredlalismy w pracy [1] macierz sztyw-
nofci elementu z uplastyczniéniami. ' o

Powierzchnie wytrzymaloéei krancowej traktujemy jako potencjal pla-
styczny 1 stosujemy takie same macierze sztywnosci, jak macierze sprezysto-
-plastycine w przypadKu stanu granicznego, wykotzystujac przy ich wypro-
wadzaniu przyrostows teorig plastycznosci. Jesli sita Scinajaca jest mniejsza
od wartoéci K, wywolujacej wyboczenic przy ‘czystymi Scinaniu, to Zakla-
damy, ze deformacje spowodowane uplastycznieniem polki 1skrajnego wiékna
srodnika koncentruja si¢ w ,,przegubie” na lewym lub prawym koncu elementu.
Jesli sila Scinajaca przekracza ¥, to strefa uplastycznienia rozszerza sie na
cala dlugo§¢ clementu oraz obejmuje §rodnik i mozemy z pewnym przybli-
zeniem zastosowaé sprezysto-plastyczna macieiz sztywnosci dla przypadki,
gdy uplastyczniaja sie obydwa korice elemerntu. ’
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Jesli w przekroju przywezlowym wystepuje odciazenie, to nalezy ponownie
podstawi¢ macierz sztywnoscj elementu po wyboczaniu sprezystym k0.

3. WYBOCZENIE SPREZYSTO-PLASTYCZNE

Przypadek wyboczenia spreZysto-plastycznego érodnika ma miejsce, gdy
wyboczenie sprezyste jest poprzedzone uplastycznieniem przekroju srodnika.
Taka sytuacja moze zaistnie¢, jesh érodnik jest dostatecznie sztywny. Jesli
w przekrojach przywezlowych clementu dziata tylko jedna sila uogolniona,
np. wylacznie sila $ciskajaca, lub wylacznie sila tnaca, to $rodnik "albo
wyboczy si¢, albo catkowicie sig uplastyczni. W pizypadku dzialania momentu
zginajacego stan wyboczeénid sprezysto-plastycznego jest pewnym stanem
posrednim miedzy granicznym przypadkiem wyboczenia sprezystego, ktory
zdefininjemy dalej, a stanem no$nosci granicznej (przy calkowitym uplastycz-
nieriy). ' ' '

Zdefiniujmy dwa graniczne przypadki wyboczenia:

A. Graniczny przypadek wyboczenia sprezystego. Jest to przypadek wybo-
czenia sprezystego $rodnika o danej wysokodci h, przy takiej jego grubosci
to, 7€ Gy = 0. Stanowi temu odpowiada moiment zginajacy M,,. S

B. Stan wyboczenia przy jednoczesnym osiggnigciu stamu nosnodci granicznej.
Jest to przypadek wyboczenia $rodnika o danej wysokosci h, przy takiej jego
grubosci t,, ze moment zginajacy wywolujacy to wyboczenic jest’ rowny
momentowi zginajacemu wywolujacemu  stan noénosci graniczne] w tym
$rodniku. = ' ' ‘

Naprezenie o, jest wigc w tym przypadku umowna warto$cia naprezenia
krytycznego. ‘Rzeczywiste napreZenia nie moga przekroczyé gy, Odpowiedni
moment zginajacy wynosi w tym przypadku M. o

7T trzeczgwi_ste tgr
Rys. 4

Stan wyboczenia spr¢zZysto-plastycznego okreéla moment zginajacy bedacy
liniowa funkcja grubosci érodnika ¢ otrzymany z interpolacji pokazanej
schematycznie na rys. 4. Otrzymamy M~ P wstawiamy do warunku wybo-
czenia sprezystego $rodnika. ' -
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4., PRZYKLADY OBLICZEN

Przyklady rozwiazano stosujac warunek plastycznoéci okre§lony wzorem
{1.14) zamieszczonym w czefci 1 naszej pracy [1] i warunek stanu nosnosci
krancowej wg wzordw (H 4-11.12) (dodatek II).

Przykiap 1. Belka obustronnie utwierdzona (rys. Sa) jest obciazona
poziomg sifa Sciskajaca oraz silami piohowymi przylozonymi w wezlach.

a Wymiary w mm
toat o o1t ot 200
A ¥ ¥y v y 8
%@ ®|0|0|0|e " 25
4 =)
1'/

600 5 600 |60 |,600 600 bﬁﬂé!iﬁ " 3w
7+ A 1 1 7 A

F) | E=21000 kg/mm
l 0p= 39kg/mm
20 - b ) JEN.
B _ Wyniki w [3]

—x— ASGRAMW
e .
0 - ‘L/

I i I | 1 g
0 172 3 4 5
Ugrecte w Srodku rozpigtosci [mm]

c

w

Numery elementow

@@@@@@

5 F O wyhoczenie V< Vi,

ge o o .

8 d B3 wyboczenie V> Ve

Se o o

o b i wyfrzymatost kraricowa
o e A mnoinik ohcigienia

Rys. 5




7 1% 1% 14 13

5 12 ‘
A XVI XV | XV (RO | 3T Dane dla preekroju
00 L X poprzecznege
1 2, x 11 Jjak na rys. 5o
XX X
20 ‘ #— o
it a] X gLl ™ 13 4
h x
XXT ' ¥ VI
2 1= 8
XX 4x600 VI
23 : 7
X1 VI
VP I (I (I IV |V M
2 =
1 A 3 % 5 W= W =U, Uz=0
; i 2 ) 4 3
4 b .
Uplastycznianie
L wezty 415,16
C W XX
L we LIV
XIv, XV, XVI 3]
o — .
2 W1 wyboczenie V< Vg
§ | w2 xxm y .
& s XVIL W2 wyboczenie V3 Vexr
gl
S | W XX
x w2
§4r '
I ><__/ V, XXV w1
,Z_/ XT, XV w1
L e el 1 \4 Wi
i % Io,m w1
i \m_m w1
XXV, XV, XVIT WA
] 1 | 1 | | "
50 0o 156 200 50 300

Ugiecie wezta 15 [mm]

Rys. 6
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Obciazenie wzrasta proporcjonalnie. Na rys. 5b przedstawiono zaleznosd
migdzy ugigciem pionowym wezta 'w $rodku rozpigtosci, a wspOlczynnikiem
przyrostu obciaZenia. Przedstawiono réwniez twotzenic sig stref wyboczenia
(wyboczenic przy V < W, wyboczenie przy V > ¥ ofaz stan wytrzymato§ci
kraficowej) w zaleznosci od przyrostu obciaZenia (rys. 5 ¢). Wyniki poréwnano
z rezultatami przedstawionymi w pracy [3]. Obserwujemy wyraZzng nielinio-
wos¢ funkgji obciaZzeniéugiecie w $rodku rozpietosei, spowodowang uirata
statecznosci elementow belki o wiotkim érodniku. )
Przyxeap 2. Rama zamknigta o przekroju dwuteowym (rys. 6 a), podparta
podporami przegubowymi w wezlach 2 i 4. Na wykresie przedstawiajacym
zalezno$¢ pomigdzy mmoznikiem obcigzenia a ugieciem pionowym wezla 15
(rys. 6 b) zaznaczono rozwéj stref wyboczenia oraz wyniki otrzymane w pracy
[3]. Punktom wyrdznionym wykresu przyporzadkowand ciag liczb napisanych
cyframi rzymskimi oraz symbole W1 tub W2. Oznaczaja one numery ele-
mentow skoniczonych wg numeracji na rtys. 6a, w ktorych $rodnik ulegt
wyboczeniu. Wyboczenie to nastapito, albo w przypadku W1, tzn. gdy
V <V, albo w przypadku W2, tzh. gdy V = ¥,. Na podstawie wykresu
i punktéw wyréznionych stwierdzi¢ mozemy, ze przy symetrycznym obcig-
zeniu mamy do cCzynienia 7 symetrycznym zachowaniem sig konstrukcji
rowniez po wyboczeniu przy V< ¥, i V>V, a wigc przy nielinowym
zachowaniu si¢ konstrukeii, ‘ ‘ C

PODZIBKOWANIE

Autorzy dzigkuja zleceniodawcy pracy, tj. Polskiemu Rejestrowi Statkow
oraz pracowntkom Katedry Mechaniki Teoretycziej i Wytrzymatosci Ma-
terialdw WAT za udostgpnienie 1 pomoc w uruchomieniu wielu podpro-
gramoéw systemu WAT-KM; kiére wykorzystano przy opracowywaniu pro-
gramu numerycznego opisanego w niniejszej pracy. ’

b

Zaracziik 1

I.1. Powierzchnia wyboczenia jako funkcja wezlowych. sil wewnetrznych N,
Vi, My (rys. 2) |
(1) F{Qu)= A1 %N+ A225 M2+ A33 % V2 +
+2*A12*N1*M1+2%_A13%N1*V1+2*A23%V1%M1+
+2x A4 N +2% A28 % M+ 2x A34 % V, + 444 = 0,
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gdzie

: Ie \- I, - LeI, N2 1]
All = z 2= 2 AB =] { ——r-"TEtr
(IMskr) ’ A2 (IMskr) ’ [(ZMskl*I) + Skr:|’.
i

Al2 = e L \* Al3 = ! Le| - Loy A23 = L L\

B Mskr ’ B 2 IM:kr —', - 2 IMskr ’

1 cAge? | 1 Ae 1 A, Le

A14 == 7 g A = 2 = — s
) [(ANslu)_'_ ],_ 24 , A3

Ad4 = —1.

1.2, Krzywa przeciecia plaszczyzng (P, Vi) powierzchni wyboczenia F(Q)
(rys. 3a) '

(12)  AP11% P2+ AP2xVE+24P12x _Pi%Vi+ -
425 AP35 P+ 2% AP35 Vy + AP33 = 0,

gdzie
APl = AL % T112 425 A12% T11 5 T21 + A22 % T21%,
AP22 = A33,
AP12 = A13 = T114+ A23 % T21,
AP13 = Al4% T11+ A24 % T21,
AP23 = A34,
AP33 = A44,
PI = /N}+Mj,
T1t = N/PI, T22=T11,
T21=M/PI, T12=—T21.

I.3. Réwnanie stycznej do krzywej w punkcie (P2, V)

P = (NP +(M9?,

WSP1x P, +WSP2xV;+ WSP3 =0,
WSP1 = AP113P?+ AP12% V{+ AP13,

(1.3) WSP2 = AP22 3% V2 + AP125 P + AP23,
WSP3 = AP13 %P0+ AP23 % V) + AP33,
WSP2
tgy=—

=MP . )
WSPl M. S (por. rys. 3)
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1.4, Wektor [AN%,0, AMY}

ANY 0 CRi2 0|| AN,
AQ = 0 =10 0 Ofl 4v, |,
AM, 0 CR32 0| 4M,
—N{f
—_—— ¥
(M -+ (N
_Mil?
MO+ (N9

CR12 = MPS,

14)

CR32 = MPS.

L5, Macierz B {(wzory (1.11) i (1.12))

_ Jo o0 o
(1.5) B =0 1 0]

0 L2 0

1.6, Plaszczyzna (M“” Ny (rys. 3b)

Réwnanie prostej stycznej do krzywej w punkcie (MY, NY)

AS115¢ M|+ AS225 N, + AS33 = 0,
AS11 = A225 MY+ A12 5 N9+ A23 % VO + A24,
AS22 = A1l N9+ A125 MO+ A13 3 V0 + Al4,
(L) AS33 = A145¢ N+ A24 5% MY+ (A133¢ NY -+ A23 3 MY +
+ A33 5% V2 +23¢ A34) % VO + A44,

AS11 s
AS22 ’

1.7. Skladowe AQY 1 AQZ

ANY CTI1l 0 0 [ an,
(L7)  AQ, = 0 =| 0 0 0 || 4%, |,
(AM, — AV, % L2} 0  CT32 CT33 | 4M,

cos f

CT11 = (sin a+ cos «) m,
. o
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CT32 = (sin o+ cos @) g—S‘Bﬁ— L2,

m@—mx
CT33 = i in
= —(sin x+cos oc) (a B
ANE CP1i 0 0 AN,
(L8)  AQY = 0 =/ 0 0 o || 4% |,
(AM{— AV, 5 L2y 0 CP32 CP33||4M,
) COS o
CP11 = —(slm a+cos ffy ———— sn(—p)’
CP32 = ~(sm Bcos B) (n % ) » Lj2,
. sin o
CP33 = (s'm p+cos f)y ——— Snlo—f)

I.8. Macierze B i BP
AQY = 4Q, —AQ} = B' 41Q;,

CcT1l, —CRI12 , 0O
1.9 B=| 0, 0 , 0 b

0 , CT32—-CR32, CT33
AQY = AQf +4Q) = B 4Q,

CP11, CR12 , O
0, 0 0

*

0 , CP324+CR32, CP33

(1.10) B?

ZALACZNIK 1i

A) Powierzchnia nosSnosci kraficowej po sprezystym wyboczeniu Srodnika w pi Zy-
padku ¥V <V,

A.1l. Zniszczenie élementu, nastepuje przez, uplastycznienie mniejszej polki

i przyleglego skrajnego wldkna srodruka — na skutek sc1skan1a mmejszej polkl g
Jesh M=0, to
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Ni"=2(00 App+0o1;,C), gdy V=0,
Npp =200 Ay,, gdy V=V,
Jesli N =0, gdy Vz 0 oraz A, > 4,,+t; (b/2—-C), to
(I.2) - My = 6 Ay bt 04 t, [C (h—2¢/3)]— 04 £, b2/6.
Jesli M =0, gdy V=0 oraz 4,,< Agptt: (b/2--C), to

(IL2") My = 0o Ay h+0g t, C (h—20/3)—
'"(0-0 Amp+60 £ C)/(Adp+t§ b/2) L b2/6

(IL1)

Jesli sita tnaca V=1V, szeroko§¢ efektywna maleje do zera, to
(3) - - Muy =00 Ay .

Wobec zalozenia o liniowosci zwigzku pomigdzy naprezeniami normatywnymi
i utamkiem M/N powierzchnig stanéw gramcznych mozemy aproksymowad
- plaszezyzng réwnaniem ‘

N
+
Nknm (Nkn_—Nknp) V/"V];r

{4y F,=

| M
Mim - (Mkn - Mknp) V/ Vkr

—1 =0

A2. Zniszczenie elementu nastepuje przez uplastyczaienie mniejszej potki
i przyleglego skrajnego wlokna $rodnika na skutek rozciagania muiejszej polki.

Przypadkowi temu odpowiada na rys. 7, przedstawiajacym warstwice
powierzehni stanu granicznego W plaszezyznie (M, N) dla V=0 oraz V= Vs
sporzadzonym dla dvuteowego przekroju tamy z przykladu nr 1 linia
(G, —M,,) (dla V= 0) oraz linia (G', —M,,,) dla (V= V,). Jedli oznaczymy
wspolrzedne punktu G przez (N,, 0, M,), moment za$ zginajacy odpowiada-
jacy punktowi G’ przez M4, to réwnanic plaszczyzny op1su3acej 0maw1any
warunek stanu krancowego przybierze postaé

- s) Fon = — (N = N3)/ N+ (M + My)(M, — M) = 0

przy czym

N3 = Nt gy = (N stipas = Nty ) VIV,
My =M, —(M,,—M,_.) (V/}),
- My = My — (Mpy— My,,) (V/V,), :
(I1.6) M s = 00 {Aup - Aap) B2+ 1, coy (—2*%? c)-g—th oo/12,
My = 0o (Aap+ Ay} B2,
Ntmax = 00 Agp+t,cop—ag Amp—1t; hoofd,
Nt maxp = 00 (Adp_Amp)' '



396 JACEK BAUER, MICHALt KLEIBER 1T WLODZIMIERZ SOSNOWSKI

4 M
[kGmin]
x10°

Mkn

Mknp

Rys. 7

A3, Zniszczenie elementu nastgpuje przez upiastyczmeme w1¢kszq poﬂq
oraz przyléglego skrajnego wilokna $rodnika.

W tym przypadku réwnanie plaszczyzny OPISUJQCEJ warunek stanu
kraficowego przybiera postaé

(7)) Fue —(M+Ma)(My—Ma)—(N = N)(Ns— N) =0

przy <Zym
NZ = Nmax k(Nma\ l'l'lﬂ\ p) (V/V }
M, =a, (Adp mp) h/2

(IIS) Nmax = 0Og (Amp + Adp)+2ts Coyg,

Nm.np = 0g (Amp + Adp)

Przypadkowi temu odpowuldaljac na rys. 7. warstwu:e LG (dla V= 0) oraz
EG (dla V=T,).
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B) Przypadek V=V

Sita podituzna F obciazajaca potke moze by¢ podzielona na czedci:
Fy odpowiadajaca sxle podhuznej N oraz Fy, odpowzadajqcci momentom

zglna}acemu
Zalezrue ad tego ktora potka jest §ciskana, mamy wtedy WZOTY
_ A
Fy=N_"m__
Amp+Adp
(9 Iub
_ A,
Fy=N_—"4
AJr=p+Adp
oraz
_ M (0,5h,—e+t
FM:UAmpz ( i —et mp)
I,
(I1.10) lub
- - M (0,5h,
Fy=o0d,,= ( }—I-E—l-tmp) .

¥

Mamy wigc zwiazek F = Fy+F,, pozwalajacy napisaé warunck wytrzy-
matosci kraficowej’ :
(L.11) Fo (N, M, ¥)=0

przy czym F wyznaczamy w zaleznoéci od sposobu zniszczemia potkd
rozpatrujac pola maprezen zwiazane z uplastycznieniami przekrojow, stosujac

Rys. ¥
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uproszczenia réwnania:

. F = icrl') Amp \/1 _L2/4h60 Amp tmp {lr/l - T/In)_(IVI—— I/kr)/za

(IL12) lub . '
F = 160 Aap~/1— L /oo Agp tap (VI=K) —(V|-T)/2.

Przyjmujemy, przy tym znak przed wyrazeniem taki sam, jak znak sily F.
Bardziej szczegdlowa analize mozna znaleZé w pracach [2 i §]. W programie
numerycznym wprowadzono dalsze uproszezenia, aproksymujac powierzchnie
wytrzymatodci kradcowej dla V > ¥, za pomoca plaszezyzn jak to pokazario
na rys. 8.
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PE3woME

YMCIIEHHBIA AHAJIK3 YIOPYTO-TITACTUUYECKUX JIBYTABPOBBIX TLIOCKUX
PAM C VYETOM BOKOBOI'O M3T'HBA TIOJOTHA

YACTB 1. AHAJIM3 JIOKAJIBHOI'O BOKABOI'O M3I'MBA TTONOTHA W TIPYMEPBI
PACYETOB '

B meproif wactn npeacrapsensl oOIME OCHOBBL @HANH3A M YIPYIO-TUIACTHUECKHH asamma,
Hactoamasn 3acTe COCTABAAET NMPONCIKCHNE MPEABIAYIICH YACTH W COMEPNHT AHATHI NOKAlE-
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noro Goxosoro miruba nemotHa. IddexTrt Hokosoro u3rubda YITEHBI, MOMYCKas BO3MOX-
HOCTL YOPYTOFQ WM YIPYTO-IAacTHYECKoro OOKOBOTC H3Tuda cTeHOX 0ajiok, a Taoke
aAHANM3HPYS ToApoOHO HECYMIYR CHocoGHOCTL aeMEHTOB Nocie OOKOBOro Mirmba.

SUMMARY

PLANE I-BEAM FRAMES — NUMERICAL ANALYSIS ACCOUNTING FOR INELASTIC
MATERIAL PROPERTIES AND THE LOCAI WEB BUCKLING

PART 1. ANALYSIS' OF WEBS LOCAL BUCKLING AND NUMERICAL EXAMPLES

In part I of the paper the fundamentals of elastic-plastic analysis of frames made up
of deep I girders were presented. In this part buckling of the web is additionally considered.
Conditions of elastic and elastic-plastic web buckling are given. Post- bucklmg shffness matnces
are denved for deferent condmons at the web boundarles

l POLSKA AKADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI

Praca zostalu zlozona w Redakcfi dnia 16 patdziernika 1984 r.





