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NUMERYCZNA ANALIZA DWUTEOWYCH
SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH RAM PEASKICH
7 UWZGLEDNIENIEM WYBOCZENIA SRODNIKOW

CZESC I PODSTAWY ANALIZY ORAZ ANALIZA
SPREZYSTO-PLASTYCZNA

JACEK BAUER, MICHAL K LEIBER I WLODZIMIERZ SOSNO WSKI
(WARSZAWA)

W pracy przedstawiono podstawy numerycznej analizy plaskich ram dwuteowych z uwzgled-
nieniem efeltéw niesprezystych oraz wyboczeniowych. Rozpatrzono ramy zloZone z dowolnie
usytuowanych na  plaszczyZnie belek dwuteowych o rdznych pdtkach. Problem rozwiazano
stosujac metode elementéw skofczonych. Efekty niesprezyste uwzgledniono zakladajac sprézysto-
-idealnie plastyczny model materialu oraz koncentracje strefl plastycznych w przywezlowych
przekvojach belek. Ze wzgledu na zalozone geometryczne charakterystyki ukladu oraz rozpa-
trywane obcigzenia uwzgledniono interakcje trzech sil wewngtrznych: momentu zginajacego,
sity pedluznej oraz sily poprzeczog). Wymagalo to okredlenia odpowiednich warunkéw stanu
granicznego w przesirzeni sit wogdlnionych. Efekty wyboczeniowe uwzgledniono dopuszezajac
mozliwos¢ sprezystego lub. sprezysto- pldstyczncgo wyboczema srodmkow belek, analiznjac
szezegdlowo powyboczeniows nodnosé elementdw,

WYKAZ WAZNIEISZYCH OZNACZEN

A pole przekroju poprzecznego belki,

B macierz definiujgca zwiazki pomigdzy skladowymi sif wewnetrznych
dzialajacych w przekrojach przyweziowych oraz wektorem sit wezo-
wych,

b efektywna szerokosé strefy rozcigganej $rodnika po sprezystym wy-
boczeniu spowodowanym Sciskaniem i zginaniem,

C macierz definivjaca zwiazki pomig¢dzy skladowymi sit wewngtrzaych
dzialajacych w przekrojach przyweztowych oraz wektorem przyrostu
przetieszczenia, _

¢ efektywna szerokoé¢ érodnika po obydwu jego stronach po spreg-
zystym wyboczeniu spowodewanym Sciskanicm.
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odlegloéé pomigdzy $rodkiem wysokoéei §rodnika i osia obojetna
przekroju dwuieowego, . ) o

rownanie definiujace warunek wytrzymaloéciowy

sila $ciskajacd dzialajaca w polce, :

thodul Kirchoffa, rowny E/{2 (1 +v)l,

macierz definiujaca zwigzki pomiedzy magcierza sztywnoéci elementu
skohczonego i jej podmacierzami, i )
wysokosé (przekroju, pétki, §rodhika odpowiednia de indeksu),
moment bezwladnosci, . . L :

macierz sztywnosci el_ementﬁ, podmacierz,

macierz globainej sziywnoéci ukdadu {ramy),

diugoéé elementu skoficzonego,

‘moment zginajacy,

bezwymiardwy moment zginajacy,

sita wzdluzna, .

bezwymiarowa sila wzdluina,

obcigzedie ciagle dziatajace na pbtke i pochodzace od strefy rozcia-
gania w_$rodniku, | i )
wektor wewnetrznych sit uogdlnionych,
wektor przemieszczen WQZ{OWych,

wektor obclaZen, '

wekior przémieszezefi elementu,

grubodé plyty,

przemieszezenie osiowe,

sila tngca, . .

Bezwymiarowa sila tnaca,

przemic'szczenie gpowodowane Sciskaniem,
wspélizedne prostokatne, : .
katy, wspdlczynniki liczbowe,
odksztalcenie wzglédne,

parametr skalujacy,

wspdlezynnik Poissona, . -

kat obrotu przekroju przyweztowego,
wektor gradientéw funkeji F.

mnoznik w stowarzyszonym prawic plynigeia lub w prawie rzadza-
cym zdchowaniem sig elementu po osiggnigeiu wytrzymalodci krafi-
cowei, : : T ‘
naprezenie normalne,

naprgzenie styczne, .

przemieszezenie ‘W plaszczyinie prostopadlej do plaszczyzny ramy
wywolane wyboczeniem. :

INDEKSY, OZNACZENIA SPECJALNE-

calkowity (przekrdj, sita),
dotyczy duzej poiki, |
sprezysty (przekrol, element),
efektywny przekrdi,

dotyczy clementu skoficzonego,
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graniczy {przekrdi, sila uogdlniona),

indeksy, ) )

globalny {ukiad, macierz sztywnosci),

dotyczy przekroju przyweztowego élementu; k=1, 2,

335

kr krytyczny,
kn  krafcowy,
max maksymalny,
mp  dotyczy malej polki,
o dotyczy plyniecia plastycznego,
pl plastyczny, =
pr dotyczy pola rozciagania w srodniku,
P dotyczy polki, i )
r skladowa zwigzana z redystrybucja sit wewnetrzaych,
s . dotyezy $rodnika lub §rodka diugosci elementu skonczonego
§  skladowe styczne do powierzehni wybagczeniowej,
5-p  sprezysto-plastyczny, ) : ‘
¢ dotyczy Scinania,
zr  zredukowany,
przyrost sil, przemieszezen, odksztalcen,
dotyczy wezla nr [ elementu pretowego,
dotyczy wezia nr 2 elementy pretowego,

]

[

1. WrrowWADZENTE

Plaskie ramy dwuteowe stanowiace podstawowy element nosny wielu
konstrukgcji okrgtowych, budowlanych lub lotniczych sg zwykle wzmacniane |
7a pomoca usztywnien usytuowanych w stosunku do nich prostopadle.
Przykladem moZe byé rama wregowa statku pokazana na rtys. 1.

W zaleznosci od wlasnosdcei materialowych oraz wymiarow poszczegdlne
elementy polozone pomiedzy dwoma sasiednimi usz{ywniéniami moga wyka-
zywac rozne zachowania. Jedne, o stosunkowo duzych grubosciach $rodnika
i polek, ulegna uplastycznicniom; inne, bardziej wiotkie, moga utracié sta-
tecznos¢. To ostatnie zjawisko jest zwykle rdwniez poprzedzone pewnymi
odksztatceniami plastycznymi., Cheac opisa¢ kinematyke nicliniowego procesi
deformacji ‘calej ramy, musimy okredlié prawa konstytutywne wiazace sily
vogblnione z odpowiednimi przemieszczeniami uogdlnionymi i rzadzgce
zachowaniem si¢ poszczegoinych elémentéw po przekroczeniu fazy czysto
sprezystej. Nieliniowa analiza rzeczywistych konstrukcji wymsdga czesto wie-
lokrotnego rozwigzywania duzych ukladéw réwnan, a czas obliczer i wymagana
pami¢¢ komputeréw przekracza nickiedy mozliwosei nawet najnowszych
‘maszyn cyfrowych. Celowe staje si¢ wiec polaczénie klasycznej metody ele-
mentéw skonczonych z metodami polanalitycznymi, pozwalajacymi zmniejszy
rozmiary zadania przez zastosowanie tzw. elementow  strukturalnych”.
Koncepgja ta w odniesieniu do rozpatrywanej tu klasy zagadnied sformuto-
wana zostata w pracach Uepy i RasHepa [1 i 2]. Typ proponowanego
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Usztywnienia wzdiuzne
kadfuba statku

Element skonczony

——

Rys, |

elementu strukturalnego wynika z odlegloéci porhigdzy sasiednimi usztywnie-
niami poprzecznymi ramy. Celem analizy jest badanie ‘koléjnych ectapow
deformacji rozpatrywanej ramy plaskiej po przekroczeniu fazy czysto sprezystej
poprzez fazy sprezysto-plastyczne az do zniszezenia wiacznie. Wykorzystujemy
koncepcje nogdlnionych przegubow plastycznych, przyjmowanych wediug
teoril stanu granicznego oraz zaloZenic o stowarzyszonym prawie deformacyi,
zwidgzanych zaréwno z utworzeniem $i¢ uogdlnionego przegubu plastycznego,
jak i ze zniszczeniem spowodowanym utrata statecznosci okre$lonym stosownie
do pewnych umownie przyjmowanych kryteriow.

Takie przeniesienie koncepcji powierzchni granicznej jako potencjalu przy-
rostéw  odksztalcen “dla standw ' pokrytycziych ‘mozliwe jest jedynic przy
zalozeniu, ze odpowiednie powierzchnie graniczne s wypukle. Wypuklosé
powierzchni opisujacej mozliwo$¢ utworzenia ‘si¢ przegubu plastycznego nie
budzi zadnych watpliwosci, natomiast problém wypukioéci powierzchni odpo-
wiadajacej wyboczeniu sprezysternu $rodnika i nosnoéci kratficowej przed-
stawimy w odpowiednich rozdziatach. ) ' '
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Metoda elementéw skoriczonych strukturalnych zastosowana w analizie
umozliwia radykalne zmniejszenie liczby niezbednych elementéw skoficzonych
oraz liczby stopni swobody przy zachowania dok}adnosm porownywalnej
z dokladnoécia metody eclementéw skohczonych.

W ninigjszej publikacji zawarliémy treéci uprzednio publikowane w zna-
cznie mnigj dostgpnych czytelnikom pracach [3-5] i pragniemy przedstawié
opracowdny przez nas program NUMEryczny zamstalowany na komputerze
RIAD 32

2. PODSTAWOWE ZALOZENIA

W pracy zwrécono szczegblna uwage na specyfike ram wystepujacych
w okrgtownictwie. Za ,duzy” element skoficzony ramy czyli tzw. element
struktoralny przyjmuje si¢ odeinek prostej belki dwuteowej odpowiadajacy
odleglosci migdzy kolejnymi usztywnieniami wzdhiznymi kadluba statku
i stanowigcymi jednoczeénie poprzeczne usztywnienia §rodnika, rys. 1. W szcze-
gblnych przypadkach dlugo$¢ elementu dobiera¢ ‘mozna inaczej kierujac sie
wymaganiami dokladnodci obliczen oraz innymi geometrycznymi i mechanicz-
nymi cechami ukladu oraz sposobem i micjscem przylozenla obcmzen

Najwazni¢jsze zaloZenia sg nastepujace

1. Wydzielone elementy sa jednorodne i pryzmatyczne.

2. Obcigzenia przylozone sa wylgcznie w wezlach; w przypadku obciazeny
ciagglych nalezy zastapic je réwnowaznym obciazeniem skupionym w wezlach.
3. Material konstrukcji wykazuje cechy sprgzysto -idealnie plastyczne,

4. Rozpatrywane zagadnienic ma charakter plaski, {j. wykluczamy defor-
macje typu ,,z plaszczyzny”, np. gictnoskretne.

5. Pold belek dwuteowych nie wlegaja wyboczeniu.

6. Mozliwos¢ lokalnego wyboczenia srodnika belki, podobnie jak mozliwosé
utworzenia si¢ nogdlnionego przegubu plastycznego, uwarunkowane sg spelme-
niem rownafi typu

(2.1) Fu(@ =0, F,(Q)=0

w ktdrym Q oznacza wekfor wogdlnionych sil wewnetrznych w $rodkowym
przekroju lub na kondcu elementu odpowiednio.

7. Stlami wewngtrznymi wystgpujacymi jako argumenty w warunkach
wyboczeniowym oraz noénoéci granicznej (2.1) sa: moment zginajacy M,
sifa poprzeczna V oraz sita podhizna N, tj. w przekroju k-tym, (rys. 2) bellﬂ
o dwu koncach, k= 1,2 mamy

(2.2) O = (N (K), V(k), M (k)}.
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Rys. 2~

& Konstrukcja niszezy sie w wyniku wyczerpania sig jej nognoéci, dochodzac
do tego stann na drodzé kolejnych lokalnych uplastycznied i wyboczes;
wykluczamy mozliwo$¢ zniszezenia kruchego lub globalnej utraty statecznosel.

9. Poszczegbliie belki moga byé nachylone pod dowolnym katem do belek
z nimi sasiadujacych. Zagadnienie wyboczenia nie prostokatnych elementow
naroznych (rys. 1) nie jest jednakZe rozpatrywane.

10. Pomijamy efékty zmian w?tasnosm geometrycznych ukladu, tj. zakla-
damy, 7Ze pfzemicszczenia sg mate.

11. Rozpatrujemy dowolne obmazema qua81 statyczne, mekomeczme pro-
porcjonalne.

12. Pomijamy wplyw 1mperfekcp naprezenn wstepnych, spawalniczych,
nigjednorodnodci materialu i innych bledéw wykonania. '

Algorytm postepowania pokazujemy na rys. 3. cho szczegdlowy opis
jest zawarty w kolejnych czgsc1ach pracy.

3. SPREZYSTO-PLASTYCZNA ANALIZA RAM

Zachowanie si¢ elementu skonczonego sprezystej ramy piaskzej 0p1su}e
rownanie przyrostowe

S (3.1) AQgny = kg Argyy,

w ktorym k® jest tzw. macierza sztywnoéci sprezystej elementu pretowego
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0 monosymetrycznym przekfoju dwuteowym:

EA EA
o 0 0 - 0 0 |
12EJ 6EJ o . 12EJ © 6EJ-
B4y (1+y) E+y) IE+y)
d+y) EJ 0 _ 6EJ 2—vYEJ
(32) k@ o= L(1+7y) E(+y)  L{l+y)
‘ EA
_ e 0 0
12EJ —6EJ
v E(i+y D@+
(@+7v) EJ
i CL{1+y)

Znaczenie y objasnia (1.2) w zalgczniku. Po ﬁpiastycznieniu sie przekroju
catkowity przyrost uogolnionych deformacji Ar skiada si¢ z dwu czgsci:
przyrostu sprezystego Ar® oraz przyrostu plastycznego Ar”, tj. '
(3.3) C Ay = AvS 4 ArF. -

Plastyczny przyrost uogéinionych deformacji mozna zgodnie z zalozonym

stowarzyszonym prawem plastycznego plynigcia okreslic wzorem
(7o) '
0Q /iy _ [ﬁh 0] {@1}

4§l O
B9 Arp_{dr%}m[o P‘z:l (jﬂ) L0 pa | (@)
\2Q /.

Gdy przekroj przyweztowy 1 lub 2 elementu jest sprezysty, zachodzi odpo-
wiednio py = 0 lub g, = 0. Zaleznos¢ pomigdzy przyrostem sil wewngtrznych
i przyrostami deformacji mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

4Q, ki kyp | )4ri
35 4Q= { } = [ =
) 4Q,] ~ Koy koa | U
i _ kil k12 Arl—A!'If
o k21 kzz AI‘Z—AI‘IZ’ )
Podstawiajac rownanie (3.4) do réwnania (3.5) otrzymamy wzor

o kys klZ] {Arl_ﬂl @,
3.6 : AQ = .
G6) Q [kZI ko | (Ara—p, @,




—_—
————

Rys. 4

Rys. 5

[3613
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Dowolna zmiana kombinacji sit i momentéw w przekroju nie moZe naruszyc
warunku plastycznosci. Mozemy wiec napisaé -

oF N
(37)  0=AF= {AFl} _ ( oQ )1 A _ [‘Df 0 }_{49}}

AF, oFN 0 o711,
| (—372“) 4Q,

Rownania (3.6) i (3.7) okre$laja zaleZnos¢ pomigdzy iy i Ar. Rozpatrzmy
trzy przypadki. Gdy przekrdj 1 jest uplastyczniony, przekrd) 2 za$§ jest
sprezysty, ofrzymamy

ﬂl?éo, ﬂzﬁo

Wstawmy powyZzsze wartosm do rownania (3.6). Przybierze ono wowczas
postac

ki, k Ary—p, @
38 AOQ = | 11 12]{ 1 1 1}.
3-8) Q [ku ky, j {4,

Otrzymana wielkosé mozemy podstawi¢ do réwnania (3.7)

(3.9) ®f 0 |{ky kis {AH_M ®, _ 0
‘ 0 ®F ||k, Ky 4r; : 0§

Po wymnozZeniu i uporzadkowaniu sktadnikdw ofrzymamy uklad dwu rownan

(3.10) [‘I’f | 9%} (I)'f kiz] {Arl} _ {‘DT Kiq 1 @1}
@7 kyy @g ky; | (Ar; ‘Dg Ky py @, 07

Pierwsze z nich wyglada nastgpujaco

L Ar
(3.11) @7 [k, k12]{ 1} O ko p; Py,

stad

(3.12) LT T {Arl}

@k, @, (4ry)

Podobnie jesli przekrdj 1 jest sprezysty, przekroj 2 zaé jest uplastyczniony,:
to maniy gy = 0, u, #0. Wiedy '

@7 [ky; koy] 4
A3 _ P2 [Kyy K22 e
G-13) =Tk, @, |4r
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Jesli obydwa przekroje przywezlowe sa uplastyczmone {0 mamy jt; 750
iy # 0. Wiedy

3 14] [q)l kig ({)I km] {Arl} {q’l kyy ¢ (D1+§)1 | SPRA (Dz}
. D; ky; @7 ky, | |4r, @3 kyy 4y ‘D1+¢?z kzp gy @,

Ten uklad réwnan rozwiaza¢ mozna wzgledem u, i¥u, za pomoca wyznacz-
nikéw Cramera.
Wyznaczaik glowny ukladu przedstawié mozna gw pestaci
O kyy @y O kg, B |

W=
DTk @, @7k, @,

= (@] ki1 B,) (9] ks, D)~ (O] Ky, B)°
- Wrykorzystujemy zmiane wskaznikow sumowania

q)fklz (})2 = (ngzl d)la |
stad

A
@7 [k,, kIZJ{ 1

Wig, = r;
_#1 . Ar1 .
®; [k ky,] D k,, @

. O ky, ®, ®7 [k, ki, ] {j“}
Wi, = T

Ar,

Ar ’
®] ky; ®, OF [kyy kzz{ 1}
i
=Wy, p=WuW,

(tDT AN {"’1}) @k, @)
@k, ®,) (@T [t K] {“"1})
W ) ?

@k, @) (@T [y k] {4‘1}}

(01 ka frh et

W
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Wstawiajac kolejno g do rownania (3.7) otrzymujemy Sprezysto-plastyczne
macierze sztywnosci elerfientu pretowego dla wyréznionych trzech sposobow
jego uplastycznienia: :

1) T #0, me=0,

Ay @7 [kg .kiz]- {2:1} ®,
(3.16) AQ =K ki : 4 2=
k> ki Ar, :
i 1

kyy @ BTk, Koo — k;, @ Tk

.11 Cy 12 Ca {Ari}
T K 0Tk ke @ Ok, | UAr)

L 21 CA 22_ CA
= kP Ar,
gdzie
CA = (D{ k11 (D'l'

2} ' Hy =0> Ha 7&09

(3.17) AQ=[k“ kiz ) 1A% @ [y Kaa) fdr)
ko koo Aryg————— ®,
CB Al'g

- kiz @2 9] ko _ ki, @, ®F ko,

k k
_ 11 Co 12 Cy Arl} _ Kk Ar
T T Ai‘g >
_ k12 (DZ @2 k21 k _ kZZ (DZ (DZ k22
Koo MCB 12 “—“——M :

gdzie .
CB = (I); kzz d’z.
3) ju'l ‘-I‘é 03 )u'l ?é 09

k k Ar k k 1 @1
3.18 _ | 11 ®az2 1 ki Ko | Ju v
(3.18) | AQ [ku kzj {Arz} l:kn kzz:‘ {“2 D> k"2 Ar,

~gdzie
kPlz — [klljl k}ljZ
kzl kIZ)Z ’
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' 1 E ,
ki, = kll_C— (ki @ (@] kyp @, O ky, — @ kyy D, OF k) +
4B
+ky; By (PTk,, B, BTk, — @k, @, @Tk,,)},
ki, =ky,— ks (1’1 (@) k2 @, BT ki — D] &, @, BT ky0) +

+kis @, (®k,, @, ®Tk,,— Pk, ®, DTk,,)},

Cup !

1 , .
k§1 = k21 - a {k21 (I)l (qjgkzz q)z (D’fk“ - q){ku G’z (I); k21)+

+kas @, (B] ky; By BF ky; —PF kyy @ @ kyy)},
. -

kh, =Kkys— Ky @ (D] Ky, @, @k, — BTk, @, DI k) +
B

+kaz @, (@] ky; @ ©F kyy — DT ky, ©; DT k,),
gdzie
CAB = CA CB_(‘D{ klz @2)2-

Jawna postaé wspoOlczynnikow macierzy sprezysto-plastycznych elementu
skoficzonego przedstawiono w zalgczniku 1

4, PRZYKLADY OBLICZEN

Przedstawiong metode nieliniowej analizy ram zilustrujemy przykladami
obliczen wykonanych za pomoca programu numerycznego ASGRAM. Program
napisany w jezyku FORTRAN 1V uruchomione na kompuierze RTAD 32. Jak
Juz wspomniano algorytm analizy pieliniowe] ma charakter przyrostowy
1 wymaga w kazdym kroku iteracyjnym m.in. analizy liniowej dla odpo-
wiedniego przyrostu obciaZenia,

Standardowe procedury opracowanego programu S czgscia powszechnie
znanego w Xraju systemu WAT-KM. Oprocz wspomnianych procedur analizy
liniowej w sklad programu ASGRAM-ASGRAMW wihodzg program gléwny
i 20 podprograméw analizy nicliniowej.

Istniejaca wersja prograinu’ ASGRAM-ASGRAMW umozhwm sprezysto-
plastyczaa analizg¢ ram plaskich (ASGRAM) z uwzglednienieni sprezystego
wyboczenia Srodnikow (ASGRAMW), przy nastepuiqcych ograniczeniach:
1) Dane techniczne — kompater RIAD, system OS oraz pamied operacyjna
256 K, 2) Wymagne parametry programu — pamieé¢ operacyjna 230 K,
pamig¢ dyskowa (jednostki typu 2311 lub 2314), czytmik kart, drukarka
wierszowa oraz stacja tasSm ‘magnetycznych, 3) Dane uzytkowe — maksymalna
liczba weztow 100, maksymalna liczba clementéow 150, dowolne usytuowanie
pretow na plaszezyznie oraz obcigzenia w postaci sit i momentow skupionych
przylozone sa w wezlach,
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Ze wrgledu na koniecznos¢ dokonania poréwnan we wszysikich przy-
kladach przyjeto takie same dane, jak w cytowanych przy ich opisie pracach.
Diatego miedzy innymi przykiady nr 1, ar 2 i nr 4 policzono przyj-
mujac ¥, = 99999999, kG, co pozwolito w praktyce zmniejszyé wplyw sity
tnacej prawie do zera. Z tych samych powodéw w przykiadach nr' 3
i nr 5 pominigto wptyw sily podiuznej N. Wickszoé¢ danych dotyczacych
ponizszych przykladéw naniesiono na rysunkach.

Przyklady 1—6 policzonio ‘stosujac warunek stapu granicznego w k-tym
przekroju przywezlowym w postaci '

(4.1) Ny + 18+ gy — 1 = 0,

czyli podobny do tego, jaki zwykle przyjmuje si¢ dla peilnych przekrojow
prostokatnych, lecz uzupetniony o site tnaca. W¢ wzorze (4.1).

Nk vk M (k
wig= NB =T MO
Ngr Vgr Mgr
pL & _
R=r=
3
Mo il
A —
4____L_..¢ n. Dyskretyzacja
. 41 s 3L p 8N
2l _ | 2L L
~ i
remwgene Fomviane | progean
wglal ityczne 1 ASGRAM
1| 2250 2,250 2,250 ;
11 Rix 2,842 2,893 2,893 Mg=175-10" kGmm ,
W] 2,399 3,000 3,000 £1=175-10" kG mm
v 1| 9524 9,524 9,529 L=10%mm
L] 18,315 16,327 16,329
40" m| 28,580 28,551 28,559
3 5 9 2 yr=viL (x107?)

Rys. 6

wezet 5
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Ng, Ve 1 M, 7a8 oznaczaja wielkosci graniczne odpowiednio dla sily podiuz-
nej N, sity tnacej Vi momentu zginajacege M i liczone sa z uwzglednieniem
wielkodci geometrycznych przekrojow dwuteowych.

Przvkeap 1. Pret jak na rys. 6, utwierdzony na obydwu konAcach,
jest obciazony sita skupiona. W tablicy na rysunku pokazano wyniki uzyskane
za pomoca metody koléjnych rozwigzan sprezystych wg podejécia’ statycznego
[7] oraz otrzymane na drodze numerycznej wg [8] 1 przez autorow nimej-
$7¢j Pracy.

PrzykiaD 2. Przy obliczaniu ramy dwuprzegubowej jak na rys. 7 zasto-
sowano 13 przyrostow obciazenia, z ktorych kazdy stanowit 59, obcigze-

Pl
1+
4E
11
JZP Dyskretyzacja
I @ [Po
3r ] 2 3 4
- 7 ‘
I |2P D o L
i 1 5
2} .
O e SR M
HozvlvitqZunie Program
analityczne | ASGRAM
Me=3,0-407k6 mm
10 f| %83 289 E124,4-102 K6 mm?
—d : - No=6,0-105k6
v 1] vsoz7 1,607 L 10h0
S| s 5,69 = m
2 4 6 8 012 Vinm)
wezet 3
Rys. 7

ﬁnla wywolujacego powstanie piérwszego przegubu plastycznego. Wyn1k1 po-
rownano z rozwmczamem anahtycznym zam;cszczonym w [9].

Przykrap 3. Trzykrotme statycznie niewyznaczalna rama jednonawows
.1ys. 8, rozwiazano analitycznie w pracy [7]. W tablicy 1 zestawiono wyniki
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Dyskretyzacja

3
@) @ |t
1 5
7 7 A
| L L
- o leet
Rys. 8
Tablica 1
Schemat PL/ M, PL/ Mo
statyczny [7] ASGRAM

2424 | 248

!

2,957 298

¥’

!
]
— i 2,567 2,57
2 I'_l d ]
& .
]
|

e
4 I"\: H—-If 30 301

i porownario je z wynikami obliczen programem ASGRAM. Kolejnost
pojawienia sie przegubow plastycznych oraz moment utraty no$nosci a takze
wartoéci obcigzen odpowiadajace powstawaniu stref aktywnych zgadzaja sig,
a blad wzglédny nie przekracza 0,5%, obciaZenta niszczacego.

PrzvkiAD 4 (rys. 9) Rama pokazana na rys. 9 byla wykonana specjalnie
w celu przeprowadzenia doswiadezen w Leigh University w Stanach Zjednoczo-
nych. Dwuteowniki ze-stali 12WF36 mialy nastgpujace wymiary: 1) wysokos¢
$rodnika: 2H = 30,8 cm, 2} grubosc¢ poilq t; = 1,28 cm, 3) szerokosc polk1
b= 16,7 cm oraz 4) grubo$¢ érodnika: ., = 0,77 cm.
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PIT].
. g — =
157 i N Eksperyment =
p. Ksper
177
:1 I I
10t [ Mo =2,22 107 xemm
El=355-10% kbmm2
: A L #3050 min
Dyskretyzacja
051 4 lQP 1 9P 2
X Q@ & 5 ® 6 ® @ g
p2|@ ®
s 9
1]@ @ 10
AL L L
30 60 90 120 O [mm]
wezel 5
Rys. 9

Granica plastycznodci dla uzytej stali oy = 3000 kG/cm?. Pozostale dane,
dotyczace wymiar6w rary oraz sposobu obciazenia, przedstawiono na rys. 9.

Otrzymana krzywa obcigZenia — przemiészczenie pionowé §rodka belki
poziomej — przebiega bardzo bhsko krzywej sporzadzonej podczas dosw1ad-
czen [10]. ’ :

Przyrtan 5. Dwukrotnie statycznie niewyznaczalna rame z zalamanym
ryglem obliczono metody superpozycji podstawowych mechanizmoéow zniszeze-
mia w pracy [7], uzyskujac wartos¢ ‘obciazenia granicznego PL/M, = 3,095,

Wynik obliczeni programem ASGRAM wyniost PL/My = 3,099, a ponadto
pozwolﬁ okreshc kolejnosé tworzema s:g przegubow plastycznych (rys. 10).

PRZYKH\D 6 W przykladzie tym pohczono zamkm@tq rame plaskq o wy-

mieszczenie wezta nr 21 pokazano na rys. 11, na ktorym zﬂustrowano rowniez
kolejnos¢ tworzenia sig stref aktywnych.




=
B

N

Mo=2,22+10" kG mm
El=2,04-10" kGmm

05
Rys. 11

[376]

U -[Tnm]
wegzet 21

10

n
I
byskretyzacja
A Y
. e Q@ @ 5
o |
(1 3
@ )
2 6 }
@ ®f ~
4
i i s
S I
o fl land
I I I ! -
2 6 8 10 Uy [em]
wezat 3
Rys. 10
A P IKGIx104
| jii
Dyskretyzacja
p
L ¥ 71 Y
® 18@@@%12.@- A
I} e @ it ——p
20489 @1 PRI
AL @lg.P Si8|2
R e o &§(8
23 % (g !
‘ ) / /
| I bt — 5 ¥
L24DO J
_ _#00
C soo |
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Zavaczyvg 1

Jawna postaé wspolczynnikéw macierzy sprezysto- plastycznych elementu
skoficzonego mozna wyznaczyC w nasfepujacy sposdb.

Oznaczamy skladowe wektora gradientow powierzchni granicznej wzgledem
odpowiednich sit wewngtrznych w ‘przekrojach przywezlowych 1 oraz 2
. elementu skoficzonego nastepujaco:

r {OF éF
@l  ¢T— (a_g 55) (NB, TB MB}

Ponadto wprowadzmy ze WZngdLl na przejrzystosé zap1su nastepujace
oznaczenia;

T.
) = {NA, TA,MA}, &f= (

_ EAL— & EJLL = M
12 L - (1+y L
) 6EJ / 12EF
EJI2 = —— —— ~ EJIL3 = """
Z(l+y)’ (t+y L’

gdzie wspolczynnik deformacji pochodzacych of scinania
_ 12ET
- GA, I

przekrdj efektywny ze wzgledu na Scinanie (réwny w obszarze spreZystym
przekrojowi srodnika elementu dwuteowego) wynosi A,,; modut Kirchoffa

E
=2 ,,

. Macierz sprezysta elementu mozemy witedy napisaé w postaci
[EAL 0 0 —EAL 0O 0

EJL3 EJL2 0 —FEJL3 EJL2

Sy EJIL1(2—
@3); k9= E/l o  —pie EHC=Y)

| _ (4+y)

i EAL 0 0

sym EJL3 —EJL2

i EJLL |

WprowadZzmy oznaczenia

RAl = EAL-NA,
RA2=EJL3 TA+EJL2-MA,
(L.4) RA3 = EJL2-TA+EJL1-MA,

RA4 = EJL2-TA+EJLL-MA-Q—y)}/(4+7);
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Podzielmy macietz sprq@zysto-piastycznac na podmacwrze o wymlarze Ix3
i ozhaczmy jc nhastgpujaco:

k) k&
(L5) k§ke = [ 3]

sym k%2

W przypadku uplastycznienia lewego przekroju przywezlowego preta podma-
cierze te wygladaja nastepujaco:

[(RA1? RA1-RA2 RA1-RA3

(1.6) k) = k& — CIA (RA2)* RA2-RA3 |,
sym (RA3)
gdzie '
— RA1-NA+RA2-TA+RA3-MA,
—(RA1®) —RA1-RA2 RA1-RA4
kB =k§,— I —RA1-RA2  —(RA2>  RA2-RA4 |
CA| _RA1.RA3 —RA2-RA3 RA3-RA4
! RA1? RA1-RA2 —~RAl-RA4
k‘z"2’=k(_,f’2—-5A— ) RA2? —RA2-RA4|.

sym . Ra4?

WprowadZmy oznaczenia nastgpujace:

RB1 = EAL-NB,
RB2=EJL3 TB—EJL2-MB,
(17 RB3 = —EJL2-TB+EJL1-MB,
RB4A= —EJL2-TB+EJL1 MB-(2— y)/(4+y),
CB=RB1-NB+RB2-TB+RB3-MB.

W przypadku uplastycznienia prawego przekroju przyweztowego preta pod-
macierze macierzy sprezysto-plastyczngj sa nastepujace:

1 RB1>  RB1-RB2 +RBI1-RB4
kP = k) — . RB2? —RB2-RB4 |,
CB sym RB4?
(L8) i
1 —(RB1)> —RB1-RB2 —RB1-RB3
k) =k$¥,~——| —RB1.RB2 —(RB2* —RB2-RB3|,
CB| _RBI-RB4 RB2-RB4 RB3-RBA |
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1 RBI1? RB1-RB2  RBI1-RB3
= k&) — N} RB2? RB2-RB3
. sym RB3?

Ponadto wprowadzmy nast¢pujace oznaczenia:

(L9)

CAB= CA-CB—(—RA1 -NB—RA2 -TB+RA4-MB),
RB5 = EJL3-TB+EJL2-MB,
RB6 = EJL2-TB+EJIL1-MB,

RAA = RA1-NA+RA2-TA+RA3-MA,
RAB=RAl1-NB-+RA2-TB—RA4-MB,
RBA=RB1-NA+RB2 - TA-RB4-MA,
RBB = RB1-NB+RB2-TB+RB3-MB,

RAA1 = RBA-RA1—-RAA-RB1,
RAA2 = RBA-RA2—RAA-RB2,
RAA3 = RBA-RA3+4+RAA-RB4,
RBB1 = RBB-RA1—RAB-RBI1,
RBB2 = RBB-RA2—RAB-RB2,
RBB3 = RBB-RA3+RAB-RB4,
RAB1 = RBB-RA4+RAB-RB3,
RAB2 = RAA-RB3+RBA-RA4.
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W przypadku uplastycznienia obydwu kofcoéw elementu pretowego pod-
macierze macierzy sprezysto-plastycznej sa wowczas nastepujace:

(1.10)

fid
K=~

Ly s
K = k)

1
CAB

" CAB

| RA1-RBB1+

sym

RAAY-RB1+
—RBEB1-RA1

RAAL-RB2
—RBB1-RA2

—~RA3.-RBB1
—RB4-RAAL

—RB1-RAAL

RAl-RBB2+
—RB1-RAA2

RA2-RBB2+
—~RB2-RAA2

RAA2-RB1
—RBEBE1-RAL |

RAA2-RB2
~RBB2-RA2

—RA3-RBB2+

—RB4-RAA2

RA1-RBB3+
~~RB1-RAA3

RA2-RBB3
—RB2-RAA3

RA3-RBB3+
+RB4-RAA3

RAB1-RA1+
—RAB2-RB1

RAB1-RA2+
~RAB2-RB2

RA3-RABL+
+RB4-RAB2
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" RA1-RBBl+ RAI-RBB2+ —RAL-RABL+ |
_RBL.-RAAl —RB1-RAA2 +RBI1-RAB2
110) K ke RA2-RBB2+ —RA2-RABI
[ed] - air,, CAB —RB2-RAA2 +RB2-RAB2 |
o v RA4.-RAB1+
I Y +RB3-RAB2 |

Warunek stanu granicznego dla przekroju dwuteowego poddanego dzia-
laniv momentu zginajacego, sity podiuznej i sity poprzecznej wyprowadzono
w pracy [6]. ' ' C
Sily graniczne przy zalozeniu niezaleznego ich dzialania mozna obliczy¢
nastgpujaco: o ' - '

Vo = i te 7o,

. Ngr: (A5+Amp+Adp) Uo, )
(L1 Kt o 2
Mgr = (Amp+Adp) Ty hﬁ+ 0 + 1 i

4 4ts (2] ’
gdzie
q= (Adp—‘Amp) Gy.

Przypadki typowych stanéw chwilowego rozkladu naprezed. W przy-
padku 1 mamy zaleznoéci '

v
V =dy ",
ar -
o N -
(1.12) N T @tas Etay,
gr.
M
=% +ag é+a, E2,
agr
pi‘zy czZym
2t, ;
a, = = S1 Tg :
Vor
{AR—2b,, 51) 0,
ay = N 3
(1.13) gr
. 2by, 5100
3= ——
N,
—2t. 8
a4 = M

N ?

qr
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a b2 s% top )
a5 = MO {mep Sl Sz* bp ! +Amp (Sl““ 2P )““
ar dp

tgp \ ¢ 1 L -
(L13) — Ay (Sz_‘él>+wf (51— mp) fs' (Slu;tdp)z}’
fed]
1
_ oo (267,51 :
R
br%xp Si Og
T T, M,
dp qr

AR oznacza pole pow1erzchm przekroju poprzecznego dwuteowmka tzn,
AR = A+ A+ Ay,

Eliminujac z réwnan (1.12) parametry # i ¢ otrzymamy dla przypadku 1
rdwnanie powierzchni stanu granicznego w postaci

L14)  F(Q)=as+a, (i—“—z— a b )%
Qs a3 a4y dj
ta, (n ,,_ﬁgm_ﬂ)z;m o

Dla pozostatych czterech przypadkéw zalozonego rozktadu naprezen i dla
wszystkich kombinacji znakéw naprezefi wyprowadzono podobne réwnanie
w pracy [6]. Na rys. 4 pokazano powierzchnic graniczne odpowiadajace sile
tnacey V=0 dla czterech réznych profili dwuteowych. Dane geometryczne
dotyczace tych profili zestawiono w tablicy 2.

Tablica 2
Nr profil by by, H t, g ts
pretal [em} [em] [cm] fem] [em] [em}
1 25 50 45 1 1 1
2 25 25 40 1 1 1
3 25 50 44 1 2. 2
4 25 65 60 1 1 1

Na rys. 5 przedstawiono warstwice powierzchni granicznej dla profilu
nr 1 odcigte plaszczyznami ¥V =0, 0,25; 0,5;0,75; 1. '
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PE3IOME

YVCHEHYBIN AHATIN3 VIIPYTO-MJIACTHUECKHX JBYTABPOBBIX TLIOCKHX
PAM C YYETOM BOKOBOI'O M3TWEA HLOJIOTHA

YACTH 1. OCHOBEI AHATTU3A W VIOPYIO-MNACTMUECKWI AHANA3

TlpefcTaBieRE] OCHOBHL YHCIGHHONO A¥AMH3A IIOCKMX JIBYTHBPOBLIX paM C YYeTOM
peynpyrux a(pdekrop u HoxoBoTo H3THOA, PACCMOTDEHBL paMbL, COCTOHLINE W3 NMPOHIBOJILIO
PACHIOJICKCHABIX HA (HOCKOCTH ABYTARPOBBIX Banox ¢ patmuivn moaxamn, TTpoBaema pewena,
HPHMEEAT MCTO m'pyk'rypu},ix saeventop, Heynpyrae sddexini. yurenst. npiinmay yupyro-
_MACAILHO THTACTHRCCKYE0 MOJCTL MATCPHAIA H KOHLSHTPAIMHKY USIACTHYCCKHX 30H 1 [PUY3JI0-
BBIX Cceuenmsx 0amgok. M3-3a NpEATOKEHHEIX TEOMETPHUCCKHX XAPAKTEPHCTHK CHCTCMEL I Pac-
CMATPUBACMBIX HATPYXEHHH, YTTCHO D3ANMOZCHCTBHC TPEX BHYTPEHHHX CHIl: n3rnbaromeso
MOMEHTA, NPOFIOBHOR CHIEL U TIONEPETHOH CHITHL 310 TpeGosano ONpEACIEHUN COOTBETCTBY-
IOIIMA  VCIOBHH  Npefc/IBHOTO  COCTOSHUA B TPOCTPancTse oGo0IncHHBIx  Cil. DdupexThl
fokosole M3reba  yuicHbl, OOMYCKAs BO3MONHOCTL YOPYIOro MM YOPYTO-NIacTAYECKOTo
GOROBOTO 11IL10U < 1vil0K M AllaIH3Hpys TORPOOHC HECYIEYIO CHOCODHOCTL NIEMEITToB NOCHE

fBoxonoro waruba. |
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SUMMARY

PLANE T-BEAM FRAMES — NUMERICAL ANALYSIS ACCOUNTING FOR INELASTIC
MATERIAT. PROPERTIES AND THE LOCAL WEB BUCKLING

PART I. FUNDAMENTALS AND ELASTIC-PLASTIC ANALYSIS

The load — deformation relationships for frames composed of deep I girders is investigated
both before and after local failure of the frame members. Using the concept of the idealized
structural unit a large T beam element is proposed and used to analyse highty nonlihear
structural behaviour. The elastic-perfectly plastic material model is assumed. Yield and ultimate
strength criteria are derived for combined action of the axial force, bending momen{ and
shear force, . ) ) i )

POLSKA AKADEMIA NAUK
INSTYTUF PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI

Praca zostala zlozena w Redakeji dnia 16 paidziernika 1984 r.



