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KLASA SCISLYCH, DWUWYMIAROWY¥CH ROZWIAZAN ROWNAN
STOKESA'W NIESKONCZONEJ WARSTWIE PLASKIE}

STANISLAW TOK AR ZEW S K1 (WARSZAWA)

Dwuwymiarowe rownania Stokesa zostaly rozwiazane dcifle w obszarze nigskoniczonej
warstwy plaskiej w przypadku, gdy warunki brzegowe sformutowane na powierzchniach
warstwy, sa wyrazone za pomocy funkcji dostatecznie gladkich. Wyniki uzyskano w postaci
sum nieskonficzonych szeregow funkcyjnych. ) o i

1. WprROWADZENIE

Jednym z podstawowych réownan mechaniki' plynow 83 liniowe row-

nania Stokesa. Réwnania te stosuje si¢ powszechnie do opisu’ przeptywow
powoinych charakteryzujacych si¢ malymi liczbamii Reynoldsa. Przepltywy
takie na duza skal¢ realiznjg si¢ zaréwno w przyiodzie, jak rowniez i w
- technice. Mamy z nimi do czyniénia miedzy innymi w procesach smarowania,
. sedyrmentacji, flotacji, oczyszczdnia i wielu innych. Poszukiwanie klas $cistych
- rownafi Stokesa uzasadnione jest wiec nie tylko potrzebami teorii przeplywow
.:'3 powolnych, lecz réwniez i praktyki. - ) -
" Niniejsza praca proponuje iteracyjng metode scistego rozwigzania dwu-
- wymiatowych réwnan Stokesa. Otrzymana metoda ta klasa §cistych rozwiazan
‘speinia z gory zaloZone analityczne warunki brzegowe sformmlowane na
powierzchniach nieskoficzonej warstwy plaskiej. Od postawionych warunkéw
- brzegowych wymaga sie dodatkowo, aby spelniaty wyprowadzone w pracy
~odpowiednie kryteria zbieznodci rozwigzat. Ostateczne wyniki uzyskuje sie
W postaci riieskoriczonych szeregow funkeyjnych, ktérych poszezeg6ine wyrazy
3, iloczynami niezaleZnymi od warunkow brzegowych wiclomianéw mnozo-
nych przez kolejne pochodne funkeji okreslonych na powierzchniach warstwy
plaskiej. Nalezy podkresli¢, ze otrzymane w tej pracy wyniki rozniq sig
stotriie od klasycznych, zamknietych rozwiazan réwnaf Stokesa (pQr. I,
1 3]) otrzymanych w postaci catek Fouriera.
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2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Niech bedzie dany uktad dwuwymiarowych rc')wnaﬁ Stokesa
' : ou- w
ox 0z ’
o2y  *u  Op
I PR M

Pw  Fw o _

2.1)

o T e
okre§lony w obszarze nieskonczonej warstwy plaskiej
(2.2} 0<x <1, —o0 €2 < oo
Na powierzchniach warstwy plaskiej (2.2) okreélmy nastepujace nieskoficzenie
wiele razy roZniczkowalne funkcje: ' '
u(0,2)= Voo (2), w(0,2) =¥ (2),
u(1,2) = Vi (2), w(l, z) = V4 (2). _
Funkcje u, w, p wystgpujace w (2.1}42.3) nazywaé bedziemy odpowiednio
predkos$cia poprzeczna, predkoscia wzdluzng oraz ci§nieniem. Uklad ‘zakez-
noéci (2.1)(2.3) stosuje si¢ w mechanice plynéw do opisu przeplywoéw powol-
nychi realizujacych si¢ w nieskoficzenie dlugich, ptaskich kanatach o rucho-
mych, przepuszczalnych éciankach [4]. Celem pracy jest znalezienie klasy.
funkcji {u, w, p} Scidle spelniajacej w obszarze nieskoficzonej warstwy plaskiej
(2.2) zaréwno réwriania Stokesa (2.1), jak rowniez warunki brzegowe (2.3).

(2.3)

3. KLASA SCISLYCH ROZWIAZAN

Zagadnienia brzegowe okreslone rownaniami {2.1) i warunkami brzego-
wymi rozwiazano metoda kolejnych iteracji (por. dodatek A). Koncowe
wyniki uzyskano w postaci nastgpujacych szeregow funkcyjnych, okreslajacych
predkos¢ poprzeczna ' '

u(x,z): Z [EL (xa Z)+u25+1(xa Z):
5=0

(3.1) oy (x, 2) = Usy () V3P (2 U (1—) V5 (),

Vtigery (X, 2) = Uzgry (%) VD (2) = Usger y 1—x) V5PV (25
predkosé wzdluzng ‘ :

w (X, Z) = Z Was—1 (xs 2)+W2,s ()C, Z’),
s=0
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(3.2) Was—1 (X, 2) = Wae—y (X} W (2s—-1) (2) =Wy (1—x) Vi3~V (2),
Was (X, 2) = Wy (x) V™ (2)+ W, (1—x) V& (2)°
oraz cisnienie
P(x,2)= 3 Ppaya(x,2)+ Py {x, 2),
§s=0
(3.3 Pas-2(X,2) = Py 2 (X)) VI3* 2 (2)~ Py (1 —x) VZ+~2 (2),

Pas-1 (xs Z) P2s 1 (JC) Vl(zs v (Z)"I‘st__ 1 (1~X) V&%sun (Z),
gdzie

' 2n+3 ) x2n+2 . ’
= — 1 J ¢
UZS+J Z ( 1) (n+ 1) [(2 +3}' as—n+ (2n+2)! Bs—n]:.

2n+2 . x2n+1 . T
6Y  Wayr (9= 3 (- 1)"(n+1)[(2 2T ﬁgm,.}.

P ; s—1>0 x2n+2 ; x2n+l . :
= n ————— —_—
bevim2 () = ol 2 U Gy FsontF gy Pt

sa wiclomianami o wspolczynmkach wyznaczanych za pomocg nastepujacych
formut iteracyjnych:

1
(1+2) ]
=—6 Z (1 (n+1)-2n. e

2 @3 o iy P
35)
s (1“)

do ktorych jako wartosci poczatkowe nalezy wprowadzié nastgpujace liczby:
(3.6) 0o =12, Pi=-6, al=6, Ppi=-2.

Zakres stosowalnosci szeregbw funkcjonalnych (3.1)43.6) okreslaja nastepu-
jace nieréwnodci (por. dodatek A):

o | s e
m 1=y | <L v=@h m=0,1, j=0,1),
L mj .
87 1 pEstn
lim |[——™ 11
sow [ 452 RO | T

gdz1e za pomoca oznaczyhsmy jednoczeénie wspolczynmlq of, B Uzyte
5—-1>0
we ‘wzorach (3.1)+3.7) symbole V,,g’ oraz ) oznaczaja odpowiednio
n=0 -
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al
W ij (Z), ' l = O,
(3.5) _
- V,,ﬁ? (2) =1 Vmj (2, =0,
{dz{dz.. |Vyy(@dz, 1<0,
oraz '
10 0, s=0,
39 =] sl
( ) ‘ ,,;0 Z , s=z1
n=0

Klasa funkgji {u, w, p} okreSlona za pomoca wzordw (3.1}-3.9)scisle spelnia,
w obszarze nicskonczonej warstwy plaskiej (2.2) zarébwno dwuwymiarowe
~ réwnania Stokesa (2.1), jak réwniez z gory zalozone warunki brzegowe (2.3).

4, DYSKUSIA UZYSKANYCH WYNIKOW

Nie tracac nic z ogdlnoséci rozwazan, wygodnie jest dyskusje uzyskanych
- wynikéw przeprowadzi¢ na przykladzie prostych warunkéw brzegowych

4.1) Voo (@) =0, " %1 (2)=0, Vio(2)=0, V,(2)=V(a).

Scisle rozwiazania réwnad Stokesa przyjma, po -podstawieniu (4.1) do
(3.1)+3.3), posta¢ nastepujacych nieskonczonych szeregow furikcyjnych

u(x, z) Z Usgrs (x) VU (z),
4.2) w (x,2) = Z W, (%) V2 (2} 4+ 6Cx (x—1),

p(x,z)= Z P (x) VD ()+12Cz+ D
=0

okreélonych, jak wida¢ z dokladnoscia do przeplywu Poiseuille’a, gdzie
C i D sa dowolnymi stalymi, Nalezy zauwazyC, ze kaizdy wyraz szeregu
(4.2) jest iloczynem mniezaleznych od warunkdéw brzegowych, $cisle okreslo-
nych wielomiandw [por. (3.4)+3.6)] mnozonych przez odpowiedriie pochodne
predkosci V (z) okreslonej na powierzchni warstwy. Kilka pierwszych wielo-
mian6w (3.4) wyznaczonych na podstawie (3.5) i (3.6) zamieszcza tablica 1.
Zakres stosowalnosm szeregow (4.2) okréslaja wymka_]ace z'(3.7) nierdwnosci
nastepujace:

Yst1 V(2s+ 2 (Z)

4.3 . i st
(43) i e

s 0

<1, y=(@4 8,




KLASA SCISLYCH, DWUWYMIAROWYCH ROZWIAZAN ROWNAN STOKESA

259

1 V(23+ 2) 2
@3) e | <1,
ed] 45 V@ (z)
Tablica 1. Wielomiany wystepujace w szeregach (3.1)
Up= —2x343x Uy=—-x+x
1 i 2 1 1 i 1
Uy e x5yt b o3 42 Unm x5 3, "~ .2
P TRNTE Y T Y R DT R T
W_, = 6x*—6x Wy = 3x% —2x
1
W= —x*+2x—— x>+ = x Wy = ——x*4+2x3~ xz-i-?x
P, =12 P,=6
2 12 1
Py= —6x"+6x—— P = —3x +2x—
5 5
Tablica 2. Wartoéci wspilczymnikow of i f
5 oy i oy By
0 0,120 % 10? —,600 x 10 0,600 x 10 — 0,200 x 10
1 —=0,240x 10 0,200 —0,200 —0,666 %1071
2 —0,134 0,338x10°* —(,338 x 107°¢ 0,302 x 10~2
3 0,508 x 1072 0,125 x 10™2 —0,125x 102 0,322 %1073
4 0,342 %1072 —~0,971 x 103 0,971 x 1073 0,102 x 107¢
5 0,163%1074 0303 x 1075 0,303 x 1073 0,129 x 107"
®© 0 0 0 0

Z przeprowadzonych oszacowan wynika (por. dodatek

wartosci granic stosunkéw J leza w przedziale
g s+ 1/7s . W D

(4.4) 0 < lim

Ll ad

?s-f— 1
Vs

< I,

= (@ B,

J=,

1.

B), 7ze dokladne

Na podstawie (4. 3) i (4.4) dostajemy w1f;c ze funkcje okreflone na brzegu
warstwy spelniajace nieréwnoéé

(@45)

lim
S oo

V(.‘Zs +2) (Z)
V@) | T

gwarantuja zbieznod¢ Sieregéw (4.2). A wigc otrzymana klasa rozwiazan (4.2)
napewno nie jest klasa pusta. Na przyklad takie warunki brzegowe jak &,

sin z, ¢OS z, E a; 7 mozna wprowadzaé¢ do postam 42y w celu uzyskama

i=0

sc1s%ych rozwigzan rownan Stokesa (2.1). Nalezy zauwazy¢, ze dokladne
wyznaczenie zakresu stosowalnosci otrzymanych szeregéw funkcyjnych (4.2)

jest, ze wzgledu na skomplikowane formuly (3.5)3.6)
Wartosei kilku pierwszych wspélczynnikdw of, 4 zanmiieszcza tablica 2.

i (4.3), bardzo trudne.
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2. POROWNANIE OTRZYMANYCH WYNIKOW

Por6éwnanie otrzymanych wynikéow wygodnie jest prowadzié, nie tracac
nic z ogblnodci rozwigzan, na przykladzie tylko jednej predkodci wzdluzne
w (x, ). W powszechiie stosowanym podejéciu kiasycznym sciste, zamknigte
rozwiazanie rownafi Stokesa (2.1) uzyskuje si¢ w postaci nastgpujacej sumy
calek Fouriera: ' '

(51 wix, )= | [C](A)eh+C5 (A)e ™+ Ch (A) xet+

+Cs4 (A) xe”"‘] sin Az d/i—l—oj:’ [C"1 (A) eAx_I_Cti (A) e A% 4
. o

T C5 (A) xe* + €5 (A) xe™4¥] cos Az dA.
W przeciwiefistwie do wzoru (5.1)‘ otrzymana w tej pracy klasa écislych
rozwiazafi réwnaf (2.1) ma postaé nieskonczonego szeregu funkcyjnego na-
stgpujacego: '

(5.2) ' w(x, z)= i W, (x) V29 (2).
s=0

Formuly (5.1) oraz (5.2), jeéli sa zbiezne, daza oczywiscie do tej samegj
granicy bedacej écistymi rozwiazaniem: rownan Stokesa (2.1). Istotna roznica
miedzy nimi tkwi'w sposobie wprowadzania do rozwigzatt (5.1) oraz {(5.2)
warunkdw brzegowych okre§lanych na powierzchniach warstwy plaskiej. We
wzorze (5.1) trzeba dokonaé na warunkach brzegowych {ransformacji Fouriera -
po to, aby wyznaczyé nieznane funkcje Cj(4) i Cj(4). Do wzord (5.2) zas
nalezy wprowadzé koléjno liczone, parzyste pochodne funkeji predkosei,
okreflonej na brzegu nieskoficzonej warstwy plaskiej. A zatem w zaleznodci
od potrzeb mozna, sposrad formut (5.1) i (5.2), wybrac tg formule, dla
ktorej tatwiej jest na danych warunkach brzegowych wykona¢ badz operacje
transformacji Fouriera, badz operacj¢ rozniczkowania.

6. PRZYK! AD ZASTOSOWANIA UZYSKANYCH ROZWIAZAN

Na podstawie otrzymanych w tej ;Sracy wynikoéw okreslonych formulami
(3.1) dostajemy natychmiast, ze kazdy z nastepujacych wiclomianow ‘
1 - # 8
(¥, 2) = = ), Us (9 2 ¥,
F5=0
(6.1)

. 1 o
n
ty (6, 2) = =5 3 Usgar ()P0,
+5=0 .
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6D whx,2)=

[ed]

; 2s—1 (%) (Z")(Zs Y,

=|_

Wy (x, 2) = z s () (),
1§ 25~2
px, z)= ?Z‘stzx) (2725~ 2,

1 & -
p}f (xn Z) = ET Z{) PZs—i (zn)(Zs 1)’

po pierwsze, $cisle rozwigzuje rownania Stokesa (2.1) oraz, po drugie, przyj-
muje¢ na powierzchniach warstwy plaskiej nastgpujace wartosci -

l\)l--

LI:,(O, Z):O, W:J (O,Z)=0, 'Lf:, (1:‘?):"?‘"! W}1 (I,Z):O,

(6.2)
WO,2=0, w'0,2=0, u(1,2=0, w,2= Z—,.

Wielomiany (6.1) nosza nazw¢ wiclomiandw podstawowych. Wykorzystywane
sg one do l(OIlS'[I'llkC_}l nastepujacych meskonczonych szeregow funkcyjnych
ktorych sumy

u(x,z)= Y V(2o u' {x, z— 2} + VI (2o) ) (x, 4'—20)}
n=0
63)  wilx, =Y, VR {ze) wi (x, 2= 2o)+ VY (z0) wy (x, 2= 2o},
n=0
P (X, Z) = ZO (") (“0) pu (\ Zﬁ40)+ Vl(") (-7'0) p:1[ (JC, Z_;Q)}a

jesli istnieja, $cisle rozwiazuja rownania Stokesa (2.1) oraz przyjmuja na
brzegach warstwy plaskiej z gory ustalone wartosci

©4)  u@©,z2)=0, w©,2)=0, u(l,z)=Ve(x), w(l, z)= V(2

Szeregi (6.3) i (6.4) sa wige klasa $cislych rozwiazafn réwnan Stokesa (2.1)
réwnowazna, dzigki wzorom (6.1), klasie écistych rozwiazan (3.11(3.9). Istotna
‘réznica migdzy wzorami (6.3) 1 {6.4) a (3.1)H3.9) tkwi w sumach czastkowych.
0 ile bowiem suma czastkowa szeregow (6.3) 1 (6.4) spelnia réwnania Stokesa
oraz ni¢ spelnia warunkow brzegowych, o tyle kazda suma czastkowa szere-
gow (3.1)-(3.9) odwrotnie, Spelmd warunkl brzegowe, nie spelnia natomlasl ,
rownan Stokesa.
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7. PrRZYK: AI> ZAGADNIENIA FIZYCZNEGO

~ Niech z waskiej szczeliny o grubosci #' i szerokodci 2 wyciskana bedzie
za pomocg sztywnej plaszcezyzny niesciSliwa ciecz lepka sila o natezeniu Gy
(rys. 1). Niech na zewnatrz szczeliny panuje stale, nie zmieniajace si¢ w czasie

-4
uLb
.

Rys. 1

cisnienie F;. Wprowadzmy nastgpujace zaloZemia:
a) liczba Reynoldsa jest mala '

f !

(7.1) : Re=— %= 1;

b) stosunek grubosci szczeliny do jej szerokosci jest maly

/

(7.2) ;

<« 1,

gdzie przez U, oznaczyliSmy predkoé¢ poruszania si¢ gbrnej plaszezyzny
(rys. 1). Na mocy zalozen (7.1)+(7.2) realizujacy si¢ w szczelinie przeplyw
jest przeplywem powolnym i do jego opisu mozna zastosowal rownania
Stokesa. Poszukiwaé bedziemy rownania ruchu goérnej, sztywnej plaszczyzny
wyciskajacej ciecz ze szezeliny. Na wstepie wprowadzmy nastgpujace zmienne .
bezwymiarowe: '

xf ZI l.’ ul‘ . 1{\}1 pl ’11
x:?, Z:?’ 1379 U:“‘I';Ts W:—V’_’ P=W,
7 Uy R Gy I
UG = V, 3 [ H,V' E) 0 : ‘U,V’ )
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gdzie V' oznacza dowolng predko$¢ odniesienia. Zmienne (7.3) pozwalaja
bezposrednio wykorzysta¢ wyniki uzyskane w niniejszej pracy. W tym celu
nalezy jako warunki brzegowe przyjad
(7.4) Voo =0, V%51=0, Vie = Uy, Viy =0.
Po wprowadzeniu (7.4) do (3.1) zaleznoéci

u=(=2x>+3x% U,,
(7.5) w = (6x*—6x) (Uy z+C),

p=6Uq 2% +Cz4(6x—6x2) Ug+D
opisujace przeplyw powstajacy w szczelinie. Stale U, C i D wyznacza 31¢
z hastgpujacych warunkdw brzegowych:

i

b .
J(—p+2,u 3”;_) dz= —Gyl—P, 1,
g

1

(7.6) _ _
Ip(x,l)dx=P0, w(x,0)=0

Warunki brzegowe (7.6) zapewniaja nast¢pujace zjawiska fizyczne: 1) reakcja
cieczy na plaszczyzng rébwna si¢ sile zewnetrznej naciskajacej te plaszczyzne,
2) Srednie ci$nienie w koficowym przekroju szczeliny 7 = I réwne jest ciénieniu
zewngtrznemu oraz 3) predko$¢ wzdluzna znika 'w przekroju z = 0. Rozwia-
zujac rownania (7.6), a nastgpnie korzystajac z zalozenia (7.2), otrzymujemy

G, - 3 '
-Uo=-7ﬁ§’~, D==-Go+h, C=0.
Stad dostajemy zaleznosc¢
(7.7) U - L h3
' 0T &t 4t

okreslajaca predkos¢ poruszania si¢ sztywnej plaszczyzny naciskajacej na ciecz.
Calkujac (7.7) z warunkiem poczatkowym # (0) = k), otrzymujemy

(7.8) W)=

Wzor (7.8) okresla droge, jaka przebywa w czasie, (pod wplywem stalego
obciazenia zewngtrznego), gérna sztywna p0w1erzchma wymska]aca ciecz ze
szczeimy :
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2. UwAGI KONCOWE

Klasa &cistych dwuwymiarowych rozwiazan Stokesa okreélona za pomoca
wzoréw (3.1)43.9) ma z punktu widzenia praktycznych zastosowan kilka
istotnych zalet. Po pierwsze, klasa funkeji (3.1)-(3.9) wyrazona jest za pomioca
zamknigtego algorytmu obliczeniowego wygodnego do prowadzenia obliczen
numerycznych. Po drugie wprowadzanie warunkéw brzegowych do $cistych
rozwiazat rownan Stokesa (3.1)-3.9) polega na obliczaniu kolejnych pochod-
nych’ funkcji okreflonych na powierzchni warstwy. ptaskiej, co jest w wielu
przypadkach operacja stosunkowo prosta. Istotna zad wada otrzymanych
wynikow (3.1}+3.9) jest brak doktadnych informacji o zakresie stosowalnosci
klasy rozwigzan (3.1)+3.9). ‘ . ' '

DopaTteEE 1. METODA ROZWIAZANIA

Dwuwymiarow'e réwnania Stokesa (2.1) rozwigzemy scifle w przypadku
nastepujacych prostych walﬁunkéw_brzegowych: ’ '

A1) u(l,2=0, w(l,z)=V(2), u(0,z)=0; w(0,2)=0.

Wykorzystujac dwa ostatnie warunki brzegowe (A.1) dostajemy, po wyko- -
naniu prostych przeksztalcen, nastgpujacy rozdzielony ukiad réwnan roéwno-
wazny wyjsciowym réwnaniom Stokesa (2.1)

2 , &
(A2) p= d*x - w+ | @ (2)dz,

2 64 1
W=—(2fd2:x g + d4x€wzz—)W+—2—x2(p(z)+x¢(z),

) gdzie ¢ {(z) oraz ¥ (z) sa dowolnymi funkcjami jednej zmiennej z oraz gdzie




KLASA SCISLYCH, DWUWYMIAROWYCH ROZWIAZAN ROWNAN STOKESA 265

oznacza operacj¢ n-krotnego calkowania. Scisle rozwiazanie réwnania (A.2)
uzyskane metoda kolejnych 1teraq1 przyjmuje postaé’

X

(A3) w= "20 [—(2 J d*x aazz +J d*x aﬁ; )]"(—;— x* @ (2)+xfr (z))\.
0 ]

Przedstawmy dowolne funkeje ¢ (2) oraz v (z) za pomoca sum nast@pUJq /y(
nieskonczonych szeregébw o stalych wspolezynnikach

(Ad) 0 ()= i o VO, (2) = i B, V09 (2),

Z kryterium d’Alemberta wynika, ze szeregl (A4) sa zbiezne gdy spelmone
sa nastgpujace nierownosci:

Yst1 V&2 (2)
s V()

Wprowadzajac (A4) do (A3), po wykonamu operaql podnoszema do pote;gl
i sumowania otrzymujemy

(A6)  w= [Z (—1) (n+1)J d*x 62" }[%xz i ay+x i ﬁs}V‘z” (2),
s=0 =0

gdzxe V§? oznacza kolejng 2s-ta pochodna funkcji predkosei V(z). Nierdwnosé

(A.5) lim

5o

<15 ,}):(a!ﬁ)‘

1 V{Zer 2) (2)
4S2 V{Zs) (Z)

(A7)  lim <1

[ dle 4]

ofrzymana na podstawie kryterium d’Alemberta jest warunkiem dostatecznym
zbiezaos§¢ szeregu (A.6) w obszarze warstwy plasqu (2.2). Wykonujac w (A.6)
operacie wskazane przez operator lmiowy i porzadkujac wyrazy wzgledem
pochodnych V5?, dostajemy szereg funkcyjny nastepujacy

W= Y Wa () VP9 (2),
:_ (AS) 5=0

0 } x2n+2 x2n+] :
WZS(x): HZO (71) (n+1)[mmsu+ (2l+1)t ﬁs M:I .

Nierownoscei (A.5) i (A7) zapewniaja szeregowi (A.8) zbiezno$¢ w obszarze
_warstwy plaskiej (2:2). Nieznane wspolczynniki o, i f, wystepujace w wiclo-
-mianach W, (x) wyznaczymy na podstawie ‘dwdch pierwszych warunkéw
rzegowych (A.f). Po przeprowadzeniu obliczen dostajemy nastepujace for-
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muly rekurencyjne:

8 2n+1
oy = -6 Z (ﬁl)n(n'l‘l){ﬁ%as nt 2 +2 ﬁs n}n

(A.9) . . an—1) ;
42"21( Y n+1){——ﬁ(2 ! g +(2n+2)f B, ,,},

gdzie I

(A.10) 4o =6, fo=—2.

Tunkcje predkoéci u oraz funkcje ci$nienia p otrzymamy wprowadzajac
funkcje (A.8) do wzoréw (A.2) i (1.2). Nietrudno zauwazyc, ze ze wzgledu na
linjowosé roéwnan Stokesa rozwidzania dane zwigzkami (3.1)+3.9) uzyskuje si¢
bez 7adnych trudnosci metoda przedstawiong w tym dodatku. Nietradno
tez zauwazyé, ze nieréwnosci (3.7) okreSlajace zakres stosowalnosci uzyska-
nych wynikéw wynikaja bezposrednio ze zwiazkow (A.5) oraz (A.7).

Dopatek B. O8zZACOWANIA

Ciag wspolczynnikow ol i f wyznaczany na podstawie wzorow (3.5) i (3.6)
wygodnie jest ograniczy¢ od gory ciagiem hczb of i Bi, liczonym na podstawie
nastepujacej formuly rekurencyjnej: - '

= 2n+1) m ’
-6 5 oo | G st gy B

u 2n . 2n—1 .
_ J ]
=22 (”+1){(2n+3)! Yent On ) ﬁ‘}

Yatwo wykazaé, 7e spelnione sg nastgpujace nierOwnosci:

s ol = ol
————é* 1 N At 745
6 3 (1) oy <6 2 (D) e <0
6% (D) <6y (D) <12
(BZ) n=l(n+ (2n+2)' h n=3 (2?’I+2)| 7
- = 2n
2 <2 1) 1 <o,
"21 (D oy (2 +3) L D) <
@ 2n—1
<2 )" oo,
? Z (1) Gy (2 +2) L B+ T <
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Z (B.2) i (B.1) wynika, Ze

(B.3) s .
Vi+1
¥
Nierownosci (4.4) zostaly uzyskane na podstawic zwiazkow (B.3).

lim < 1.

.sTtao
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PE3IOME

KJIACC TOUHbBIX ABVMEPHBIX PENIEHMI YPABHEHWI CTOKCA B BECKO-
HEYHOM IIIOCKOM CJIIOE

Haiineno rounoe pemenme InymepHblXx ypasueHmd CTokca mns cnyyas BeCKOHEYHOTo
RIOCKOTO CIIOA, XOTAA TPAHMYILIC YEROBHS, 112 TUIGCKOCTAX OIPAHHYMBAIOIINK CJIOH, BRIPAKEHE!
vepes (QYRKIMH JOCTaTouHo rmajgxme. Petnenust momydens B swge CyMy  OCCKONCHUHLIX
DYIKUMOHARBLHEX PAIOB,

SUMMARY

CLASS OF ACCURATE TWO-DIMENSIONAL SOLUTION OF THE STOKES
EQUATIONS FOR AN INFINITE PLANE LAYER

Accurate solutions of two-dimensional Stokes equations are derived for an infinite
planclayer in the case when (h¢ boundary conditions formulated at the surfaces of. fhe
layer are expressed in terms of sufficiently smooth functions. The results have the form
of infinite functional series. o )
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