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O PEWNEJ METODZIE ANALIZY
DYSKRETNYCH UKEADOW MECHANICZNYCH
WYMUSZANYCH OKRESOWYMI SIEAMI IMPULSOWYMI

JOZEF NIZIOL 1 RAFAL PALEJ (KRAKOW)

Przedstawiona zostala metoda stuzaca wyznaczaniu wektora stanu poczatkowego, za-
pewniajacego okresowo$¢ ruchu ukladow impulsowych o skoriczonej liczbie stopni swobody.
Idea tej metody polega na przejéciu z rozwiazania fourierowskiego na rozwiazanie w formie
zamknigtej, omijajac w ten sposob rozwiazywanie ukiadu rownan otrzymanych z warunkow
zszycia, Wyprowadzone zostaly wzory na wektor stanu poczztkowego dla ukladoéw niettumio-
nych i ttumionych oraz wzory okreélajace sumy szeregdw wyznaczajacych poszukiwane warunki
poczatkowe. Wskazano rowniez na mozliwo$¢ wykorzystania tej metody w sposob przyblizony
w przypadku, gdy nie zpane sa pierwiastki rownania charakterystycznego. Jako przykiad
przeanalizowany zostal ukiad o dwodch stopniach swobody wymuszany jednostronnymi
impulsami chwilowymi.

1. Wstep

Podczas analizy stanéw ustalonych impulsowych ukladow mechanicznych
o wigkszej liczbie stopni swobody napotyka si¢ z reguly na duze trudnosci
natury rachunkowej, powodujace koniecznoé¢ odwolania si¢ do obliczen
numerycznych, co nie daje pelnego wgladu w analizowane zagadnienie.
Istotne przy analizie tego typu ukladow jest wyznaczenie warunkow poczatko-
wych zapewniajacych okresowos$¢ ruchu. Znajomos$¢ tych warunkéw w postaci
analitycznych zwiazkoéw uzalezniajacych je od whasnosdci ukladu i wymuszenia
jest “cenna, gdyz dostarcza informacji odnosnie mozliwych rezonansow
w ukladzie jak i amplitudalnych wartosci przemieszczen czy predkosci cial.
Ponizej przedstawiona zostanie koncepcja oraz odpowiednie wzory sluzace
do wyznaczania poszukiwanych warunkow poczatkowych zapewniajacych
ruch okresowy dyskretnego ukladu liniowego o .skonczonej liczbie stopni
swobody.
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2. OKRESLENIE SIL IMPULSOWYCH T-OKRESOWYCH

Do najczesciej wystgpujacych sit impulsowych mozna zaliczy¢ sily impul-
sowe jednostronne fr, (¢, t) oraz naprzemienne fr, (t, 1) przedstawione ogélnie
na rys. 1

Powtarzajgce si¢ impulsy o skoficzonym czasie trwania scharakteryzowane
beda w zupelnosci nastepujacymi parametrami: czasem trwania impulsu t
okresem powtarzalnoéci T, funkcja opisujaca ksztalt sily impulsowej ¢ (t, 7)

oraz popedem  sily 'impulsowej 8= o @,7)dr.
. 0

A FU. {t,t)
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Okresowe sity impulsowe o skoficzonym czasie trwania mozna przedstawic,
wykorzystujac funkcj¢ Heaviside’a, w nastgpujacy- sposob:

2.1) ij (£, 1) = i ¢ t—nT,t) [Ht—nT)—H ({t—nT—1)],
. =

jeal

(2.2) fr,t, )= > {q) (t—nT, ) [H (t—nT)w—H (t—nT—t)]—L

n=0

ofinr2.0) [ (oD (- T
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Czesto poddaje si¢ analizie uklady wymuszone okresowymi impulsami
chwilowymi, scharakteryzowanymi jedynie wartoscia popedu S oraz okresem
powtarzalnosci T. Impulsy te dadza si¢. przedstawi¢ przy- uzycin 6-Diraca
w_postaci

@3 | fr, =5 3 8@—nT),
n=9
(24) =57y [5 (t—nT)‘--xﬁ(twnT—%):I.
. p=0

3. METODY ANALITYCZNE ZNAJDOWANIA ROZWIAZAN T-OKRESOWYCH

Rozwazaé bedziemy uklad o s stopniach swobody, ktdrego réwnanie
. rézniczkowe da si¢ napisaé¢ nastgpujgco:

(3.1) | | Mi +Dx +Kx = Fy,

gdzie M oznacza macierz bezwladnosci, D macierz thumienia wiskotycznego,
K macierz sztywnoéci x wektor wspdlrzednych fizycznych oraz Fr wektor
wymuszen zawierajacy okresowe sily impulsowe.

Interesowaé¢ nas bedzie stan ustalony ukladu opisany okresowym 1o
wiazaniem roéwnania (3.1) o okresie T.

Przy okreSlaniu drgan ustalonych istotna jest znajomoéé wektora stanu
poczatkowego N

o _[%:©
(3.2) Ur ()= [XT (0):|9

zapewniajacego okresowo$é ruchu. Wektor ten mozna wyznaczy¢ z warunkow
zszycia, ktére beda uzaleZnione od sposobu wymuszenia. W przypadku
wymuszenia impulsami jednostronnymi i naprzemiennymi warunkami te
beda mialy odpowiednio postac

(33 S Um=uo,

64) U(i)=—umx

gdzie U (f) oznacza wektor rozwigzan bedacy calka ogdlng rownama (3 1)
przy dowolnych warunkach poczatkowych. *

W literaturze mozna spotka¢ rézne metody otrzymywania rozwigzania
réwnania (3.1), z ktérych najbardziej rozpowszechnionymi sa nastepujace
metody: metoda przewidywania rozwigzan, metoda oparta na analizie
harmonicznej, metody oparte na transformacjach catkowych, metoda impulso-
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wej funkcji przejécia oraz metoda oparta na analizie modalnej. Przytoczone
tutaj metody sa metodami Scistymi. '

Metodg oparta na analizie modalnej mozna potraktowac jako metodg
poérednia, sprowadzajaca uklad (3.1) do. wspolrzednych normalnych, W kolej-
nym kroku rozwigzania moze byé uzyta jedna z pozostatych metod
w celu okreflenia catki ogélnej, oddzielnie dla kazdej ze wspotrzednych
normalnych.

Roznice pomigdzy poszczegdlnymi metodami polegaja na innym narzedziu
matematycznym, sposobic zapisu catki ogélnej réwnania (3.1) oraz koniecz-
nosci badZ nie korzystania z warunkéw zszycia (3.3) lub (3.4).

Jedyna metoda, unikajaca rozwiazywania ukladéw rownan wynikajacych
z warunkow zszycia, jest metoda analizy harmonieznej. Opiera sie ona na
rozwinigciu wymuszenia w szereg Fouriera otrzymujac na drodze przewidy-
wania catke¢ szczegdlna réwnania (3.1) opisujaca drgania ustalone ukladu.
Otrzymane rozwiagzanie okreslone jest za pomoca nieskonczonych szeregéw,
co powoduje, Ze jest mato przydatne ze wzgledu na swoj zapis.

4. ZMODYFIKOWANA METQDA ZRZYCIA

4.1. Rozwazania ogdlne

Koncepgja zmodyfikowanej metody zszycia oparta jest na rOwWnoczesnym
wykorzystaniu dwoch metod, z ktérych jedna jest metoda oparta na
analizie harmonicznej, druga za$ — dowolng inng dajaca rozwiazanie skon-
czone. Podejscie takie eliminuje zupelnic rozwiazanie ukladu 2s rownan
{(warunkow zszycia) oraz unika niedogodnosci, jaka jest fourierowska posta¢
rozwiazania.. Dostarcza bowiem gotowy wektor stanu poczatkowege. do
rozwigzania U (t) dajac w efekcie skoficzona postaé rozwigzania okresowego
Ur @). -

Idea metody zmodyfikowanej zilustrowana jest schematycznic na rys. 2.
Tor gorny ilustruje sposdb otrzymywania okresowego rozwiagzania skoficzo-
nego Uy (f) za pomocy jednej z wezedniej wspomnianych metod. _

Operacja zszycia oznaczona petla wyznacza wektor U, (0), a fym samym
okresowe rozwiazanie skonczone wyjéciowego ukladu réwnan, opisujace
drgania ustalone ukladu. Tor dolny obrazuje sposéb otrzymywania okreso-
wego rozwiazania w postaci szeregu Fouriera. Elementami wektora Fgit)
sa szeregi Fouriera elementéw wektora wymuszen Fy (). Rownowaznosé
sygnatow wejsciowych F, (1) i Fy(t) powoduje, Zze¢ réwnowazne sa wyjécia
Ur () i Up(t). Inaczej méwiac Uy (t) jest szeregiem Fouriera rozwiazania
skonczonego Uy (1), co zaznaczone zostalo na schemacie strzalka pelna.
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: q Ur{o}
) : uft) A ur(f).
- E : Uktad

dynamiczmy

Fe(t) E Ur(t)

Rys. 2

Wobec powyzszego, prawdziwy bedzie zapis
(4.1} Ur ()= Ur ).

Réwnoéé ta zachodzi oczywiscie dla wszystklch wartosci t > 0, a w szczegdl-
nodci dla ¢, =kT (k=0,1,2,..). W punktach tych Uj () okreéla wektor
stanu poczqtkowego kazdego cyklu, tzn.

@2 Uy (4) = Ur (0)

W przeciwienstwie wigc do klasycznych warunkdw zszywajacych rozwigzanie
w dwéch réznych punktach ~czasowych, metoda zmodyfikowana okresla

wprost wektor stanu poczatkowego na podstawie przejécia z rozwigzania
fourierowskiego na rozwiazanie w form;e zamknigtej, co zaznaczono na
schemacie strzalka pusta. :

W celu efektywnego wykorzystama rozwulzama Uz (i}, bedacego zbiorem
szeregow Fouriera, nalezy okredli¢ ogolng j Jjego postac oraz sposdb znajdowa-
nia wartosci sum nieskorficzonych szeregow wystepujacych w U, (te).

Rozmjajacc wektor wymuszema w szereg Fouriera otrzymamy

(4.3) ' F,(f)=c+ Z (a cos nvt+b sin nvt) = Fy (1),
n=1 .

gdzie v=2m/T oraz a,b,c¢ oznaczaja wektory, ktorych elementami sa
wspélczynniki Fouriera stojace odpow:edmo przy cosinusach, sinusach i wyra—
zach wolnych.

Poszukujac calki szczegolneJ réwnania (3.1) w postaci

(4.4) xp () = C+ Y (A cos nvt+B sin nve),
=1 '

otrzymamy nastgpujacy uklad réwnan:
(4.5) o K C=c,

o JK--n2v2 M, mwD A | a
46 ’ bl
(4.6) . I:—Dnv, K-—n? VZ M:| [B} Iibj[

Rownanie (4.5) nie jest sprzgzone z nastepnym i stanowi s rownan
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algebraicznych na elementy wektora C. Rownanie (4.6) stanowi uklad 2s
réownan na elementy wektoréw A i B. W przypadku braku tlumienia
w ukladzie réwnanie to rozpada si¢ na dwa uklady okresiaja,ce oddzielnie
elementy wektorow A i B.

Mozna wykazaé [4], e wyznacznik gléwny ukladu (4.6) jest wielomianem
parzystym stopnia 4s, pos;adajqcym 4s pierwiastkow okreslonych wzorami
nastepujacymi:

1 - .
: 2Ty, — @ jFh), i=1,2,.,5, = /_.1,
4.7 g

1 i
e T(_mi.’i_ﬁi)a
gdzie a;, f; oznaczaja czééci rzeczywiste i urojone pierwiastkOw roéwnania

charakterystycznego, odpowiadajacego jednorodnemu rownaniu (3.1).
Wyznacznik ten ma nastgpujaca postac:

' K —n? v M, mD £ 4 pi—af
(48) | det[_nv])’ Kmnzsz:l_stl_[ [n 2—“;5—‘n+

(of +B H
+

:| P l_[ (n _n:“, (ﬂ _n124_)_ Z pin

Jesli przyjaé, ze funkcgje okresowe tworzace wektor wymuszeni Fy (f) spetniaja.
warunki Dirichleta, to elementy wektora wyrazéw wolnych w réwnaniu (4.6)
beda co najwyzej rzedu 1/n. Mozna roéwniez dowiesé, ze w przypadku
tym dowolny element wektorow A i°B da si¢ przedstawi¢ jako iloraz
dwdéch wielomianéw odpowiednio stopnia 4s—3 i 4s.

Przyjmujac’ oznaczenia

A= L (@),

1
(4.9) M (%)

1
B=~M7(n—2)—N(n),

gdzie M (n*) oznacza wyznacznik glowny ukladu (4:6) okreslony wzorem.
(4.8) oraz L (n}, N (n) oznaczaja wektory, ktérych elementami sa wielomiany
" co najwyzej stopnia 4s—3, rozwiazanie' 4.4) zapiszemy. W nasiepujacej
postaci:

@ x (t)—c+§ L () cos "mllj) (1) sin vt
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Rézniczkujac t¢ funkcje jednokrotnie wzgledem czasu, otrzymamy
C = py [—L (n) sin nvt+ N (n) cos nvt]
4.11 X (t) = .
@1D) - () nzl ) M@

Wstaw:ajac (4.10) i (4.11) do (4 2), otrzymamy

7°'° nvN {n)

: 'ngi M (n }
© Ln .

¢+ Zl M(n?)

412 | - U, 0)=

Powyiszy wzOr stanowi ogolna postaé wzoru shuzacego do wyznaczania
wektora stanu poczatkowego za pomocy nieskonczonych szeregéw, otrzyma-
nych z rozwiazania fourierowskiego dla przypadkv wymuszenia sitami
impulsowymi o skoficzonym czasie trwania. Analityczne okreflenie sum
wystepujacych we- wzorze (4.12) moze by¢ . uciazliwe i stanowi¢ bedzie
odr@bny problem dla rozpatrywanego typu wymuszenia. W pewnym szczegdl-
nym przypadku wymuszenia mozna podac ogdlne wzory na sumy omawia-
nych szeregdw. Przypadklem tym, ma]qcym duze znaczenie w zastosowaniach,
jest wymuszenie okresowe w postacz ciagu impulséw chwilowych (2.3)
lub (2.4).

Funkqe okresowe opisujace mqg 1mpuisow chwilowych jednostronnych
lub naprzemlennych ni¢ spelniaja warunkdéw Dirichleta. Korzystaja_,c ze
wzoréw na wspolezynniki Fouriera, otrzymamy nastgpujace rozwinigcia
trygonometryczne okresowych sit impulsowych, zbiezne do nich w sensie
dystrybucyjinym [3]:

@13) fr,®=S7Y a(z_nT)=i(1+2 S cosmvt), v= 2T
! n=0 T Com=1 . T

@19 fr0=5 3 |o6-nn-s(e-nr-7)| -

—21 Z [1—(—1)"] cos nvt.

Przydatnos¢ powyzszych rozwinig¢ wynika z faktu 7e 0dp0w1edz uk}adu
(wektor rozwigzan Uy (t) jest juz zbiezna w zwyklym senmc do wektora
rozwiazania skonczonego Ujy ().

" W obu rozwinieciach (4.13) i (4.14) niezerowe wspolczynniki Fouriera
nie zaleza od wskaZnika »n oraz oba magl dystrybucji opisane sa tylko
za pomoca cosinuséw z czego wynika, ze

@) - - b=[0].
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Powyzsze wlasno$ci pozwalaja na analityczne okreélenie -sum’ SZeregow
wystepujacych w (4.12).

Nalezy zwrécié uwage na fakt, Z¢ podczas wymuszenia impulsami
chwilowymi wartosci elementéw wektora X, (0) tworzacego wektor stanu
+ poczatkowego Uy (0) sa, w przypadku wspodtrzednych, w ktorych przylozone
sa sily impulsowe, §rednimi arytmetycznymi granic lewo i prawostronnych. -
Wynika to stad, ze pod wplywem sily 1mpulsowe3 przytozonej do i-tej masy .
skupionej, predkoét tejze masy zmienia sie skokowo o warto$é Sy/m,
co powoduje pojawienie si¢ punktu nieciaglosci pierwszego rodzaju w jej
przebiegu czasowym. A zatem 'dla i-t¢j . wspbirzednej, gdzie dziala sila
impulsowa o popedzie S;, m’amy

(4.16) X; [xlT 0~ )+x,T ©07)].

T

Efekt dmaiama tej sily przedstawimy za pomoca wzoru

S,

@.17) ' %, (07) =, (07)+ :
Poniewaz omawiana metoda okredla b'ezpos'rednio X, (0) (wartosc $rednig
prgdkoscx), stagi na podstaw1c “. 16) i (4.17) mozna wyznaczyc

s ey S
{418) ) xi'l‘ (0 ) = xiT (0)—"“2—1?”;:‘
Wprowadzajac wektor skokow prgdkosm V, ktoérego elementy okreSlone
b@da zw1azklem k

@.19) | y=2t,
my
mozemy napisaé
1
(4'20) ] ).‘T (0))= ,.‘T (0)—? V.

Wzor ten okresla predkosci tuz przed zadziataniem sil impulsow}ch.
Wektor stanu poczatkowego (4.12) rozumiany teraz jako wektor okreélajacy
stan ukladu tuz przed impulsem sit chwilowych (t e O“), bedzie miat postaé

& nvN (n) 1 V ‘
@21 Cvyoy= | M M) 2
C+ Z L

| M@
Wektor opisujacy stan ukladu tuz po wystapieniu sit chwilowych latwo
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wWyzZnaczyc za pomoca wektorow Ur(07) 1 V:

| v irv
422 - U (0 =0z (0" -f-[ ]=U 0+—|: ]
Po ustaleniu budowy wzoru okreslajacego wektor stanu poczatkowego
przy wymuszeniu impulsami chwilowymi . przejdziemy do wyprowadzenia
wzoréw na sumy szeregéw wystepujacych w (4.21).

4.2. Wyznaczanie wektora stamu poczqthowego dla ukladéw nietlumionych

Przyjmujac D = [0] i uwzglqdﬂiajac (4.15), réwnanie (4.6) rozdzielimy
na dwa niezaleZzne rdéwnania: : . L .

(4.23) [K—n*vM]A=a,
(424) [K —n? v> M] B = [0].

Wyznacznik gléwny obu ukladéw wyrazaé si¢ bedzie [4] wzorem

5 2 s

(4.25) det [K—n?v* M]=p, ] (nz—_%) =Y pnf,
i=1 i=0

gdzie ; oznacza czgstosci wlasne ukladu’

Ze wzorn (425) wynika, ze ‘dla ukladéw niettumionych wyznacznik
glowny ukladéw (4.23) i (4.24) jest wiclomianem parzystym stopnia 2s
ze wzgledu na n. : o

W przypadku, gdy nv # w; (i = 1, 2, ..., s) jednorodny uklad (4.24) prowadz
do rozwigzania trywialnego na elementy wektora B, podczas gdy uklad (4.23)
bedzie mial niezerowe rozwigzania na elementy wektora A.

Przypadek nv = w; odpowiada zjawisku rezonansu, kiedy to a-ta harmo-
niczna pokrywa si¢c z i-ta czgstoscia wlasng ukladu. Rozwazania dotych-
czasowe nie dotycza tego przypadku, poniewaz przewidywana posta¢ roz-
wiazania (4.4) bylaby wtedy nicodpowiednia. Rozwiazanie w rezonansic
mozna znalei¢ stosunkowo fatwo przy zastosowaniu metody modalnej,
lecz wiadomo, iz nie bedzie ono juz funkcja okresowa, a zatem nie bedziemy
si¢ tym przypadkiem zajmowaé. . : .

Ze wzgledu na stalod¢ elementéw wektora a mozna pokazad, ze dowolny
clement wektora A wyraza¢ si¢ bedzie za pomocy funkcji wymiernej,
bédaccj ilorazem wielomianéw parzystych przy czym stopief licznika bedzie
nizszy od stopnia mianownika co najmniej o dwa. Tak wiec w przypadku
wymuszenia impulsami jednostronnymi dowolny element wektora A wyrazac
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si¢ bedzie wzorem

Z g n?
o
Y, pin¥

=0

W przypadku za$§ wymuszenia impulsami naprzemienn_ymi

(-1 2 © o
@.27). . A=

(4.26) | A=

Zerowanie si¢ ‘wektora B powoduje zerowanie su:, wektora wartosci érednich
predkosci poczatkowych % (0) wobec czego wektor stanu poczatkowego

© . ma postaé
1
_ _?V
(4.28) U (07) = L)
C+Yy M((’;Z)

~ Zajmicmy si¢ obecnic okreéleniem sumy szeregu odpowiadajacego wymusza-
niy impulsami jednostronnymi o ogolnej postaci

nZJ' ‘n?.j
429y ¥ ) & j;o 4 _ 1 & f;() 4 .
(4. ) Z M(n2)='Z‘ ffp - 5 »
n=1 a=1 P; nzj s n=1 H (nz—cﬁf)
. i=0 k=1

gdzie bezwymiarowe czestosci wlasne ukladu &, = wy /v, k=1,2,.
Rozkladajac' iloraz wielomianéw (4.29) na ulamki proste skorzystamy
z¢ wzoru na wspolczynniki rozkladu [2] w postaci = -

L@
gdzie ‘ :
o ' o dM » 2 -
431, - M (63 = i I [T (@7 —ap).
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Tak wigc
@ L 2 0
R o

n=1 nll!n—m

Zmieniajac kolejnosé sumowania oraz korzystajac z rozwmlqma funkc31 cig nx
na ulamki proste [1 i 5] w postaci

1{1 & ‘2
(433) ctg “x:?(—— 2, *“‘z“—z),

X Sy nex

otrzymaimy
‘ 2 L) w e L(c’ﬁz) ctg ndd;
4.34 —— - — - L,
R 71 R I VT R
s—1 .
5 Z q; d-)IZJ
1 i=0 _
o :
P a2 (] @ -af
7Y

Wydzielajac w drugim skladniku cze$¢ odpowiadajaca zerowej wartosci
wskaznika j, dostaniemy '

o L) n& L@) cgrd g & 1

435 —am = i

43 Y- I AMGE) 6 T
: ) COI H (wl _wk)

k=1

=

k£
= 2j-2
q; @
1 "ZS: jgl o
2p; i< .
5 i H ((1) —CUk
k=1
k# i

Dwa ostatnie wyrazy we wzorze (4.35) maja pewne wlasnosci pozwalajace
znacznie uprosci¢ budowe tego wzoru. Mozna bowiem wykazac [4], ze

(4.36) 3 =(— 1)5+1 -1 , s=2,3, ..
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A}
Ponadto zmieniajac kolejnoéé sumowania w trzecim wyrazeniu, otrzymamy
zwigzek ‘
1

5
~2i—2
q; B’

R Z _ e
1 5 = 1 s—1 s miz; 2
@31) 5% = XY
T @ -ay) P e ] @ -a)
ket o

ktory, jak si¢ okazuje, zeruje sic dla kazdego s>2 przy dowolnych
wspolczynnikach g;. ‘.

Wykorzystujac whasnosci (4.36) i (4.37), wzér (4.35) napiszemy ostatecznie
w postaci o o

& L@ T & L@ cgrd, g (—1F+"
438) . == —— b ;
( ) ,,,;1 M(HZ) 2 EZI M (wxz) y 2ps l’sI a—jlz
i=1
gdzie
s . w;
INHE Z ‘L‘CBEZJ, @y = —,
i=0 v
£
Obecnic wyznaczamy sume szeregu . A
@ L n2) o0 L J .
(4.39) S f—(-1y =) _ 5 " ;
_n=1 : M (n ) n=1 2
Z pint
=0 ,

odpowiadajacego przypadkowi wymuszenia ukladu ﬁietlumjonego impulsami
naprzemiennymi {4.14), ‘

Postgpujac podobnic jak w przypadku impulsow jednostronnych rozbijemy
(4.39) na dwic sumy oraz rozlozymy oba skladniki na wlamki proste:

o0 1 w0 —1y
d{z —ﬂ( )}

2__ =2 2_ =2
n=1 R"—0) " n"—wj

.w T —f . 2

e

1

Korzystajac z rozwinigcia (4.33) oraz z rozﬁvinigcia funkeji cosec mx na
ulamki proste [5] '

(4.41) 1 z-i(l fﬂ%ﬁ),

X = ontex?

[}
Ed

sin mx T
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dostaniemy .
Em:ﬁ,—
TR NS Y. B

Oznaczenia zawarte w tym wzorze sg 1dentyczne z wprowadzonymi poprzed-
nio we wzorze (4.38).

Z obu wzorow okreslajacych sumy nieskonficzonych szeregdw typu wynier-
nego latwo odczyta¢ warunki pojawienia si¢ rezonansu w ukladzie wynikajace
z wlasnosci funkcji ctg nd; i tg (nd,/2). Tak wiec w przypadku wymuszenia
impulsami jednostronnymi rezonans pojawia sie, gdy

{443} . T=kT,, k=1,2,., i=1,2.,s

gdzic ity okres drgan wlasnych T, = 2n/w, oraz gdzie T oznacza okres
wymuszenia; natemiast w przypadku wymuszema impulsami naprzemiennymi

4.44) T=02k+1) T, k=0,1,2,....

4.3. Wyznaczanie wektora stamu poczgtkowego dla ukladéw thumionych

Analizujac uklad réwnan (4.6) przy uwzgledsiicniu statych elementow
wektora a i zerowych wektora b, mozna wykaza¢, s¢ eclementy wektorow
A i B wyraza¢ si¢ beda, w przypadku wymuszema 1mpulsam1 jednostronnymi,
wzorami

25—1 Lk (HZ)

_ ® 5
(4.45) Z S M)
.1 4573 ) N (n)
B, = — {0 n = k >
. * W, jZI,S,S, & M (n?)

gdzie M (n?)= W oznacza wyznacznik glowny uk{adu 4.6) okreslony

wzorem (4.8).
W przypadku wymuszenia impulsami naprzemicnnymi elementy wektoréw

A 1 B okreslone bgda nastgpujaco:

[I“(_ )n zilq(k) 2i _ [1““{_1)n]Lk(n2)

A= .
(4.46) s M)
1—(—1) 4s—3 ) 1—(=1) i
B, = [ ;Vg 1) L Ea‘sqgk) = L (‘Mlznjz)N () _

Jak wida¢ z powyzszych zapisow, L, sa wiclomianami parzystymi, N, za$
nieparzystymi. :
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 We wzorze (421) okreslajacym wektor stanu poczatkowego wystepuje
suma, pod ktora znajduje si¢ iloczyn nvN (n). Ze wigledu na nieparzystosc ’
N (1} jest oczywiste, ze iloczyn ten okresla wektor zawierajacy wiclomiany
parzyste stopnia 4s—2 ze wzgledu na n. Ostatecznie wige, w celu efektywnego
wyznaczenia wektora stanu poczgtkowego, nalezy okreslic dla impulsow
jednostronnych sumg szeregu:
251 )
¥
(n2) ) jgﬂ qu h
(n2) nzl z & ’
Y, pin
i=0

@47)

||M3

dla impulséw za$ naprzemiennych
! ' 2s—i

1—(—1 3

448 © [—(-DL@) _ & [-(-1y] ¥ a0

o Z 7 M (n?) o Z:x 33 ) .
= n= ‘gopjnzj

Zajmiemy si¢ obecnie wyznaczeniem sumy szeregu (4.47) odpowiadajacego
wymuszeniu impulsami jednostronnymi.

Kotzystajac ze wzoru (4.8) rozlozymy iloraz wielomianéw wystgpujacych
w (4.47) na sume ulamkow, ktérych mianowniki sa wielomianami parzystymi
czwartego stopnia ze wzgledu na n o wspolczynnikach rzeczywistych:

2s—~1
Z q; n* 5 2
awy S _ L1y o R Wi ,

B e G )
F
j=0

gdzic v; i w; oznaczaja wspdlczynniki rozkladu. Zmieniajac koiejndéc’:
sumowania w (4.47), dostaniemy ‘

1 3 & vn2+w

P2s i=1 n=1 (n*—n ;1 3) (n*— ;2 4

n=1

. 34
@) ¥ -
%

Pozosta]e wigc do okreslema suma szeregu’ typu
@51) . _ - 5 v; n* 4 w;

n=1 (n _nl‘ 3) (H 2;2 4) )
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Szereg ten rozbijemy na sumg ulamkow prostych

2 a0
@ uv; n +w Fi
4.52) ' ( : )
( nzl (n __nll 3) (n 12,4) ; n[g 3 nz—nziZ!4

skad dostaniemy

. _ _— 2 C 3
wytD; Y w0 Yy,
(4.53) Ei=— ;o Fim
n’la n’lz4 n113 n‘z4

Stosujac rozwinigcie (4.33) poprawne rowniez dla argumentu zespoionego [5],
otrzymamy

. o E . F, u
(4.54) Z(nz t2_ t— ): 2 T 2

A=t Py, TR, ‘2('11'2.4_""1.3)
v ng, LW LW ’
X n ctg nn,l s, cig iy, Tt
1,3 i2,4
!2 4+W - 11 3+w :‘
p) 3 :
'nn tz,4 i 11.3

Analizujac wzory na pierwiastki Ry, (k =1, 2, 3, 4) okreslone wzorem (4.7),
latwo zauwazyC, z¢ n; = —n, Oraz m, = —n;,.

Z budowy wzoru (4 54) wymka se jest to funkcja parzysta ze wzgledu
na ny, co powoduje, ze istnieje dowolnosé¢ w wyborze pierwiastkéw z par
i i 1
; 3\?‘Jylo;r“zystujzu: zwiazki (4.7) oraz tozsamo$é trygonometryczna w dziedzinie’
zmiennej zespolonej

‘ , sin2xFjsh2y . e
(4'5_5) dg (x+jy) ch 2y—cos 2x J _ ’

sume szeregu (4.47) okredli¢ mozemy przez nastgpujacy wzor:

2 |
Y 4n 1 & 2 oyt tw,

456 3 0 = | — =
( ) ngg ZZS p; nzj Pas izl ngl (nZ_n2i1’3) (nz'"nziz,,;)
J

j=o0
oy . 2mB witn s ”
Wi Y L nf; R VTN 2may
2 B Vo2 B i
R w; n v v
~p Z’i T + 2y, ' Ima; 2P, ’
28 i= ¢ .1 i Ch i cos i 7
o v v
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gdzie.
a4+ p?

nE N
Postepujac podobnie dla przypadku wymuszenia impulsami naprzemien-
nymi oraz wykorzystujac dodatkowo rozklad (4.41), poprawny takze dla
“argumentu zespolonego,. otrzymamy nast@pquce Wyrazenic na sume szeregu
(4.48):

1—(—1¥" . 7 . .
s i [1—( )]j;() q; 1 3 & (0 n+w)[1—(=1)1] _
n=1 zi 2 p2s i=1 n=1 (n —'nlj 3) (n _nt:,_ 4)
pin
j=0 .
h P nﬁi
_ 1 Zs: _Ic__ v v —W; +U 'YI ﬂ!
e 2nf;
Pasi=1 Yi Ch 2““1 —COS ﬂ‘-ﬁl 2 ﬁl_ v
v V v
Wi'.{"'vi?t sh i
2 Oy v

5. PRZYKLAD .

W celu zilustrowania metody przeanalizowane zostanie zagadnienie drgan
ustalonych ukladu nietiumionego o dwéch stopniach swobody, wymuszonego
ciagiem impulsdéw jednostronnych. Schemat ukladu przedstawiony jest na
rys. 3, gdzie zaznaczono jego parametry oraz osie wspohrzqdnych

Rownanie (3 1) ma teraz postaé '

e Mi +Kx = F,, _ '
gdzie o ' ' .
_fm 0 A kitka, —k, - Xy | - NS, @)
M= [0 mz:l, K."‘_ [_kz s ke *= X3 | Fr= 0 |
Uwzg]edmajac rozktad (4.13), mamy
(23 0

b_= s cC =
a == 0 0

-




O PEWNET METODZIE ANALIZY DYSKRETNYCH UKLADGW MECHANICZNYCH

o 4 ﬁ";"(f)
k1 ke
LON pdVAVAVVAVE BB
/I, IS
' b= P
X Xz

Rys. 3

Rownanie (4.23) dostarcza nam n:isté;pﬁjqcych zwiazkéw

det [K—n? v M] = n* v* my my—n® v2 [my ky+my (ke +k,)] + k4 ky =

131

2
= M(nz)z Z Py nz'ia

I

: a2 2
A I — [_k? Y mz}__s_

1
T M) M (n?) ky |'T

Wektor stanu poczatkowego okreslony jest wzorem (4.28), przy czym

Bezwyr_r;iarowe czestoscl wlasne ukl_z_ic;iﬁ-'sa_g,_‘na.steﬁiijacce:

‘ ' 1
5o L[ L[ kitks 2$\/ RN SR A |
’ v (2 Hly my my m, mq My
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Wykorzystujac otrzymane zwiazki, znajdziemy za pomoca (4.38) sumy
szeregow wystepujacych w (4.28):

' . _ ctg
© L) 28 = 1 |
Lalm) e )R e S S
:Z'l M (n?) 2y mymy (03— o) (ka1 ;) ©q
C{‘g Ty k
—(ky—o3m LA S },
(s =3 ma) 7 } 2my my 0} w3

Ct nwl ci nmz
$ Ll 25 ) K, T T
S ME) T 2y mymg (05— o) wy @,

ky
2m; m; w7 w3 |

Uwzgledniajac dodatkowo zwiazek @? w2 = k; ky/m; m,, otrzymamy nastepu-
jaca posta¢ wektora stanu poczatkowego:

-5
2my
0
S ctg _m:l ctg —2
U, 07)= ) (ky—0F my) —————(ky—w3m ﬁ—v]
07) Yy iy (@7 — ) [( 2= @7 1ity) o (ks — w3 my) — . .
L omy -, Ty
ct ct
Sk, [ 8 v & v ]
2m, m, (03— 0?) o3} o)

Wektor ten uwzglednia warunki pocza;rkowe zapewniajace okresowosc ruchu.
Pod dzialaniem sity 1mpuisowej wzroénie tylko pochodna x4y 0 S/my,
tworzac z pozostalymi elementami wektor Uy (0). Drgania ustalone beda -
okreslone catkg ogélna réwnania jednorodnego z warunkaml poczqtkowyml
okreslonymi wektorem Uy (0%).

Nalezy na koniec zaznaczyc, 7e wektor stanu poczqtkowego wyznaczony -
zostal w zasadzie bez znajomoéci rozwigzania réwnania ruchu lecz na
podstawie wlasnosci ukladu i wymuszenia.
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6. WNIOSKI KONCOWE

Postugiwanie si¢ metoda zmodyfikowana przy wyznaczaniu wektora stanu
poczatkowego zapewniajacego okresowo$¢ ruchu jest efektywne i szybkie.
Idea tej metody opiera si¢ zasadniczo na zagadnieniu znajdowania sum
nieskonczonych szeregéw okreslajacych elementy tego wektora. Wyprowadze-
nie ogdlnych wzoré6w powoduje, ze metoda ta jest skutecznym narz¢dziem
analizy drgan ukladoWw 1mpulsowych szczegOlnie zas w przypadku wigkszej
liczby stopni swobody.

Zaleta tej metody jest roOwniez mozliwo$¢ wyznaczania wektora stanu
poczatkowego w sposdb przyblizony w przypadku, gdy nie znamy wartosci
pierwiastkow rownania charakterystycznego. Potrzebna jest tylko wtedy
znajomo$¢ budowy- szeregow, ktorych sumy mozna oszacowaé na drodze
numerycznej. W obliczeniach numerycznych ogranicza si¢ szeregi do skonczo-
nej liczby  wyrazéw, zwracajac uwag¢ by objety byl obszar wyanaczony
przez bezwymiarowe . czesto$ci wlasne ukladu. Struktura szeregéw, chara-
kteryzujaca si¢ tym, Zze stopien licznika jest co najmniej. o dwa mniejszy
od stopnia mianownika co powoduje, Ze szereg ten jest zbiezny, a sumd
szeregu skornczonego dobrze przybliza warto$¢ Scisla. [ :
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PE3ioME

OF OJHOM METOJE AHAJM3A JUCKPETHBIX MEXAHMYECKMX CHCTEM
HO]IBEPI" HYTBIX JEVICTBUIO KFATKOBPEMEHHbIX HEPI/IOIII/I‘-IECKI/IX UM-
I1YJ16COB

B pa6ore IpencTaBiieH METOJ CHYXAIUMil ONPEAC]CHMIO BEKTOpPA HARYAJIBHOTO COCTOSHHS
cuCTeMbl, o0ecneunBaroOIlleTo NMEPUOAMYECKOE IBIKEHHE HMHYJBCHEIX CHCTEM C KOHEYHBIM
YECHOM CcreneHuellt cBobozml. DTOT MeTOA 3aKioMacTCs B IEPEXome ®3 peitieHus Pypoe
B pewreHWe B 3aMKHYTOH ¢opme, u3beras TpyZHOCTEH CBS3aHHHIX C PELIEHHEM CHCTEMBL
ypaBHEHMH, NOJyYeHHBIX M3 YCIOBHA CIIMTASA pewleHuil. B paboTe omnpencieHnl BbipaXeHHES
OINMCHIBAIOIIME BEXTOP HAYAJIbHOTO COCTOSHMA CHCTEMBI VIS HE3aTyXaloOIMMX M 3aTyXaioILmX
CHCTeM, a Takxe GopMyJib H300paxkaioige CYMMbI PSLOB OfIpe/ILiisliOIIAX HCKOMBIe HavyalbHble
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YCIIOBHA. YKazaHa TOXe BOIMONMOCTL HCHONB3IOBAHHS JTOTO METOAAa B Ka4cCTBS l]pHGJ'lH-
AHCHHOTO METONA B CAYYaS, KOUHA HCH3BCCTHM KODHW XAPAKTECPMCTHUHCCKOTO YDPABHCHHA. Me-
TOH URNOCTpHAPYeTCA CP[C‘I‘BMOI([ Cc J],ByMS( CTeNEeHAMH CBOGO,E[LI IIOI[BEpl"H‘yTOH BO3NICHCTBHIO
MTHOBEHHEIX FMIOYILECOB.

SUMMARY

ON A METHOD OF-ANALYSIS OF DISCRETE MECHANICAL SYSTEMS SUBJECTED
TO PERIODIC PULSE LOADS

Thé method is uséd to determine the initial stat¢ vector which secures the periodicity
of motion of pulse systems of a finite number of degrees of freedom. The method consists :
in passing from a Fourier solution to a closed-form.»solution what. makes it possible -
to-avoid the necessity of satisfying the continuity conditions. Formulae are derived for. the
initial state vector of damped and undamped systems and for the sums of infinite series’
determining the initial conditions. The method may also be applied to approximate analysis
wheii the foots of the characteristic equations are unknown. As an example a system’ with
two degrees of freedom excited by unilatérat instantaneous pulses is presented.

POLITECHNIKA KRAKOWSKA
INSTYTUT MECHANIK] 1 PODSTAW KONSTRUKCIH MASZYN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 6 czerwca 1984 v






