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OPTYMALIZACJA POL TERMICZNYCI—I W TARCZACH

BOLESLAW MOKRSKI (GLIWICE)

Celem pracy jest przedstawienie kryteridw i warunkéw optymalizacii pol termicznych
w. tarczach sprezystych. Rozwiazane sa takZe przyklady numeryczne na podstawie algorytmow
zadania programowania nieliniowego.

1. WPROWADZENIE

W procesie nagrzewania dzwigarow powierzchniowych czgsto narzucamy
pewne warunki na pola temperatury wystgpujace w obszarze zajmowanym
przez oérodek; np. Zzadamy, aby na brzegu temperatura byla okreflona
lub tez przyjmujemy, ze¢ w pewnym punkcie jest ona maksymalna. Powyzsze
warunki nie okredlaja jednak w sposéb jednoznaczny przebiegu konkretnego
procesu nagrzewania. W zaleznodci od sposobu nagrzewania mozemy uzyskac
rézne rozklady naprezen, a w przypadkach termostatecznosci — rézne wiel-
kosci temperatury krytycznej.

Przykladowo rozpatrzmy (rys. 1) dwa przypadki nagrzewania polami
temperatury tarczy kolowej:

Tl (r) = TO [1_(%\)2]7 TE[O, R:l:
(1.1 _ . o
¥ .
T2 (1‘)= TO [1"‘(‘1?):| N TE[O, R:I.

Pola temperatury okreslone przez (l.i) spetniaja warunki

(1.2) L{O=T0="7 TTR=LRER=0

Wykresy naprezen radialnych i obwodowych dla pdl termicznych okreslonych
przez (1.1) przytoczono na rys. 2; natomiast wielkosci temperatur krytycznych
zestawiono w tablicy 1. Przez h oznaczono grubos$¢ tarczy, a przez R
promieti tarczy: E,«; oznaczaja kolejno modul Younga i wspolczynnik - .
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Tablica 1
: . Najwiqkszé _
Temperatura naprezenie zredukowane
Funkcja : ' kryfyczna . wg hipotezy H-M-H
pola — Tir max & red
temperatury E . rel0, R]
’ ' [\ 80 (h S| Euy T,
i =T |1-|=] i S 7 )
10 "[ (R)] 9 (1-v) R) a 5
r\ PR 4. AN? 1 - C T Eap T
=T|1-|—= —— =] — —
no [ (R) i (R) *r ~ 3

rozszerzalnoscl termicznej. Przy rozwiazaniu powyisiego zadania korzystano
ze znanych w teorii spreZystoici wzoréw dla osiowosymetrycznego stanu
naprezenia [11]. oraz przyjeto warunki brzegowe odpowiadajace tarczy
przegubowo podpartej na brzegu r = R:

dF 1 dF
1.3 _ = 0, — — 0,
(13 dr rodr

r=0 . r=R
gdzie F oznacza funkcje naprezen Airy’ego.

- Na rys. "2 przyjeto, ze polom temperatury T; i TZ odpowmdajq pola
naprezen kolejno oznaczone przez wprowadzenie indeksow 11 2. Z tablicy 1
wynika, Zze dla pola T, (r) temperatura krytyczna jest wicksza niz dla pola
T, (r); natomiast najwigksze napreZzenia zredukowane wyznaczoné na pod-
stawie hipotezy H-M-H sa mnigjsze w przypadku wystepowania pola T, (r)
od tych naprezen, wywolanych polami T (7). Analiza powyzszego przykladu
prowadzi nas do postawienia nastgpujacego problemu: czy nie mozna
zrealizowal nagrzewania dzwigardéw powierzchniowych w sposdb optymalny .
(w sensie przyjgtego przez nas dalej kryterinm) tak, -aby i) pole temperatury
spelniato warunki, narzucone przez konkretny proces technologiczny; ii) na-
prezenia zredukowane byly mniejsze od dopuszezalnych; iii) temperatura
krytyczna byla wigksza od maksymalnej temperatury nagrzewania?

Zagadnieniem tak sformulowanym zajmowaé sie bedziemy w mme]szc]
pracy. Przedstawimy dalej kryteria i warunki optymalizacji; podamy takZe
przykiady numeryczne rozwiazan konkretnych zadan, stosujac do rozwigzania
problemu algorytmy zadania programowania nieliniowego. Omowxone po-
wyzej zagadnienia moga znale?é zastosowanic np. w technologii spawania,
Lokalna obrébka cieplna spoiny jest jedna z metod zmniejszania naprezefi
i odksztalcen rzeczywistych (pozostalych po ostygnigciu konstrukcji spawanej).

Obszerny przeglad publikacji dotyczacych poruszanych tutaj probleméw
jest przedstawiony w monografii [10]. W problemach rozpatrywanych
w [10] nie uwzglednia si¢ ograniczen, wynikajacych z warunku utraty
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statecznosci, a czgsto pomija si¢ rowniez ograniczenia typu naprezeniowego.
Takie podejscie, oczywicie, ulatwia obliczenia, jednak bez podania obszaru
dopuszczalnosci rozwigzah — nie jest ono w pelni uzasadnione. W [10]
zaklada si¢ mozliwo$¢ wprowadzenia na powierzchniach dzwigaréw dowolnie
rozlozonych zrodet ciepla, co nie zawsze jest mozliwe i optacalne z technicz-
nego punktu widzenia. W [3] analizowano zagadnienie spr¢Zzenia termicznego
na przykiadzie kolowosymetrycznej tarczy wirujace). W szezegdlnodci wprowa-
dzono dodatkowe ograniczenie dowolnodci p6l temperatur do takich, ktdre
moga byé wywolane przez irodla ciepla przylozone jedynie do brzegu.
wewnetrznego otworu tarczy, W pracach autora [6 i 7] rozpatrzono
optymalizaci¢ pdl temperatury w powlokach walcowych, przyjmujac jako
kryteria optymalizacji — czas nagrzewania [6] lub minimalne odchylenie od
zadanej temperatury [7]. W pracach autora [8 i 9] stosowano metode
Powella zmodyfikowanej funkgji kary do rozwigzania problemu optymalizacii
pol termicznych w powlokach sferycznych. Obszerny przeglad algorytmow
zadania programowania nieliniowego znajduje sig w pracach [1, 2 i41

2. ROWNANIA PROBLEMU

Wystgpujace w réwnaniach problemu funkcje beda bezwymiarowe: takie
podejscie ulatwia obhczema numeryczne. _

Stan termosprezysty kolowej tarczy, przegubowo podpartej na brzegu,
znajdujacej si¢ w osiowo-symetrycznym polu temperatury, okresla nastepujace
zadanie brzegowe:

S R= . re0.,
2.1) . .
- dF | _ 1 dF _(‘)_ "
dr =0 T A |,

gdzie F = F/(Eh?) oznacza bezwymlarowa funkcje naprezen Alry ego, r=g/R,
00, R); V2 ()=~ 2 ( ALY .)); P=ar To R, & T0=Tof ()
rodr dr
pole temperatiry.”
Rozwiazujac problem (2.1), a nastgpnie korzystajac ze znanych zw:azkow
laczqcych napr@zema z funkc;a, Alry ego uzyskijemy

22 o) masz (x) xd‘x'—%sz(x)'}'cdx],
_ e 0 o 0 _
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[cd.]

(2-2) | Oy (r):_-y I:Jf (x) xdx+—r£2— Jf (x) xdx—f (r)], re(0,1),
: ‘ 0

gdzie g, = %(R/h)2 oznacza bezwymiarowe naprqieru'e radialne oraz Gp=

O'
= #{R/h)z bezwyrruarowe napr@zeme obwodowe.

'W celu okreslenia wielkosci temperatury krytycznej, korzystamy z nie-
liniowych réwnan teorii plyt [117:

dw df
(V= - —| -
(V F) (dr) g
1 d ., 1 dw dF
) Ba- & T w e 0D
wl v aF LaF oy
b 7 drle—e o drher

Na podstawic réownan (23) w pracy [11] uzyskano przyblizona wartoéé
temperatury krytycznej

8 hy 11 |
24) T, = 9 (1—v2) (i) or B

W réwnaniu (2.4) przyjgto nastgpujace oznaczenia:

B = w*_i— K (1)+ 16 j"K ") (1 =+ rdr,
(25 B 0
K@= f(x)xdx.
b

3. SFORMULOWANIE PROBLEMU OPTYMALIZACI
W pracy przyimowaé bedziemy. nizej podane kryteria, na podstawie
ktérych formutowane beda funkcje celu:
 a) Minimalizacja energii sprezystej [10]
. 1 :
(3.1) , Ve=x§ (67 +0%—2va, 0,) rdr,
3 .

gdzie V= VRZ/(ER®) jest bezwymiarowa energia sprezysta tarczy. Po wy-
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korzystanin zwigzkOéw (2.2) w réwnaniu (3.1) energia bedzie funkcjonalem
okreflonym na przestrzeni funkcyjnej, ktérej elementami beda funkcje pola
temperatury.

b} Minimalizacja odchylema kwadratowego Nlech narzucony bedzie
rozklad temperatury T (r)

(3.2) T =Togw, re@,1),

ktory nic musi speinia¢ wszystkich ograniczett. W tym zagadnieniu, w tarczy,
nalezy uzyskal pole temperatury T ()= T, f (), najblizsze zadanemu (3.2)
przy speinieniu wszystkich ograniczef. Jest to przypadek, -gdy funkcja celu
przyimuje postaé

33) J(f)=§ [g () —f () rdr.

Optymalizacja sprowadza sig do okreflenia pola temperatury T (r) =
=T, f () z warunku minimum energii (3.1) lub minimum funkcjonatu (3.3)
przy spelnieniu nastgpujgcych ograniczen:

1} Na pole naprezen

(34) _ S[](.;ll::] \/[O-r(r)]z + [O'q, (r):[Z — Gy (i') a(a (I") g.qdop .

ii) Na pole temperatury
(3.5) a (M) <yy, N=1.,K

Przy rozwiazywaniu poszczegdlnych zadan dotyczacych nagrzewania tarcz
nie ma zazwyczaj mozliwosci wprowadzenia dowolnych pol temperatury.
NaleZy przeto wprowadzi¢ pewne ograniczenia wynikajace np. z analizy
proceséw technologicznych realizowanych w konkretnym procesie nagrzewa-
nia. Ograniczenia tego typu napisaliémy symbolicznie w postaci nierownosci
(3.5).

iii) Na temperature krytyczna

(3.6} : Lo 2 To
lub w réwnowaznej postaci

d
3.7 ~ B<—,
3.7) T
gdzie

g8 _(nY.L
T 9(1—-v)\R/ «’

a funkcja B okre$lona jest rownaniem (2.5).
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4, METODA ROZWIAZANIA

Funkcje T (r), okreslajaca poszukiwany rozklad pola temperatury w tarczy, -
aproksymowa¢ bedziemy nastepujacymi funkcjami:

@.1) T (1)~ T‘"’ Z X @, (r),

gdzie x® (i=0,1,..,n) sa poszukiwanymi wspotczynnikami rozwmlgma
w bazie w1e10rman0w e (ry. .

Wstawiajac (4.1) do (22) vzyskujemy

o=y Y, "G (),
(4.2) =0,

o=y Y K H ), re@, ),

gdzie posta¢ wiclomiandéw G, (r), H;(r) (i=0,..,n) zalezy od przyjetego
zbioru @; (1) (i=0,..,n). W szczegblnym przypadku dla

(4.3) O, =00-rr, i : 0,..,n

wielomiany H; (¥) oraz G; (r) przyjmuja postaé

G(l")"*' 2 'ri N .rl'+2
4.4) TR 49 (42 (e
B e —— 2 GED G

(+2) i+4)  +2) " Gxa "
- Wstawiajac (4.1) do (2.5), (3.1) 1 (3.3) uzyskujemy

V(ﬂ)_a_]_z a x(ﬂ)+z Z a x(n) x(n)
) i=0 j=0

@.5) Im=bt z Bix4 Y3 byxd® X,

i=0 j=0

B =c+ z e; X7,
i=0
Nie przytaczamy wartosci wspolczynnikow a, b, c, a;, by, ¢, a3, by (i, j =
=0, .., n); mozna je bowiem latwo uzyskaé przez wykonanie odpowiedniego
calkowania. W przypadku gdy calki obliczamy numerycznie (jest to wigczone
do programu obliczen) posta¢ jawna tych wspdlczynnikow nie jest konieczna.
W ten sposdéb korzystajac z aproksymacyi (4.1) w (3.1)-(3.7), sprowadzamy
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zagadnienie do nastepujacego zadania programowania nieliniowego:

Znale#’ _
(46) minfy (x),  x = (), X, .., xe R"
przy Ograniczeﬁiach ' - - :
@7 <0, j=1,.,M,

=0, j=M+1,. . M+K,

gdzie wspélrz¢dnymi wektora x sa poszukiwane wartosci rozwiniecia (4.1).
Jo 1 f; oznaczajg kolejno funkcje celu i ograniczenia otrzymane po pod-
stawieniu do (3.1)3.7) szeregu (4.1). ‘

Istnieje szereg metod rozwiazania zadan (4.4)-(4.5) [L, 21 4] W celu
humerycznego rozwigzania sformulowanego problemu opracowano program
na maszyng cyfrowa ODRA 1305, wykorzystujacy algorytm metody funkcji
kary. Zadania poszukiwania minimum bezwarunkowego, do ktérego sprowa-
dza si¢ metoda funkgi kary, rozwiazano stosyjac a) algorytm Powella
lub b) algorytm Broydena-Fletchera-Shanno. Algorytm Powella [1] zaliczany
jest do metod bezgradientowych, natomiast algorytm Broydena-Fletchera-
Shanno [5] jest zmodyfikowana wersja metody Newtona. '

5. PRZYKEADY LICZBOWE

Stosujac metode przedstawiona w p. 4 rozpatrzymy proces optymalizacji
pél temperatury w tarczy kolowej, przegubowo podpariej na brzegu,
Whasnosci materiatu, z ktérego wykonano tarczg okreslaja nastepujace dane:
wspdlczynnik termicznej rozszerzalnosci liniowej o = 1,4-107° [%} modut

Younga E=2-10°] - - , liczba Poissona v = 0, 3, naprezenie dopuszczal-

ne 6, =150 [MN/m?]. Jako kryterium optymalizacji przyjeto zaréwno
funkgonat (3.1) jak i funkcjonal (3.3). Rozpatrzymy nastgpujace przypadki:

ZADANEE 1. jako kryterium optymalizacji przyjmujemy funkcjonal (3.1).
Ograniczenia okreslaja warunki (i) 1 (i) (por. p. 3) oraz nastgpujace
warunki na pole temperatury: -

(5.1) TO=T, TO=0, 0STH<T, re,1l)

Za wiclomiany bazowe przyjmujemy  (4.3).

ZADANEE 2, Jako kryterium. optymalizacji :przyjmujemy funkcjonat ‘(3..3),
gdzie g (r) = (1—r2). Ograniczenia sg te same co w zadaniu, 1. :
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ZADANE 3. Poszukujemy minimum funkcjonai_u (3.3), gdzie

-3 —) +2 = s O0=r<gr,, r (0, 1),
(52 g)= "o) o 0 Toc0,1)

0 N o L£rs 1
przy ograniczeniach (i) i (iii) (por. p. 3) oraz

art

63) TO=T, T)=0, A |y,

=0, T{@E=0dlar<r<li.-
‘Wprowadzenic ograniczen (5.3) moze wynika¢ ze wzgledéw technologicz-
nych, zakiadajacych przylozenie srédet ciepla -jedynic do okre$lonych pod-
obszaréw tarczy.

Przyjmujemy nastepujace funkcje bazowe:

(5.4) O ()= [1—3 '("’)2+2 (—"—)3] (i)i, =0, 1,..n.
: Fo Fo Fa _ _

W tablicach 2 i 3 zestawiono wartosci funkcji ‘celu, maksymalnego napreze-
nia zredukowanego, wspotczynnikow poszukiwanego pola temperatury, tem-
peratury krytycznej w zaleznodci od przyjetego kryterium, temperatury T,
1 ilorazu h/R. Do obliczefi zastosowano algorytm Powella. -

17y
o |

%60 ——1—

14g
120 A“

1090

o\

&0 \\ o

40 Pt \

20

g 0z u a6 g8 0 o
Rys. 3

Przypadek V (por. tablice 2) analizowano réwniez stosujac algorytm
Broydena-Fletchera-Shanno. W tym przypadku uzyskano nastepujace wyniki:
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P =10, xP=-366 xP =466,
max o, = 3,33, V=0,584-1072 [nay T;, (h/R)*]2.

Na rysunkach 3-6 podano wykresy optymalnego pola temperatury i napr¢zen
dla przypadku V (rys. 3 i 4) oraz VII (rys. 5 i 6) (por. tablice 3).

i
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6,54

a at gz 03 04 o 10 "
-10 / :
—20
B // Gp
0 :

Rys. 6

Anahzugqc wyniki zestawmne W tabhcach 2 i 3 wyciagamy nastgpujace
wnioski:

a) Wielkosci wspolczynmkow x{™ (dla n>4,i> 4) nie majq istotnego
wplywu na wartoéci funkgji celu.

b) Zadanie 1. Punkt realizujacy minimum funkcji celu moze nalezed
do wnetrza obszaru dopuszczalnego (pof. np. tablice 2, przyp. I) jak
i znajdowaé sie¢ na brzegu (por. np. tablicg 3, przyp. V).

c) Zadanie 2. Poniewaz funkcja ¢ (r) nie spelnia wszystkich ograniczen,
rozwigzanie optymalne przeto nalezy do brzegu obszaru dopuszczalnego.
Ograniczeniami aktywnymi moga by¢ napreZzenia dopuszczalne lub warunek
na temperature krytyczna. O tym decyduje, przy danej temperaturze T,
wielkod¢ ilorazu grubosci tarczy do promienia.
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PE3OME

ONMTUMH3ALINS TEPMUUECKHUX IIOJEA B JNCKAX
Ilensto paGOTH #BIAETCA IPESACTABICHHAS KPUTEPHER M YCIOBHH OTIMMHIAUMM TEPMHE-

YECKHX TOJIEH B YAPYTHX IMCKaX. PelIcHBI TaxKe YHCICHHBE IPHMEDEL HA OCHOBS ANTOPHTMOB
3afaqy HEARHEHHOTC mPOTrPAMMEPOBARMS.

SUMMARY

OPTIMIZATION OF THE TEMPERATURE FIELDS IN DISCS

The paper is aimed at presenting the criteria and conditions of optimization of thermal -
fields in plane stress problems of elasticity. Admissible stresses and critical temperature are
assumed as the optimization constraints. The problem is solved by means of the Powell
algorithm.
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