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'LEPKOSPREZYSTY ELEMENT CZASOPRZESTRZENNY *

ADAM PODHORECKI I ANNA PODHORECKA (BYDGOSZCZ)

Podano sposéb modelowania oérodka lepkosprefystego w metodzie czasoprzestrzennych
elementow skoficzonych. Praca zawiera ogdlny algoryim budowy macierzy sztywnosci elementu
czasoprzesirzennego dla dowolnego stanu naprgZenia. Podany algorytm charakteryzuje sig
znaczng prostota zachowujac walory klasycznej metody elementdéw skoficzonych.

1. WsTEP

W pracach KACZKOWSKIEGO {1 2 i 3] przedstawmne zostaly podstawy
metody elementéw czasoprzestrzennych (MECZ). Publikowane prace ilustro-
waly praktyczna przydatno$C tej metody (drgania preta i struny). Analizowano
tez wplyw ttumienia zewnetrznego typu lepkiego przy drganiach podtuznych
preta [4] oraz tumicnia wewnetrznego wedtug modelu Kelvina-Voigta [3].

Tlumienie wewnetrzne (materiatlowe) w metodzie elementow skonczonych
(MES) i innych metodach numerycznych opisuje sig g}owme lepkOSperystym
modelem Kelvina-Voigta. Model ten nie w pelni opisuje lepkosprezyste
whadciwosci cial rzeczywistych, w zwiazku z czym zachodzi potrzeba tworzenia
bardziej zlozonych modeli. W liniowej lepkosprezystosci rozrozniamy nastgpu-
jace modele [5]: Hooke’a (rys. la), Kelvina-Voigta (rys. 1b), Maxwella {rys. fc),
Zenera I-go i I-go rodzaju (cys. 1d, ¢} oraz Biirgersa (rys. f). -

2. ROWNANIA STANU
Uogblnione prawo Hooke’a mozna napisa¢ w formie dewiatorowej [6]:

(2.1) Sip =20y, O = 3K3kk',

. *) Praca wykonana w’ramach problemu resortowego RI-21 MNSzWiT, koordynowanego
przez Politechnike Warszawska . - .
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gdzie

1

55;=0 1 o0 | ‘
ij= Oy~ ij Ok» s __ g
(22) ’ Oy = el

P l0 dla i#j.

Yig = Bij_? 8ij et

Tensory ;5 i yu 4 kolejno dewiatorami sfanu naprezenia i odksztalcema
ngrqzema powoduja jedynic zmiang postaci, a $rednia warto$¢ naprezen

1
normalnych (ao =3 O ) — zmiang objetosci. W rownaniach (2.1) wystepuja
A}

dwie stale materialowe, modul odksztalcenia postaciowego u i modul
§cishiwosct K:
ey K= g
2(1+v) 3(1-2v) "
gdzie E oznacza modul Yunga, a v — wspotczynnik Poissona.

W spos6b analogiczny do wzordw (2.1) mozna przedstawié¢ ogblne zwiazki

migdzy stanem naprezenia i odksztalcenia dla ofrodka lepkosprezystego
[5, 6]:

23 ==

Py (D) 5y (%, = P2 (D) 3y (. 1),

0

Pa (D) a1 (x, 1) = Py (D) £ (X £, D“ a5

gdzxe P (D) sa liniowymi operatoraxm rozniczkowymi wzglf;dem czasu t.

Roéwnania (2.4) mozna napisaé w postaci rozwnn@te] z wykorzystamem
rachunku wskazmkowego [5i 6]

) P,(D)P, (D) 6y = P3 (D) P (D) su+

0i; [Py (D) P4 (D) P, (D) Ps (D)] Egrs

lub rachunku maaerzowego

26) P {(D)P; (D)o, =E*&,,
_gdzie |
e E=LROPOLtPOPOL,

jest macierza lepkosprezystosci. Opisy macierzy L, i L, oraz 6, i &, zaleza
od anahzowanego stanu naprezenia i odksztalcenia np. dla przestrzennego
stanu naprezenia mamy ‘
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(13131 © T o2i-1i-1
1:1:d ~1: 2:-1
Co i g S| —1i-1i 2i i
(2_8) L1=‘...g...;-._,é-..s.-.é.. ' L2=? ..... E ...... g ..... E...é...;..,
I ' M 335 :
P 3
BERES i I D3,

6, = col {0'11,0'22,0'33,0'1» 0'13,0'23},
g, = col {g1, &2, 533=812,513n323}

Zaklada]ac 7e przy “wszechstronnym rozciaganin lub $ciskaniu orodek
lepkospr@zysty zachowuje sig tak samo Jak cialo spr@zyste otrzymamy
niezmienione réwnanie (2.1);:

(29) P,(D)=1, P,(D)=3K.

Operatory rozniczkowe Py (D) i P,(D) w tym przypadku opisuje  si¢
analogicznie do Jednoosmwego stanu naprezenia (rys. 1); zawiera je tablica 1.

Mozina tez przyjmowac inne zalozemia [5 i 6] np., Ze wspolczynnik
Poissona v jest staly i nie zalezy od czasu lub ze cialo lepkosprezyste
ma wihasciwos¢ niescidliwosci (wtedy Py = 0).

Tablica 1 -
'lNazwa : - :
modeln | P, (D) : B (D) | Oznaczenia
Hooke’a 1 ‘ 24 ‘ A, = KN
. . H
| . ay : L3
Kélvina-Voigta | : 1 . 124, (1+11 é) - b= —
] ot B
| Maxwella | 1+24 i | i;& —_:‘ =2
] . ‘ 2o B ¥ ,z,uz &t 3 ? Ha
1 Zenera | d ?Y | "2 \
; A — 20 e Ag=—
I-go rodzaju 1415 6, ot ' HMI(H-'13 a? 4 H f
| Zenera d (@ PN m 1
. I {Ap A — . — A — ] A= —
1l-go rodzaju. | +ia+13) dt | e “z(ar g P .
P (A é ' T Ha .
1 A dy=—"—
1 +(62+ ) 6£+ ] AN mta
Biirgersa | 2 pa { s —5 | |
; ‘ ! & : .0t )l - b
+ 44 As w - - ? 20 of (5



6 ADAM PODHORECKI I ANNA PODHORECKA

. o .
¢ Eq b ¢ M Ez d ) —
f--’VI.M—* ——AaW— Wi E,
82

e ¢ 03
3] _ Eq 2 i
. —4 B — '—AMN_“E‘_" B3

Rys. 1

3. ROWNANIE CZTEROPRACY WIRTUALNEJ

Rozpatrzmy ciato lepkosprezyste, poddane dziataniu sit zewngtrznych
p; (x, t} zmieniajacych si¢ w czasie. Pod wplywem tych przyczyn utworzy sig
w ciele pole przemieszczeni u;(X,t) i zwiazane z nim pole odksztalcen
&; (X, t) oraz naprezen -ai'j (x,¢). Rownania ruchu nie zaleza od wlasnosci
mechanicznych materiatu [5 1 6]: ' o

(3.1) O'U!J—}-Xlugﬁ,-: 0, XEV, t>0.
Waranki brzegowe maja charakter stafyczny i kinematyczny

(3.2) o (X, t_) n; .(X) = Iif (x,8), Xe8,,
} (X, t) = i (x, 1), XES,.
PowyZsze rownania mozna napiéaé w pOst:iéi 'maciefzb'\afej :
o +X—gi=0, xeV,
(3.3) | no,=p, X€S,,
| | | w=1i, xe5,.

Wymiary i opisy poszczegdlnych macierzy wystepujacych w zwigzkach (3.3)
zaleza od analizowanego stanu naprezenia. W przypadku przestrzennego -
stanu napreZenia mamy kolejno ‘ '

0 019
i axl axz ax3
S d a- o
3.4 T
G4 0. o, o1 o, |
o I
L ~ ax;; ;ax1 @xz_
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(3.4) n=limgioimi i

n = cos ¥ (3;xy),
X = col {Xy, X,, X3}, i'= col {p1, P25 P3}-
Pierwsze dwa rownania (3.3) p_omnéZmy obustronnie przez P, (D) P4 (D):
P, Pyl 6, +P, P, X—P, Pyoii=0, .

(3_5),.
P1P3n6x=P1P3p.

W celu wyprowadzenia rownania czteropracy wirtualnej, bryle o objgtosci
¥, obserwowancj w czasie od t; do f,, nadajemy wirtualne przemieszczenie
Su (x,#) =0 (x,t). Pomnbéimy réwnanie (3.5), przez @(x,t) i ten iloczyn
scatkujmy po obszarze ciala V oraz wzglegdem czasu. Brzegowy warunek
statyczny (3.5); takZze pomndimy przez u(x, t) i scatkuymy po powierzchni S,
oraz wzgledem czasu. Z calek tych utworzmy réwnanie

@-‘6) , Iw {{u’ [0F (P, P5 6,)+ Py Py X—P, Ps(gii)]dV—
| _jﬁT[P1P3(HGx)—P1P3p]dS}dt:O

Po zastosowaniu wzoru na obliczenie poch.t.)dnej iloczynu funkcji
37) Wl (P, Pyo)=0L[W (P, P6J] —& (P1 Pyoy), & =0.u

réwnanie (3.6) mozemy sprowadzi¢ do postaci

68) | ([ [Py Py X—Py Py (gi] dV+ [ OF [@" Py Pyaiv-
tw ¥ ¥V’ :

— [ € (P, Py ) dV— [ [P, Ps (ne))dS+ fa" (Py Py p)dS) dt=0.
v - 8, .

Po dokonaniu przeksztalcenia Gaussa—Ostrogradzkiegp [6] na drugiej calce
réwnania (3.8) ‘ a4 S
o .

(3.9) [0 [ (P, Py6,)]dV = | [P, P; (no,)]dS
Vv Se

oraz dobierajac dowolne wirtualne przemicszczenie @ W ten sposob, aby
warunki kinematyczne na powierzchni S, nie byly ‘naruszone, otrzymamy
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rownanie
(3.10) j {jiiT [P, P, X—P, P, (Qu)] v+ j (Py P3 p).dS—
—J'&EI (P, Pyo,)dV}dt=0

Drugi wyraz pierwszej catki (3.10) moze by¢ scalkowany przez czesel
wzgledem czasu: : .

(3.11) j‘ [w" [P, P, eii)] dvide = J[ Png(euk)—u PlPa(aul)]dV—
ua vV

[ i [P Py (0d)] dVt.
ti Vv .
W koncu uzyskujemy réwnanic

(3.12) . f[ P1P3(Q“:) “kpips(Q“k]dV+j {j- (Py P3 X)dV+

+I u" (P Py p)dS} dt = I f[ﬁ (Py Py 0,)— "TP1P3 (Qu)dth

4
Lewa sirong poOwWYZszego rownania interpretujemy jako ,pracg 1mpulsow
zewnetrznych wykonang na przemieszczeniach wirtualnych, natomiast strona
prawa wyraza ,prace impulséw” wewnetrznych wykonana na odksztalceniach
wirtualnych. - KAczkowskl takie rownanie nazywa rOwnaniem czieropracy
wirtualnej [2].

4. MACIERZ SZTYWNOSCI SKONCZONEGO ELEMENTU CZASOPRZESTRZENNEGO

Pole przemieszczen, odksztalceni i predkosci przemieszczen opisujemy
w spos6b charakterystyczny dla metody elementéw skoriczonych [7]

L (X, t) = N(X, t) ﬁe,

@1)  &=8u=0,Ns,=BS,
R :
_ ll——a?ll-——a?Nse=Nﬁe,

gdzie N jest macierzg ksztaltu zawierajaca funkcje czasoprzestrzenne, a 8
zawiera, przemieszczenia wezlowe SKECZ. :
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Do opisu naprezen wykorzystujemy rownanie stanu osrodka lepko-
sprezystego (2.6): _
42 : P Pyo . =E*g =E*Bj,. -
Nadajemy teraz skoﬁézoneinu elementowi czasoprzestrzennemu (SKECZ)
wirtualne przemieszezenia 8. Wirtualne przemieszczenia i odksztalcenia
mozna uzyskaé podstawiajac ich wirtualne przyrosty do wzoréow (4.1)

Rownanie czteropracy wirtualnej przyjmuje dla skofczonego elementu czaso-
przestrzennego o obszarze 2=V x t lub 2,=§, x t nastepujaca postaé [2]:

43) &TF +[fa" (P, P X ds2+[j al (P, P, p) dQ, =
2
-*ﬂ[ﬁ (P1P3"x) _TP1P3(Q“)]d9

Po wykorzystaniu zwia,zkéw (4.1) otrzymujemy znany wzor

(44) Fe = Ke se_Fg,
w ktoérym
@s K, = j { [BT E* B~NT (P, P, gN)] dQ

oznacza macierz sztywnosm SKECZ a

4.6) . | (A jj N7 (P1 P, X) d£2+jj NT (P P3 P) dQ

impulsy qulowe SKECZ od’ obcmzema ob]@toscmwego X i powierzchniowego
p. Macierz lepkosprezystosci E* okresla wzor (2.7). Jezeli obowiazywaé
bedzie zalozenie o sprezystym odksztalceniu objetosciowym (2.9), to na
podstawie” tablicy: 1, zawierajacej operatory P (D), mozemy inaczej wyrazié
wzory (4.5) i (4.6): :

@7 K, =[] {B" [(KL, +0; uLy) B-+(z KL, +a, uL,) B+
2

+(0€5 .K[Jl +os MLz) B] NT [N+0€4 N"‘ﬁs N]} dQ
Fi = [[ N"(X+a, X+oas X)dQ+[ [ N" (p+o, p+as p)d,,
(7 R X
przy ciym wspolczynniki o zawiera tablica 2. :
W przypadku zaloZenia, Ze osrodek ma jednakowe wlasnoséci lepko-

sprezyste przy odksztalceniu obj@tosmowym 1 postaciowym macierz sztywnosc1
SKECZ ma postac - -

@8 K,= || [¢, BT EB+u, BT EB+o, BT EB] dQ—
0

—{J IN" oN+a, N oN +a5 N” oNJ 4@,
2 N .
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Tablica 2
Nazwa .
modelu oy 03 U3 % s
1 Hooke’a 1
] Kelvina-Voigta 1 Ay :
| Maxwetla Az 1A
| Zenera i’ o
: 8, i
I-go rodzaju 0 N b A.:’ . I R
| Zenera ' - .
A+ A
Ti-go rodzaju A A2 ks 2t4s
j - 1 B
1 Biirgersa Ay Ay As 74—+J.5 Ag As
! : 2

gdzie E oznacza' macierz Spl'QZYStOSCl [7} Macierz F” okre§la wzor (4.6)
lub &.7),. :

5. FUNKCIE KSZTALTU SKECZ

Funkcje ksztaltu dla skoriczonego elementu czasoprzestrzennego dobiera
si¢ w sposob charakterystyczny dla MES [7]. Ze wzorow (4.7) lub (4.8)
wynika, ze zmienno§¢ funkcji ksztaltu wzgledem czasu musi byé réinego
stopnia w zaleznoéci od-przyjetego modelu lepkosprezystosci. 1 tak w przy-
padku modeli Hooke’a i Kelvina-Voigta wystarcza liniowa zmiennosé
wzgledem. czasu [1, 2, 3.i 4] Jezeli natomiast osrodek lepkosprezysty
opisujemy modelami Maxwella lub Zenera musza to. by¢ funkcije co naj-
muni¢j kwadratowe, a jezeli Jest to model czteroparametrowy (Biirgersa),
musza byé co najmniej. szedcienne. Ksztalt i liczha weztow SKECZ moga
byé dowolne (rys. 2).

" W przypadku réwnomierne dyskretyzac_]l po wspolrze;dnej czasowe]
(rys. 3) macierz ksztaltu N (x, t) mozemy rozdzieli¢ przy pomocy iloczynu’
ténsorowego macierzy ,,®” [3] na dwie macierze: jedna zaleZna wylacznie
od zmiennej ‘czasowej N, i druga zalezna od zmiennych przestrzennych N,:

51 NE, =N ®N,.

Formula (5.1) umozliwia rézniczkowanie wzgledem czasu macierzy ksztaitu N,.
Macierze sztywnosci mozna wigc napisa¢. w innej. postaci:

-dla przypadku jednakowych wlasnoséci lepkosprezystych przy odksztalcemu
ob}Qtosmowym i postaciowym (4.8): '

(52) K= J(a N N+a, N N,+a; N N)dt ® S, —
) |

—§ (NI N+, NF N, 40, NP ) de@ M,,
t X



\
LEPKOSPREZYSTY ELEMENT CZASOPRZESTRZENNY 11

d
- Rys 2
a Anglizowany obickt
o R
___.....j,-,__,..l._-___ ————— =
14 B B
______ P S g T ES w chwili i*
2 i
. =
ii+1 I
H
£

i R it S D N —— ZES w chwili i +17

Rys. 3
gdzie

(5.3) S, = [B; EB dV, M, = jN}Z oN, dV
oznaczaja kole_}no statyczng macierz sztywnosm i macierz bezwladnosci [3, 7];

dla przypadku wlasnosci sprezystych przy odksztalceniu objetosciowym
i lepkosprezystych przy odksztalceniu postaciowym (4.7):

(54) K,=[(NF N,+o, NTN,+as NTN)dt ® S0+
; : R
+§ (s NY N,+0; NF N+, NTN)dt® S,,—
t

—J ONT Nyt o, NT N, +a NP N) dt @ M,,
i
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gdzie

(5.5) So=K [BIL B, dV, S,=u[BlL,B.dV
. v ’ v

oznaczaja kolejno statyczne macierze sztywnosci objgtosciowej 1 postaciowéj.
Dla elementu czasoprzestrzennego przedstawionego na rysunku 3b macierz
ksztaltu N, opisana jest funkcjami kwadratowymi (rys. 4):

i1 [i-1),i i ilis1} 131 {ietli+2]) i+2
i2h 19n i 2h t=Th
5 19 1 - E
1 1h
. ' A ol :
NI 1 { 1
] ]
Y |
| | 1 !
P 18, 8 0
i ; I
' \ '
i+l i I
- ' i
s i 0
] ] ]
! i
| @) M.
] T ]
: SR
] AR § 1 a
LI 1
) t R 1
3
@ i
2h 1
-
t
{
1
2 .
h |
- ;
3 g -1
2hd >

! .
! Zh
1
|
.
N ¢
t
&i,i+1 t
Y
i he
1
1
| .
| 1
- I L
aied ' n?
N i

56 N
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Mozna z kolei obliczy¢ pochodne N,:

271
' d d B -
T .~ WNT - NT:___- _
N N e N T | T
21+1
(5.7) T+
d .. 1
Nl © NP =_—
hdt N B .

oraz scalkowaé ilociyny zalezne od inacierzy ksztaltu N,, ktére zawarte 5§
we wzorach (5.2) i (5.4):

4: 21 -1]
1 h ........... : -----
fNFNgdt= § NIN, hdt=—— 2:16: 21,
t -1 SR =T DN
—1: 2. 4
: __3: 4:-1
‘ 1 . 1 e ...... E
(NI N, dt = jN;‘“N,hdr:F —4: 0: 41,
t e . s
| 1:-47 3]
1 -2 ]
1 . Jreere- EEEE e
68 [NNd= [N Rhb= |4 -84
C -1 T
1 =201
7:-8: 1
. ) 1 ' 1 | I E ...... E
[NITN,dt= [N/ Nhde=—1 -8 16: -8/
; -1 6h i
S 180 7]
[ —1: 2i-1
.. 1 . 1 Teenns : ...... E ..... |
{NIN, dr = jN}"N,hdr:h—z | 0: 0: 0O
t . -1 e e
120 1]




14 ADAM PODHORECKIT I ANNA PODHORECKA

Przyjecie kwadratowych funkcji ksztaltu pozwala opisaé¢ osrodek lepko-
sprezysty nastgpujacymi modelami: Hooke’a, Kelvina-Voigta, Maxwella i Ze-
nera. Wykorzystujac wzory (5.8), macierzom sztywnosm SKECZ (5.2) i (5.4)
nadamy kolejno nastgpujace formy:

4t ) 2 2
-”s—'Of.]_h —2—&2'*'_3“]1_0'.3:?&1’1'*'-5-&% _3?;“3-
I PSRRI
e 2 2 16
FERME R R b= % |
1 1 1 32 2
_—15—C€1 h+ 6 a.2+—371“‘"t.13_-~§.0!1 h ?052‘. 3 Oy .
1 1 1 7 1 4 2
T % h ’g“z""ah—% BT e —374- A
2 2 4 4 3
5.9 = T alms — o BE
9) 5 Utz et g 6 08 3h 3h
4 1 1 1 1 4 2
—1?051 h‘l‘?mz"l’ﬁ&h a-i-h—zot‘,_ 3h “ﬁi*a4
S T |
Loh K24
4
B AS
P71
oh T h ™
At s L 2,2, 2.
15 17y Mg g Ty % g%
2 2 4 16 8
Ke= Fh 3 oc4+§?l-oc5 —I?h _3?;&5
L, 1 1 2.2 2
R R R TR T T
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TR R A TR 5 1Ty gy
Loy oy 4 RN B R 4
—15—h+ 3 OC4+"3WO€5 ®Seo+ TS-“al h_ 3 a;+“—371-*M3
4 1 1 1 1 1
: —F-h+—2—oc4+ﬁa5_ _-—Tsmoclh-’rFaz-i-ﬁ—a;:
69 2,02 2 i 1, 1 1
S T L e e T Ha T R A i
16 8 | 2 2 a4
b 15 G bt et g @S,
2 2 2 4 11
R R R S TR L R Rl
(7 1 io4 2 11
6h RT3 Mg M
4 : 8 § 4
3 2 3R T | eMe
1 1 .4 2 17 1

| 61 h_-‘*“‘*;_”"s"h__hz“‘* oh Tz

Magcierze S, i M, nie zaleza od modelu lepkospr@zystego Ustala sig¢ je
w sposob typowy dla klasycznej metody elementéw skonczonych, a wigc
dla przestrzennego elementu skoﬁczoncgo (ES).

Struktura macmrzy sztywnosci dlt przy]c—;:tego SKECZ Jak na rysunku 3b
jest nast@pujaca

| Ko Ko Ker
(5.10) ‘ : -Ke::j Kqﬂ:Kq‘I§Kgp-,

K-"“ qu Kz?

gdzie K2° (r (' s=a,p,q) jest podmac:lerzq macierzy K, zawierajaca wspol-
czynniki sztywnosci w chwili », ktére powstaja od jednostkowych prze-
mieszezen w chwili s. Wspolczynniki te obliczamy wprost ze wzordw (5.9). .

3
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Wymiary S, i M, a wigc i K¥ zaleza od liczby wezlow ES oraz od liczby
stopni swobody wezla.

Czasowy wymiar SKECZ h nalezy tak dobiera¢, aby spelni¢ warunek
stabilnosci, ktory jest zalezny od dominujacej czgstosci wilasnej [8]:

(5.11) h< V3 .

6. ROWNANIA RUCHU

Dla zdyskretyzowanej czasoprzestrzeni (rys. 3) uk!ad rownan ruchu ma
. postaé ;

(6.1) ' Ks=F,
gdzie '

(62) - Kom=| comiiinniidonninn e RIS IRTITRITe P

Ko K7 KPK® KWK

P T T T S (T T T L R,

jest globalna macierzq sztywnosci, wspolczynniki K™ oznaczaja -macierz
sztywnosci calej struktury w chw:h r od przemleszczen ]cdnostkowych
w chwili s, : . B

(6.3} 3 = col {3°,8%*,8",8"2%,8%, ..}

oznacza macierz— kolumng zaWieraja(ca‘ wéktory przemieszczen calej struktury
w koleinych chwilach czasowych,

(6.4) F = col {F°,FO!, F!, F“2 F2, )

zawiera impulsy weziowe od obcigzenia.
Dla znanych warunkow poczqtkowych uklad rownan (6.1) przeksztalca sie
w formulf; rekurencyjna:

65 A=K P, i;O,l,Z',3,...,
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gdzie ' ‘
; 5:’,i+1 . Kaq 'Kap .
[0 w5
o[ F—rKPe gt K2 5L (Ko K P) 8]
(6.6) P =[ ................. G )
e 0 dla i=0,
1 dla iz,

Macierz K, oraz inne podmacierze wystgpujace we wzorach (6.6) moga byé
stale badZ zmieniaé si¢ w czasie, jezeli zmianie ulegaja np. wiasnoéci lepko-
sprezyste osrodka, bezwladnod¢ lub kinematyczne warunki brzegowe

Proces rekurencyjny mozna tez ustalic ehmmujqc z ukladu réownan (6. 1)
przemieszczenia w chw:lach posredmch 80-1, 842 523,

61 1F0 -1 AD

- (6.7)
5 =B 1F! B“(A-&-I))B‘ B8, i=2,3,4,..,
gdzie
. F0.= (Kaq)~1 FO_(qu)—l Fo,i,
A= _(qu)—l an_l_(Kaq)kl K*,
B= (Kaq_)—l Kap_(qu)—l K%,
C = (K" K™,
D= (Kaq)—l K,
6 8) 1= Kaq)*l Fi"lm(Kﬂ)“l Fi—l,i_(Kaq)'—-l K 61‘—2,1‘—1,

50,1 = ‘Bi-l (Ka,p)—-l FO_Bl—l (qu):l F0,1+Bi—1 A1 80,
..6"“1" =B {K®) 'R B 'K F B C 87—
—B; ' (K#) T KM T LB (A +Dy) 6,

Al = (qu)—l an_(Kap)—l Kaa,

BI'= (Kap)“l an,_(qu)wl K2,

C, =K 1K", D;=—(K? LK,

7. PRZYKLAD OBLICZEN
Rozwai'my pr@t‘ prosty o dlugosci 1, polu przekroju poprzecznego A

i gestodci g (rys. 5a). Dzialajace obcmzeme P (x 1) wywo%u;e drgama podiuzne
u(x,t). ‘
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plx] .

Rys. 5

_Przestrzenna macierz ksztaltu przyjeto w postaci:wiclomianéw Hermite’a
[21i4]:

(7.1) N}::i[.l.??],_ —1<e<l.
Zdecydowano si¢ rozpatrywaé przypadek jednakowych wlasnosci lepko-

sprezystych przy odksztalceniu objgtoéciowym i postaciowym.” Ze wzorow
(5.3) wyznaczymy statyczna macierz sztywnosci i macierz bezwladnosci:

1:-1
! EA : -
S.= [BYEB,adi=——|- e ,
-1 2(1 _1: 1
(7.2) :
2:1
! A :
M, = SNi"QNxad6=Q RPN
- 312

Macierz impulséw wezlowych dmalajacych w chw111 . od obcigzenia
zewnetrznego okresla wzor (4.7), '

1

(1.3) Fl,= | |(NeN) (p1+oc4p1+a5 ) hdmds

-1 -1

Je§li w obszarze SKECZ p = const to impulsy dla przythych macierzy
ksztattu przyjmuja postac s

-
1 . i h ] P

(74) Fl,=ahp'{ [NFdi® ijdé}:an’ 4|

. - _1 #1 . s w )
i

Struktura maéierzy K’ jest budowana jak macierz globalna dla’ zagadniéﬁia
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statycznego:

r s 1
11 KlZ
s :
+K11 KTy :
P R N B R A R R N R R e e
R rs .
2 K5y K22+ Klz :
(75) K"s ..... Beaeeaenad I TFSTRRITEES _.. ..... CRTPRTRPPR teaaed,
nxn . Lot Voo ., :
K';2+K
T S s
L 21 :KZZ

gdzie r,s=a,q,p, n hczba ES (rys Sb)
Poszczegolne wyrazy macierzy (7.5) oplsujemy na podstawm wzoru (5. 9)1

{4 1 7 1 a
ff:( 5 bz uty “3) Su— (6h TR “4) My,
2 2 2\ 42\
15 h+?“2_¥°‘3) ka‘(‘"i:?**:;z—%) Muo

11 Ne (1 1\,
if = (—TS— oy h——6“ az“"'?},}“ma) Sik_(aﬁmii_‘aii) Mil(’

2 4 4 .
7 0;5.1 h.——?’—oc%—i-—j?oca) Sik"'—_o,—h—Mik’

8

(7.6) ‘K?ff’ = T_Ufi '——W%)S’k ETA My,




9 'siyg

wry

K gl Z

[N] q.o_.n_ 1

Tslig-v isl g0'0 -y (] -1 = Fe='y
DHaMXDp W olamxXDp ‘W || DI2uaz'W -~ f DJaUSZ W | Biduaz W

k1

(wlgon |

D3 B0/~ DUIATSY 1A

{slhl-L=v

2blop —DUIAMEN W D300 W

[20]

BB
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i wzordw (7.2)

EA EA
Si4 —Szz—g: Sia =8,y = _ﬂ’
an _

2 1
My, = M, = eda, M12=M21=?QA¢1-_

Wspolczynniki o zaleza od modelu lepkosprezystego i zawiera je tablica 2.

Mozna teraz przystapi¢ do obliczen przemieszczen w kolejnych chwilach
czasowych wg formuly rekurencyjnej (6.5) lub (6.7).

Przyklad liczbowy dotyczy drgan podhluznych wspornika o dlugodci
1= 16,0 [m], polu przekroju poprzecznego A = 0,12 [m?], gestoéci o = 7500
[kg/m*} i module sprezystosci E=2.10'" [N/m*]. Wspornik ten zostal
podzielony na dwa elementy skoficzone o dlugosci 8,0 [m] kazdy (a = 4,0 [m]).
-Czasowy wymiar SKECZ ustalono wg wzoru (5.11):

SRRVA I A3 =1,7-107% [s],

0.8 | O 1014

[E 2101 1
TN g 16 \/7500 = 1014 ["s“] '

Do obliczen przyjeto h=1-10"* [s]. ObciaZenic stanowi nagle przylozona
do korica wspornika sita P =30 [kN] w chwili t, =0 i odjgta w chwili
t30 = 30:1073 = 0,03 [s] (rys. 6¢).

Na rysunku 6a i 6b przedstawia si¢ drgania konca wspornika dla
roznych modeli lepkosprezystych. Uzyskane wyniki obliczen w przypadku
modeli Hooke’a i Kelvina-Voigta sa wysoce dokladne w odniesienin do
rozwiazan cistych tak pod wzgledem iloéciowym (blad amplitudy przemieszczen
i okresu drgan ok 2%) jak i iloSciowym. W odniesieniu do modeli
Maxwella i Zenera otrzymane wyniki sa zgodne jakosciowo z rozwmzamaml
analitycznymi ([9] s 92—96)

8. ZAKONCZENIE '

W pracy podano sposéb modelowania oérodka lepkosprezystego w meto-
dzie czasoprzestrzennych elementéw skoniczonych. Praca zawiera algorytm
budowy macierzy sztywnosci SKECZ dla dowolnego stanu napreZenia.
Podany sposéb obliczen charakteryzuje si¢ znaczng prostota zachowujac
walory klasycznej metody elementéw skonczonych. Po przeprowadzeniu
dokladniejszej analizy iloSciowej mozna budowaé programy obliczen na
maszyny cyfrowe dla zlozonych zagadnienn inzynierskich.
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PE3OME

BS3KOVIIPVI'UM BPEMEHH-IIPOCTPAHCTBEHHBIA DJIEMEHT

Tpupefen crocoG MOAENMPOBAHEA BAZKOYIPYTOR CPEOEl B METONE BPEMEHH-TPOCTpaH-
CTBEHHBIX KOHEYHEIX »ieMemToB. PabGora comepxut OOMMH aNToOpuTM CTPOEHHA MaTpPHIR
KECTKOCTH BPEMEHM-TIPOCTPAHCTBEHHOTO S0EMEHTa A1 NPOU3IBONLHOIC HAOPAACHHOIO COCTOA-
frs1, YIDHBCACHHEIN ANTOPUTM XAPAKTEPH3YETCs SHATHTCILHOM HPOCTOTOR, COXPAHss TOCTOMH-
CTBA KAACCHYECKOr0 METONA KOHEWHBIX 3JIEMEHTOB,

SUMMARY

VISCOELASTIC TIME-SPACE ELEMENT

The method of modelling viscoclastic media in the time-space finite element method is
presented. The - paper contains the general algorithm of constructing the stiffness matrix
of the time-space clement subject to an arbitrary state of stress. The method is very simple
in spite of preserving the properties of the classical finite element method.
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