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OPTYMALIZACJA PARAMETRYCZNA UKLADU PRETOW
Z UWZGLEDNIENIEM NIELINIOWOSCI

ANNA FORYS i ANDRZEI FOR Y § (KRAKOW)*

Tematem pracy jes{ analiza wplywu ksztalte pretow plaskiego ukladu drgajacego na
amplitudy drgat w stanie ustalonym rezonansu wewnetrznego. Masa catkowita ukladu jest
ustalona. W opisie uwzgledniono nieliniowe Humicnie i nieliniows bezwladnosé. Badane wplyw
mas skupionych, umieszczonych w polaczeniach przegubowych na amplitude optymalng przy
rezonansie wewnetrznym, Pokazano, z¢ mosna odpowiednio dobraé wartodci mas w prze-
gubach oraz wartoSci wspolczynnikow tHumienia tak, aby zmniejszy¢ warto$¢ optymalnej
amplitudy oraz zawezi¢ obszar czgstoscel, w ktdrym wysigpuje rezonans wewnefrzny. Przez
zmiang rozmieszezenia mas w ukladzie mozna niepoZadane efekty przesunaé do innych
obszaréw czgstosci. Wyniki pracy maja charakter jakosciowy i obrazuja istotne zjawiska
o charakterze autoparametrycznym. Moina micé nadzieje, e uzyskane rezultaty znajda zasto-
sowanie praktyczne, ponmiewaz uklady pretowe sa elementami wiclu konstrukeji i urzadzen.

1. Wsrep

Rozwazania niniejszej pracy sa kontynuacja zagadnien podjetych w pracach
[1, 2 1 3] 1 dotyczacych zjawisk rezonansowych w ukladach pretowych.
W wymienionych pracach poszukiwano amplitud w stanie ustalonym rezo-
nansu wewnetrznego, wystepujacego w ukladach o wielu stopniach swobody.
W opisie uwzgledniano sprzezenie elementdow ukladu poprzez wewnetrzne
sity podluzne, ktdre sa sitami poprzecznymi na koficach sasiednich pretow.
Jezeli nicktore prety sa obcigzone sitami harmoniczaymi oraz je§li zachodza
odpowiednie zwigzki pomiedzy czestosciami wlasnymi pretéw, to w rozwaza-
nym ukiadzie wysigpuje zarowno rezonans gléwny, jak i rezonans o charak-
terze autoparametrycznym, ktérego istotne cechy sa identyczoe z cechami
rezonansu parametrycznego. Aby otrzymac ograniczone warto$ci amplitudy
drgan w przypadku rezonansu parametrycznego, komeczne jest uwzglednienie
wyrazow nieliniowych [4 i 5],

Praca {3] dotyczy optymalizacji parametrycznej przy rezonansic wewnetrz-
nym, w ukladzie trzech pretow o zmiennych przekrojach pelaczonych prze-
gubowo. Obecna praca jest jej kontynuacja. Przedmiotem naszych rozwazan

* Praca zostala wykonana w ramach CPBP02,0{ temat 6.3
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jest podobny uklad pretéw z tym zastrzezeniem, ze w polaczeniach prze-
gubowych umieszczone sa dodatkowe masy skupione M. W réwnaniach
ruchu wystepuja dwa rodzaje nicliniowosci natury geometryczne]: niclintowe
tHumienie i nieliniowa bezwladno$é {2] W pracy przeprowadzamy anaiize
wplywu ksztaltu pretdéw pa amplitudy, w stanie ustalonym rezonansu wew-
netrznego przy stale] masie ulkladu. Poszukujemy optymalnych wartose
wspdlczynnikdw (zmienne optymalizacji) okreslajacych ksztalt pretow w danej
klasie funkcji, j. takich wartosci wspolczynnikow, przy ktdrych amplitudy
drgan (funkcje celu) elementéw wymuszanych parametrycznie majg wartoéé
minimalng. Gidwnym problemem jest rozlozenie mas clementow ukiadu w ten
sposob, aby funkcja celu osiagala minimum.

Omawiany problem moze mie¢ zastosowanie praktyczne; elementy kon-
strukcyjne to czesto uklady pretowe ub uklady belek polaczonych. prze-
gubowo albo w sposdéb sztywny. Przy odpowiednich dostrojeniach moze
wystapi¢ rezonans wewnetrzny o charakterze parameirycznym. Zmieniajac
rozmieszczenie' mas ukladu moZna niepozadane efekty przesunaé w inne
obszary czestodei lub znacznie zmnigjszyé, '

2. ROWNANIA RUCHU

Przyymujemy nastepujace oznaczenia (i = 1,2 numeruje prety): I; sa dugo-
sciami pretow, E; modutami Younga, I, sa momentami bezwladnoéci pola
przekroju, A; polami przekrojow pretdw, g; oznaczajy gestosci materiatu,
my = 0; A;, M; masy pretow, M mase skupiona, w, ugiecia pretow, u; prze-
mieszczenia podiuine, a §; sity podhuzne. Rozwazany ukiad sklada si¢ z trzech
pretow o zmiennych przekrojach, polaczonych przegubowo (rys. 1). W prze-
gubach znajduja si¢ masy skupione M. Sprzgzenie elementéw ukladu uwzgled-
niamy za pomoca wewngtrznych sit podhuznych dzialajacych na prety; sily
te sa sitami poprzecznymi na koficach sgsiednich pretow. Rozwazamy jedynie
poprzeczne drgania symetryczne ukladu. Wezly ukladu przemieszczaja sie

{ 2
%J' (2:*) dx;, wynikaja&;e

tylko o male przemieszczenia podiuzne u; =

S o
Rys. 1. Uklad pretowy
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Zz ugiec. W pracy [2] podano uktad réwnan ruchu rozwazanego ukiadu
pretow, lecz elementy T 1 11 byly pretami pryzmatycznymi. Ré6wnania otrzy-
mano na podstawie réwnan Lagrange’™a, W ten sam sposdb moZna uzyskad
rownania ruchu dla prgtéw o zmiennych przekrojach. Tak wigc obecnie
ruch ukladu opisuja roéwnania
AT + BT, -CTyT,+ DT, + (F+ Fy) (T, T2+ T2 T)+ET, T? =

= ['| sin wt,
ATy+ BT+ CTy Ty + DTy +(F+ F )T, T+ T T)+ET, T =

= I'; sin wt,

(2.1)

gdzie na podstawie [2] oraz [31]:

14 £y
A= ()‘ my (xq) le (x)dxy, A= (]f my (x3) Y:a2 (x2) dx,,

N Iz
B=E, 6[ Iy (e} Y ()1 dx,,  B= Ez! I, () [V (2017 dxs,

!
a .
C= ngj [E; L5 (x5) ¥y (xz):”m:,2 f [Y) (x )P dx,,

1]

_ Y :
C= 5o BT Ge) ¥ Gllao f [Y; (ea)1? dxs,

[t}

i : : by
(2.2) D=m g Iy () [Y] ()17 dxy, D=1y (J; I () [V (x2)]% dxs,

1y _ fa
E =Kk {{’)[ Fyy (xx)]z dx1}2> ‘E =k {(]; [y (xz)]z dxz}z,

Iz

Iy 12 N X3
F:g my (x,) [ § (i) d¢]?dx,, F:J my (X3) [6[ (Y3 d€)? dx,,

%1
i Ly
Fy=M [b[ (Yf)?' dxl]z’ Fy=M [(_)[ (Yé)z dxz]z,

i

1
L= {9 Yi(x)dx, i=1,2.
O

W powyzszych wzorach 1 i k sa wspOlczynnikami tlumienia oraz y oznacza
amplitude zewngtrznego obciaZenia,

Wryrazy nieliniowe w rownaniach (2.1) sa zwigzane z sitami nieliniowymi
natury geometrycznej [1, 2, 3]. Sily te wynikaja z przemieszczen podluznych
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o1
Hi—i‘

O e,

/B \2
(T;L’ dx; wezlow A, B ukladu oraz z przemieszczen podiuznych
X;

2

1 T dw, . )
(X, 1) =5 W - d¢; dowolnych przekrojow elementéw I i I Zalo-
25 9¢;

zono roéwniez, 7e oprécz thumienia wewnetrznego wystepuja sily thumienia B
zwigzane z przemieszczeniem przegubdow:

(2.3) P = —ki,.

Bierzemy roéwniez pod uwage sily bezwladnosci AS; zwiazane z matymi
przemieszczeniami podtuznymi wezléw A i B:

(2.4) AS, = — Mii,.

Male sily bezwladnosdci, ktore daja ciagle obciazenie pretow wynikaja z prze-
mieszczen podluznych u; (x;, ¢) i aaja postad

. 62 u; (xia t)

(2.5) 4 m(x;, £)= —my 2

Wymienione tutaj nieliniowo$ci uwzgledniono opierajac si¢ na monografii
W. W. Borotina [4].

Obecno$¢ mas skupionych M przcjawia sie jedynie za podrednictwem
sity AS;, poniewaz rozwazamy drgania symetryczne (wezly ukfadu podlegajy
malym przemieszezeniom podtuznym). Uwzglednienic sit AS; 1 obciazen
ciagtych m; (x;, ) prowadzi w réwnaniach ruchu do wystapienia wyrazow
nieliniowych o wspolczynnikach: Fy, Fy, F i Fy. Uklad réwnan (2.25)
pracy [3] jest szezegéinym przypadkiem ukladu rownaf (2.1). Nawet gdy
przyjmiemy M =0, w réwnaniach ruchu pozostang wyrazy o wspdlczyn-
nikach F i F, czyli dwa rodzaje nieliniowosci: nieliniowe tlumienie i nie-
liniowa bezwladnosé.

W pracy [2] rozwiazano uklad réwnan (2.1) w stanie ustalonym rezo-
nansu wewnetrznego. Metoda rozwigzania zostala zaczerpnieta z monografii
A. Tonbra [6]. Metode mozna zastosowaé takze w przypadku pretow
o zmiennych przekrojach. Okre§limy zatem nowe zmienne W, 1 V, w sposdb
nastgpujacy: :

1,
W, = "+ T,
Wy,
(2.6) | ,
T,
21{5‘:——_5 +T:, S=1,2.
ft0g,

Uzyskujemy wéwezas uklad réwnan (32) pracy [2]: B

st_KDOsm=T%;Es(m:Vk)a'




OPTYMALIZACIA PARAMETRYCZNA UKILADU PRETOW 7 UWZGLEDNIENIEM NIELINIOWOSC] 403

(27) K+l(1)ﬂsl/s: _EmFs (kas I/k)a 5, k= 1-. 2.
. B B
gdzie w}, Tk 5 oraz

iy (Fon 3) = < Vo4V (s Vi~ [+ Fyl ]

x[—wh; (W, — Vi) (Wy-+ Vi) +iwg, ( (W +1)? (I’V]"Vl)]_
D E .r
“7 im(}l {Wl_ Vg)l‘l‘l‘f(m + Vl)ZJ-i-Z]— Siﬂ (Ut,
(2.8) _ '
C -
(W, W)= “E(WH‘ V) (Wa+ Vo) —[(F+ Fy)/ Al %

X [ =y (W — Vo)l (W + Vo) +iwgs (Wa + Va) (W,— V3)]—
D . E
s (W= Vi) [1 = (szl)ﬂ.

Zaktadamy, ze speintone sg rownosci przyblizone

0)’5:(001,

2.9)

Wo1 = 20g,.

Ponadto przyjmujemy, Ze wymuszenie zewngtrzne dziala na element 1 ukiadu
Poszukujemy rozwiazania w stanie ustalonym ukladu réwnan (2.7)
w postaci

(2.10) W, =4, eiw‘:, V, = A% e*r‘wr,

2 €

i —~i8y
Wy=A,e?, V,=A%e 7.

Rozwigzania powyzsze sa poprawne w poblizn czgstosci rezonansowej oy,
Gdy rozwazamy zalezno§¢ amplitud od czgstodci, to drugi z warunkow (2.9)
jest spelniony smsie natomlast o zmieniamy w otoczeniu gy, pozostajac
w poblizu rezonansu wewne;trznego

Na wielko$¢ x, = A, A%, proporqonalnq do kwadratu amplitudy drgan
elementu I, otrzymujemy réwnanie trzeciego stopnia:

(2.11) axi+bxi+eox,+d =0,
gdzie

_ PRy ol
S (g — 3w + —r,
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2DE F+F
(2.12) b=?—4 v M (= wqy) (o~ 3w),
D2
C=4(CU“‘CU01)2‘+' Az', d= “F12/4A2(1)%1.

Amplituda drgatt R, elementu I jest okreslona wzorem R, = 2. /%y,

Element II ukladu drgajacego Jest wzbudzany parametrycznie przez
wewngtrzne sily sprzegajace §,. Na wielkoéé Xy = A, A} uzyskujemy row-
nanie

(2.13) @ X5+b x4+ =0,
gdzie
7 2 3 2 E 2
o= (55 (o3 o) +(3)
, F+F, o) 3 DE
(214) b = 147 M (a)oz—"j‘) (moz__".- 0))+2 “"J—z,

, w\* (DY (CV\* «x,
sl (- 2

Amplituda drgani elementu I jest réwna R, = 2@ ,

3. OPTYMALIZACIA PARAMETRYCZNA

Funkcja celu w rozwazanym zagadnieniu optymalizacji parametrycznej
jest amplituda drgasi elementu II, wymuszanego parametrycznie sitami pod-
tuznymi §,. Zmiennymi optymalizacji sa parametry, ktore okreslajg ksztah
pretow w przyjetej klasie funkcji. Bedziemy poszukiwaé takich parametrow
ksztaltu, aby w stanie rezonansu WEeWneirznego, tzn. przy spehieniv warun-
kow (2.9), amplituda elementu i przyimowata warto$é minimalng, przy
ustalonej ‘masie ukladu drgajacego: 2M + M, +2M, = const. _

* Zakladamy, Ze prety posiadaja przekrdi kwadratowy, ze bok q, preta 1
zmienia si¢ wedtug paraboli drugiego stopnia; natomiast bok a, preta IT
zmienia sie liniowo. Wéwczas mamy [3] '

2
X X o —

oy {al,%1)=a1 {4%1 (‘21-——1_)-{-1}:&1 El, *y = 1 Bl,
B, e

(R a; (0) = ay, 91(171)=51, xy€(—c0, 1),
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~ B

Xz | _ 52
=0 dy, Mg =

ap (s, Hy) = 0ty {1“‘%2 7

2 %)

ay O) =0y, a, -(12) =f;. #Hye(—o0, 1).

Na podstawie wzordéw (3.1). obliczono wedlug (2.2) wspolczynniki row-
nania (2.1) jako funkcje parametrow ksziattu: x,, x,, «,, o, Przytaczamy
najpierw wspdlczynniki, ktére byty podane w pracy [3]

1
A(C{l,%;):QI 11 (x%jl 512 Y’[szC:Ql [1 (x%fA(%[),
0
B(oc 2p) = B;%J\—aynz _Ela‘}‘f(%)
I A1 A= H
125 BooE
Q
<
o oo " }?1 ai
D ((xl: %1) - 12]3 4 Y 2 o "li-f_ fB( l)a
0

|
i
SIS
iy
O
i
S
By
et
e ot
|
-
e
=

- k :
= :z—i[i’fﬂr} = ; i
by 1
1
(3.2) i=v14 { Y. dx,
: 0

— i ' .
Az, %) =0y L, 0f [ af Y2 dx =021, 03 f1 (%),
G

i

£

a
203

213

Bﬁ (0!2, Hep= “'2 C'z

@ 1 ax = 5 (%),

ey

OL"—'H),.‘

1
_ ot
L (0!2, %2) = ?]122132 fﬂ§ YZ”Z dx ’12 2 fB (%2)!
2
0
1

Y( )+ (JC} m()w,] ij ;!‘Evrjzdx

¢

a7 (xl)

_ T
C=EL I
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Nalezy jeszcze obliczyé wspdlezynniki F, F, F, i F,;, jako funkcje para-
metrow ksztattu, Wspélczynniki te sa zwiazane z wyrazami nieliniowymi,
ktore w literaturze [7] nosza nazwe nicliniowej bezwiadnosci.

Poniewaz '

2 2
6.9 R T 2
’ 1 i
oraz '
I
2
] nege— T (L 21 o 2mx,
(34) J(m) 4 =51 (2 g sin 2 )
X4

gdzie [1] ¥, (x;) = sin jest forma drgafi elementu I, przeto otrzymujemy

i

I
2
(3.5) F=p,d f [1+8xI (%L_%_)_F
1 1
0

xt xt X3 at 1 x 1 2mx, \2
+lond (%_ZT%JFI%)] 4% TI_f—z—n—sm_l—l dx;.
1

Wprowadzajac oznaczenia

X1
= Tl’
(3.6)
1 |
gx)= 5 X~ 5 —sin 2mx,

mozemy napisa¢ (3.5) w postaci

1 1
TE4QI 05% 2 ‘ 2
3.7 F=— Al g () dx+8rxy | x{x—1)g*(x)dx+
1 s g .
- 1 ! K
+ 1632 ‘J“x2 (x2—2x+1) g% (x) dx:| =
0
oy of

= g L(4534-107 323241072 5, 14,652 107 5c]].
1 .

Przyjmujac natomiast [1]

: . A X A
(3.8) Yy(x;)= —cos Ay [sm ‘lx?" —sh _l_l_x_{_
2 2z
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—tg A, | cos R —ch Rz .
I s

gdzie A; = 3,9266, obliczamy wspolczynnik F:

i x
(39) F = f gy (x;) l:f (Y3)? d&]z'dxz =
0 0

1,

L2 )
= Qz.“% f (1_2 %2 %2 + z 2"1";‘3“) ¢ (x;) dx,,
0

5 2

2
. . My Xs .
poniewaZz m, (X,) = 02 4, = @, o3 (1 — ——l——) oraz wprowadzono oznaczenie
2

X Zy . 24
(B310)  @xy)= (Yz)zdé-—— X2 g, Ll g S22
, \ l2 4 I,
0
> 7 ) Ay x
+Z, sin® A X2 + 2 sh A1 %2 ch A1 X2 —Z,sh 22 *2 _
IZ 2 12 l?. Zz
: A
-7 sin A X2 ch A1 % —Z sh LX2 oos M % +
lz 52 lz lz
+27Z, ch A1 % cos b1 % ),
2 Iy
gdzie
1 g A 1 .
Gl Zy=-(-tg'h), Z;= g,z = Za= (L4t A,
1 1 1 .

= A2 cos? 4,.

Stad

1
_ 72
(312) F= ‘QZ“Z 4 U(p (xly) dx— 2, J x? (xly) dx+
¢

¢
i

+u2 J x2 o2 (xl,) dx} =
i)

2 72
a0 Ly

ta

(0,11089 — 0,17116 5, +0,070627 52).
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Pozostate wspolezynniki Fy 1 Fy; zostaly podane w pracy [2] i sa nastepu-
jace:
M M

lTa F_M = 33,087 =5,
1

(3.13) Fy = 243523 7
2

W ten sposob zostaty podane wspolczynnibi (2.12) réwnania (2.11) oraz
wspolezynniki (2.14) réwnania kwadratowego (2.13), jako funkcje parametrow
ksztattu 2y, %, o 1 an.

Obecnie zajmiemy cig warunkami rezonansowymi {2.9) oraz warunkiem,
ktory wynika ze stalosci masy uktadu drgajacego. Warunki (2.9) maja postac

0~ (O = By, )
ol Aoy, )7

E : S
0)01 f— 2(002 = 2 M
A (0525 %2)

Na podstawie wzorow (3.2) drugi z poWyiszych warunkéw mozna przed-
stawié¢ nastepujaco;

(3.14)

fa 4y Ja_ 0,

o1 &,

gdzie oznaczyliSmy

N 01 Ex {1V
19 =) e ()
oraz obliczyliSmy na podstawie (3.1) i (3:2):
Ja (3eq) = 0,3915%% — 0,8965¢, +0,500,
T (1) = 2,7013¢t — 11,6433 + 19,012¢F — 14,12, + 4,058,
S1(02) = 0,1747%35 —0,5680, 40,4999,
S5 (32) = 1,2533¢% — 7,15323 + 15,9455 — 17,063, + 9,890
Jedli mase¢ ukladu drgajacego oznaczymy przez M., to
(3.18) M, =2M+ M, +2M, = const.

(3.17)

Zgodnie ze wzorami (3.1) okreslajacymi ksztalt pretdw, obliczymy obigtosci
pretow 1 powyisza roéwno$é napiszemy w postaci

(3.19). M, =2M4p0, & fi+20, 1,035 fa,
gdzie

_ 4 8 _ 1
(3.20) fi= 1-? 1 tqs wi, fi= L=+ %3
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Na podstawie (3.19)

N2 1l g 1 (M. —2M
321 a2 D B W (el A S
(321) : (“1) 2100 f2 ( o 1 o? fl)

Stad korzystajac z (3.16), otrzymujemy nastepujaca posta¢ warunku rezo-
nansowego (3.15):

fa L{e\ Ex [l > 1 ( M—2M fa

(322) fF (Qz) El (lz) fz ( 21 [1 Gﬂ% fl) fy =0

Ckredlajac wartosé parametru x,, ktory jest zwiazany z ksztaltem preta
pionowego, tak dobieramy warto$¢ parametru x,, aby powyZszy warunek
byl spelniony; pozostale wielkosci wystgpujace w tym warunku sa ustalone.
Rownanie (3.22) jest algebraicznym réwnaniem czwartego stopnia ze wzgledu
na x, i rozwigzywaliémy je metoda Ferrarviego [8]. Spelniajac rownanie {3.22)
zachowujemy stan ustalony rezonansu wewngtrznego.

Obliczajac wspdlczynniki liczbowe, kidre wystgpuja w. (3.17) prayjelismy
forme drgan prgta T w postaci:

X1

(3.23) Y, (x,) = sin “I ,

1

natomisst forme drgan preta II okreslona wzorem (3.8), poniewaz zalozylidmy,
se sprzezenie poprzez sity podiuzne jest nma tyle male, Ze nie wywoluje
duzych zmian w formach. Formy drgai (3.23) i (3.8) wynikaja z rozwigzan
odpowiednich probleméw brzegowych, oddzielnie dla kazdego prgta.
W obecnych rozwazaniach zaniedbujemy” rowniez wpltyw wspdlczynnikow
ksztattu na formy drgag.
Na podstawie (3.8) oraz (3.23) otrzymujemy, podobnic jak w [3]:
. 1
_ 4
(3.24) Cly)=EJ, O 1" (0)112 J (Y3)? dx = ET?I?L fe,
2

[

gdzie fz= —14,40. Przyjmujemy réwmniez [3]:
(3.25) r,=1813-10° N (dla o, = 0,06 m).
Stad, korzystajac ze wzordéw (3.1) i (3.2), otrzymujemy
fDxfB) fE:24335:
f5=rs fe=3309 :

Z kolei przystepujemy do zagadnienia optymalizacji. Przy danych para-
metrach %, i «; poszukujemy na podstawie (3.22) i (3.21) takich wa_.r_‘to;?é;i_
parametrow x; 1 o,, aby amplituda R; = 27\/372 elementu Tl wymuszanego =
parametrycznic przyjmowala wartos¢ minimalng. Parametry Ky, Ko al::_-'i_foc;'
przy ktorych spelniony jest ten warunek, okredlajacy optymalny ksztalt
uktadu drgajacego. Optymalne ksztalty drgajacych pretow okreslaj

(3.26)
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mieszczenie catkowitej masy ukiadu. Zmieniajac masy umieszczone w prze-
gubach przeanalizujemy ich wplyw na amplitudy w poblizu rezonansu,
w szczeg6lnodci na amplitude optymalna. Zbadamy rowniez wplyw thumienia
na uzyskane rezultaty. :

4. OBLICZENIA NUMERYCZNE 1 ANALIZA WYNIKOW

Obliczenia przeprowadzilismy dla pretéw stalowych. PrzyjeliSmy E, =K, =
=22-10""Pa, g, =0,=77-10° kgm™>. Przyjelismy dwa zestawy wsp6l-
czynnikéw thamienia [3]: w pierwszym przypadku N1 =1y =1-107 Nsm ™2,
k=1-10°kgs ™", w drugim przypadku », =, =1-10° Nsm™2, k=1-10*kgs" *.
Dhugosci pretdéw sa odpowiednio /= 8m, 1, = 14 m. Wymiar poprzeczity
preta 1 przybiera wartodci oy €[0,06 m, 0,2 m, 0,5 m]} natomiast «, oblicza-
lismy na podstawie (3.21) przy ustalonym %z, %1 za$§ obliczonym wedtug (3.22).

Obliczenia powtérzylismy dla kilku r6znych wartoéci mas umieszezonych
w polaczeniach przegubowych: M e{200 kg, 500 kg, 1000 kg, 2000 kg]. Mase
catkowita ukladu przyjelismy rowna M, = 10000 kg

Dla ustalonych w powyzszy sposdéb parametréw sporzadzamy wykresy
amplitud Ry i R, w zaleznosci od czestosci w, ktorg zmieniamy w poblizu
Woy, dla réZnych wartoéci parametréw ksztattu. Uzyskujemy dwa rodzaje
krzywych rezonansowych w zaleznodci od wartosci mas oraz wspolezynnik ow
tumienia. Przy wigkszych wspolezynnikach tlumienia i muiejszych masach

M= 1000kg, 0e=Q5m, fy,=190"Ns/m? k=1-10%g/s

A By M= Z g p
T .
Jm : o |
. =08
Hp=T
4 \,
u,sf’/, N
-
,
/ \‘\ -~
- N ” \\
t
Hp=—2 My=0 R #y=l5 - M
T .
L I =l R i I O
A ol
Ry, Ry B
: M=1000kg, cee02m
i R S =05 =06 et
S~~~ Ry ~ n )
. N
- Iy e P
on 35 0 45 50 L 607 -8 w5
qf}_[;;]z, M=1goi’zgu cr-,:c:jﬂgm Mp=—2 #yl] & Re=0 nz=05 Hp=08 ’fz’ff
ol I S e P T i S TR T i, R
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Rys. 2. Krzywe rezonansowe dla réinych wartosci #y, M = 1000 kg.,'}ii',iz': 17107 Ns m~2,
k=1-10kgs™' oraz a; =0,5m, 0,2 m lub 006 . ol o
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By, Ry M=500kg, a=02m, (pa=110"Ns/m?, k=110%kg/s
a4 [-ymy
=-2 Hy=0
a2 e : P Hy= 05 p=08 "
B SN Z . - 2
R, . ~
2 L.-/)QT-.—J AT Pt e
P 50 L 0 - wfs]

Rys. 2a. Krzywe rezonansowe dla réinych wartosei sxp; M = 500kg, Wi, = 1-107 Ns m™?,
k=1-10°kgs !, ;=02 m

Ry Re M=200Kkg, @p=0.2m, Nga=110"Ns/m?, k=1-10° ky/s
g41fmj . )
43 Hg f n:_f"__‘?% =05 1y =08 - o
R n ~ -
o 1 !/W'"' 1 —/\‘ | -_/—-.._.___'_ | e ——
40 5. &2 70 w [3-1]

Rys. 2b. Krzywe rezonansowe dla roznych warfoscl x,; M =200kg, 0y 2= 1-10" Nsm™?
k=1-10kgs ', ¢, =02 m

7

umieszczonych w przegubach, krzywe rezonansowe sa symetryczne, a roz-
wigzania niezerowe na R, wyst¢puia w bliskim otoczeniu czgstosci wg;.
Gdy masy umieszczone w przegubach sa wigksze, natomiast wspofczynniki
tlumienia przyjmuja mniejsze wartosci, charakter krzywych jest zupelnie inny,
przewaza nieliniowa bezwladno$¢ [4].

Uzyskane rezultaty przedstawiaja wykresy podane na rysunkach od 2 do 7.
Na rysunku 2 podano wykresy amplitud R, i R, w zaleznosci od czgstot-
liwoéci (krzywe rezonansowe), dla kilku wspdlczynnikow »x,: —2,0, 0,5, 0.8, 1
(por. wzor (3.1)). Masy umieszczone w przegubach wynosza M = 1000 kg,
natomiast wspolczynniki tlumienia #, , = 10" Nsm™2%, k=1-10°kgs ' Wi-
dzimy, ze minimalna warto$¢ amplitudy R, wystepuje dla s, = 1, co Jest
zgodne z wynikami pracy [3]. Wykres 2 przedstawia rOwnicz wplyw para-
metru «; na amplitude optymalng, co réwniez pokazano w pracy [3].
Przy malejacej masie preta poziomego (¢, maleje), masa preta pionowego
roénie ze wzgledu na warunck (3.18) i rezonmans wewnetrzny wystepuje
z mniejsza amplituda, w koricu zupelnie zanika; np. R, = 0 dla M = 1000 kg,
o, = 0,00 m.

Na rys. 3 przedstawiono ‘takze amplitudy R, i R, w zaleznodci od
czgstotliwodci, lecz dla innych wspolczynnikow thumienia. Widzimy, Ze Zniie-
nit si¢c charakter krzywych, ktore stracily swa symetrig. Duze amplitudy
wystepuja dla czgstosei mniejszych od czgstosci rezonansowe] Optymalna
amplituda R, wystgpuje rowniez dla x%, = 1.

Na kolejnym rys. 4 thumienie pozostaje niezmienione, natomiast wart0501
mas umieszezonych w przegubach zwigkszylismy do M = 2000 kg. W pewnych:

obszarach czestoéci otrzymaliémy trzy wartoéci amplitud. Nie wszystkie -
rozwiazania sa stabilne. Warto$¢ amplitudy rezonansowej R, zalezy od tego SRR

czy zblizamy si¢c do rezonansu od strony wyzszych, czy mzszych czqstoscz
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M=2000kg, wq=Q5m, fgyp=110Ns/m*

k=110 kg /s
£l —
?E‘ g_ S mﬂ M
L P S
8 =0 2
o
i
@
!
| |
Gk R e
_ Qg =5 TFTi

Bys. 5. Optyialny vkisd pretowy

Tablica 1. Wplyw mas A na kszialt optymalny uldadu pretowegs
przy ustalonym sprezezeniu {2, = consi}

[ Mgl | x| mpmy | Bfml | folm] |

eo=1, o =05m

2000 0,8201 0,1659 0,08547 0

1000 0,6857 0,198 0,1572 0

500 0,6275 0,2128 0,1863 0

200 0,5957 0,2212 0,2022 0
=1, owy=02m

2000 ~0,2019 0,1980 0,2404 0

000 | -04299 0,2323 0.2860 0

500 —0,5329 0,2479 0,3066 0

200 —0,5906 0,2567 0,3181 0
%=1, o;=006m

2000 —3,529 02130 02717 | 0

1000 — 4,256 0,2468 0,3153 0

500 —4,585 02624 | 03351 0

200 —4,773 0,2708 0,3464 0

[413)
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W przypadku, gdy M = 2000 kg wartos¢ amplitudy optymalnej R, w rezo-
nansic (w = wqq) jest muiejsza niz dla M = 1000 kg.

Na podstawie wykreséw zamieszczonych na rys. 2, 2a i 2b wnioskujemy,
ze przy ustalonej masie M, preta poziomego (x; = 0,2 m) wartosé optymalnej
amplitudy R, jest najmniejsza dla M = 200 kg.

Na rys. 5 przedstawiono optymalny ksztalt ukladu drgajacego (x, = 1) dla
M =2000 kg oraz przy ustalonym sprzezeniu miedzy elementami ukladu
(2 = 0,5 m)i wspolezynnikach tumienia 7, , = 1-10° Nsm ™2, k=1-10*kgs™ .

Przyjgcie warunku organiczajacego w postaci (3.18) powoduje, ze w
warunku rezonansowym pojawia sic masa skupiona M. Ustalajac », (czyli
ksztalt elementu T1) liczyliémy %, z warunku (3.22). Zmieniajac M uzyskujemy
inne warto§ci »; przy ustalonym x,. Zatem przez zmiang masy skupionej
umieszczonej w przegubach mozna zmieniaé optymalny ksztalt ukladu, jesh
sprzezenie clementow ukladu (wartosé sity sprzggajacej podtuznej) oraz inne
parametry (np. I, /) czy stale materialowe sa ustalone {por. tablica 1).

Rysunki 6 i 7 oraz tablica 2 odnosza sie do analizy wplywu M 1 g
jedynie na amplitude optymalna. Poniewaz uklad zawiera masy skuopione
umieszczone w przegubach, wiec analizujac ich wplyw na amplitudy nalezy
uwzgledni¢ réwniez wplyw thumienia.

Na rys. 6 przedstawiono amplitude R (w) elementu IT (#xy=1) przy
ustalonych wspétezynnikach 7, , = 1- 10 Nsm™2, k= 1-10*kg s~ oraz usta-
lonym sprz¢zeniu dla dwu r62nych mas skupionych: M = 2000 kg, M=1000kg.
Rezonans wewngtrzny ulegt przesunieciu z otoczenia czestosce OF =4695s
dla M = 2000 kg do @' = 56,045~ dla M = 1000 kg. Gdy M rosnie, war-

Gotymalng
3_92 [m7 2= 110N/, k=110"%g/s, ay=05m, wy=1
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Rys. 6. Oplymalna amplituda RS™ dla roznych mas M oraz ustalonych wspolczynnikach g, &



M=1000kg, o;=05m, n=1
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Rys. 7. Optymalna amplituda R$P' dla réznych wspolczynnikdw 4, & przy ustalonej masie M

Tablica 2. Wplyw wspilezynuikéw tlumienia oraz wplyw mas M pa amplitude optymalag
w rezonansie elementu If oraz oa c7estosE rezonansows

M [kg] wfP [s™'] ROF [m] M [keg] oM [s71] RSP [m]
m,2=1‘1o’—5-';s—, ~ 1108 KB = 1-10° N;Ss k=110t <&
m . § ] m . 5
wp=1, oy=05m ?
2000 46,95 0,9904 2000 46,95 4,165
1000 56,04 0,8362 1000 56,04 4914
500 " 60,19 0,7671 500 60,19 6,366
200 . 62,60 0,7255 200 62,60 8,784
wy=1 e, =02m
2000 56,05 0,1292 2000 56,05 0,5363
1000 65,76 0,1014 1000 65,76 0,6564
500 70,15 3,766 1072 500 70,15 0,8751
200 72,66 7950-10°2 200 72,66 1,285
‘ %=1, ay=006m _
2000 60,29 0 2000 0,29 4392:10°% .|
1000 69,85 0 1000 69,85 :
500 74,18 0 500 74,18
200 . 76,66 0 200 76,66

[415]
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todci Rf (optymalnej amplitudy elementu If w rezonansie) maleja. Zachodzi
to dla mnigjszych z dwu rozwazanych wartodci » i k (tablica 2).

Na rys. 7 przedstawiono krzywe rezonansowe R () przy ustalones
wartoSci M = 1000 kg i ustalonym sprzezeniu dla dwu roznych wartosct
wspOlczynnikéw # i k. Zmiana » nic wplywa na wF' lecz na ksztalt
krzywych i wartoé¢ amplitud w rezonansie (por. tablica 2).

Amplitudy R, obliczaliémy na podstawic rownania stopnia trzeciego.
Rzeczywiste, niezerowe rozwiazania uzyskalismy w szerokim przedziale
czestodcl. Jednak ze wzgledu na fakt, ze poprawne sa jedynie rozwiazania
z malego otoczenia wg, (stan ustalony) zamieszczono czes¢ krzywych rezo-
nansowych, zaznaczajac to linig przerywana. Amplitudy R, obliczaliémy na
podstawie rownania kwadratowego. Rzeczywiste, niezerowe rozwigzania wy-
stepujy najezescie] w malym otoczeniu wy;. Stad rozwiazania te s rowno-
czeSnie rozwiazaniami-dopuszezalnymi,

5. ZAKONCZENIE

Tematyka niniejszej pracy jest kontynuacja zagadnien podjetych w pracy
[3]. Dotyczy optymalizacji ukladu pretowego z masami. skupionymi, umie-
szezonymi w przegubach.. Wprowadzenie tych mas do rozwazan niniejszej
pracy powoduje dopisanie do réwnan ruchu dodatkowych wyrazéw o wspol-
czynnikach Fy, i Fy,; natomiast uwzglednienie cigglego rozkladu mas pretow
i malych przemieszczen ich przekrojéw powoduje pojawicnic sie wyrazow
o wspolczynnikach F 1 F. Podstawienie M = 0 w réwnaniach ruchu {uktad
pretowy identyczny z ukladem rozwazanym w [3]) pozostawia jeszcze dwa
rodzaje nieliniowogci: nicliniowe tlumienie i nicliniowa bezwladnoéc.

Zagadnienie optymalizacji parametrycznej polegalo na znalezieniu takich
parametrow  ksztaltu, przy ktérych amplituda elementu IT przyjmowala
warto$¢ mimimalna przy warunku ograniczajacym (3.18). Optymalizowany
uklad pozostawal w warunkach rezonansu wewnetrznego. Minimum ampli-
tudy R, wystepuje dla s, = [. Szczegdlowej analizy wymagata amplituda
elementu II — R$™. Istotny wplyw na ksztalt krzywej amplitudowej 1 warto$é
optymalnej amplitudy majg parametry M, n i k. Od wzajemnej relacji
migdzy tymi wielkodciami zalezy bowiem ksztalt optymalnej krzywej ampli-
tudowej oraz obszar czestodci, w kiérym zachodzi zjawisko rezonansu.
Roéwniez wartos¢ amplitudy optymalnej w poblizu Wy zalezy od tych
paramettéw. Przy znacznych M optymaine krzywe rezonansowe ‘maja
charakter wybitnie nieliniowy. Dla optymalnej amplitudy otrzymujemy trzy
rozwigzania; nie wszystkie sa stabilne i realizowane przez uklad fizyczny. -
Amplituda w poblizu wy, zalezy od tego, z ktorej strony zblizamy si¢ do
rezonansu. Z rozwazan dotyczacych ukladow nieliniowych znane jest zjawisko
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Hprzeciagania amplitud”. Maksymalna wartosé amplitud optymalnych wyste-
puje dla czestosci odleglych od wy,.

W pracy nie uwzgledniono zaleznoéci formy drgan od ksztaltu preta.
Mozna oczekiwaé, ze uwzglgdnienie tej zaleznosci spowoduje wystapienie
amplitudy optymalne) dla x, # 1, czyli dla preta pionowego w ksztalcie
stozka Scigtego. Wymaga to jednak dodatkowych obliczen.

Wyniki pracy maja raczej charakter jakosciowy i sygnalizuja pewne
zjawiska. Mozna mie¢ nadzigje, Ze rezultaty znajda zastosowanie praktyczne,
poniewaz uklady pretowe sa nieraz istotnym elementem konstrukeji i urzadzen,
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RIS

PE3wME

TIAPAMETPUUYECKAST OTTTUMMU3ALINA CUCTEMBL CTEPXKHEHR
C VHETOM HEIMWHEHHOCTH

Temolt paboThl ABAfeTCH aHAmH3 BIHAHHA GopMbl cTepxHeH Nnocxoll KoseGnromefics
CHCTEMEl HA aMEUIBTYiy KojucOaHui W YCTAHOBHBIIEMCH COCTORHNA BHYTPEHHCTO PCIOHAHCA.
Tlonuas macca cHMCTeMs! jiana. B OMHCaHAM yITeHbl HEeAHHEHHOC 34aTyxanpe W HeJuHedHasn
unepuns. VicoieaoBano BIWAHHE COCPEJOTOUEHHBIX MAce, NOMEHICHHBIX B HIAPHHPHBIX COC/IH-
HEHHSAX, HA ONTHMAAbLHYIO aMIUIHTYIOY NPH BHYTpoHueM pescdaadce. Iloxazamo, 4TO MOXHO
COOTAETCTBEHHO 10A00PATh 3HAUSHHA MACC B MIAPHUPAX H 3HAYEHHS KO3GHDHIHEHTOR 3aTYXAHES
Tak, TTOOE YMEHBIIHTE 3HAYEHNE ONTHMAIBHON aMILEATY/ (M U CY3HTh 0BJACTH 4ACTOT, B KOTO-
poil peicTymaeT BHYTpeHHMH pesonanc. Ilyrem uameHeHHs DacupefseieHHA MAcC B CHCTEME
MOMHO HeXenaTe/bHbIc HpoKTHL ICPEHECTH K ApyriM ofmacraM uactoT, Pesymerats pabotsr
HMEFOT KAUCCTBEHHBIA XapaxTep ¥ 0ToOPaXA0T CYIECTRCHHEIE ABJEHNS dBTonapaMeTqueéKoro -

xapaktepa. MOXHO HaJIgeTCR, YTO HONy4eHHbIE PesyIbTaTsl HABAYT IPaKTHUECKHS npﬂMEHeHHﬁ,j.

T.K. CTE[PXHCBBIE CHCTEMbl SBANIOTCA IMEMEHTAMH MHOTHX KOHCTPYKUEH K yCTpObcTm, -
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SUMMARY

PARAMETRIC OPTIMIZATION OF BAR STRUCTURES
ACCOUNT BEING TAKEN OF NONLINEAR PHENOMENA

The paper deals with the analysis of the influence of the shape of bars constituting
a plane vibrating systemn upon the vibration amplitudes in the state of stationary internal
resonance. Nonlinear damping and inertia effects are taken into account. The effects of
masses concentrated at the hinge joints on the optimum amplitudes at internal resonance
are investigated. It is shown that the suitable choice of concentrated masses at the joints
and of the damping coefficients reduces the vibration amplitude and narrows the range
of frequencies for which the internal resonance takes place. Redistribution of the masses
may shift the undesirable effects to other frequency ranges. The results obtained are of a
qualitative character and reflect important autoparametric phenomena; they may be expected
to find practical applications due te the fact that the bar systems are elements of numerous
structures and machines.
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