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DRGANIA SWOBODNE I WYMUSZONE BELKI
Z DUZYMI UGIECIAMI

WACLAW SZCZESNIAK (WARSZAWA)

W pracy omawia si¢ drgania swobodne i wymuszone belki lepkosprezystej nieprzesuw-
nymi podporami. Ugigcia belki sa duze. Nieliniowe rownanic ruchu calkowano numerycznie,
opierajgc si¢ na metodzie SSpj i punkiu Srodkowego. Praca jest ilustrowana szeregiem
przyktadéw obliczeniowych.

1. WSTEP 1 SFORMULOWANIE PROBLEMU

Zagadnienie drgafi swobodnych i wymuszonych belki sprezystej z duzymi
ugieciami ma bogata bibliografie. Efektywne analityczne rozwiazanie uzyskat
Wojnowski-Krygier w pracy [1]. Zastosowanic metody perturbacji bylo
przedmiotem badafn w pracy [2]. W pracy [3] przy analizie drgan wy-
muszonych zastosowano szereg funkcji wlasnej zagadnienia liniowego. Wplyw
zewnetrznej sily osiowej uwzgledniono w pracy [4]. Z polskich opracowath
- nalezy zacytowa¢ [5—6]. W ostatnim okresie czasu masowe zastosowanie
techniki komputerowej w mechanice nasilifo lawinowo liczbg publikacji
z zakresu geometrycznie nieliniowej dynamiki konstrukcji, Z bardzo wielu
prac ostatniego okresu nalezy wymienié¢ pozycje [ 7-—14]. Stosowane algorytmy
numeryczne wynikaja z zastosowania metody piZCH‘lIE‘iZCZGn w sformutowaniu
macierzowym [7], metody macierzy przeniesienia [8], wreszcie metody ele-
mentow skonczonych [9-—14].

Niniejsza praca jest poSwigcona zastosowaniu metody numerycznej do
bezposredniego calkowania rownania ruchu lepkospregzystej belki pryzma-
tycznej z nieprzesuwnymi, podporami.

Amplitudy drgan sa duze i1 porownywalne z wysokosmq przekrOJu po-
przecznego, nie sa jednak dowolnie duze. Catkowite naprezenie w dowolnym
punkcie belki jest suma naprezen zginajacych i napr@zen od duzej sily
rozciagajacej :

(11) 0 (x) = 0 (x)+00 (x).
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Odkéztalcem'e jednostkowe jest suma odpowiednio dwu odksztalcen skla-
dowych

1.2y ()—--—Z o' w _|__1._ laiwz
{1.2) g(x)= I 7\ ax |

W pracy pominiemy zjawisko sprzgzenmia drgan gigtnych i podluznych
traktujac te ostatnie jako pomijalnie mate w stosunku do amplitud ugieé -
poprzecznych. W przypadku przyjecia materiatu preta w postaci reologicznego
modelu Kelvina—Voigta rownanie rownowagi problemu jest nicliniowe i cza- .
stkowe:

1
2 tw d\ Eh ow \? P w
(13) (1+T 6t>EJ” —ax4 —[(1+T W) 2l J\( ax> dx—l axz +
P .
w
5= Q(x,1).

+m

W rownaniu (1.3} przyjeto nastepujace oznaczenia: EJ, oznacza sztywnosc
gietna belki, m mase jednostkowa belki, © czas retardacji w modelu Voigta
oraz w ugigcie belki.

Zakladamy obciazeniec w postaci gorki sinusoidalnej ze wzgledu na zmienng
przestrzenng. Przebieg obcigzenia w czasie jest dowolny i opisany pewna
dana funkcja p (£). W takim przypadku ugigcie belki jest opisane za pomoca
nastepujacych wzordw:

A4 w)=f@sin T n=1 Q000 =gop(0)sin T
Podstawienie (1.4), i (1.4), do réwnania (1.3) prowadzi do rozdzialu zmien-
nych. W konsekwencji otrzymujemy nieliniowe skomplikowane rdwnanie
ruchu dowolnego punktu belki (1.5):

2 2
15)  Ji O+t e fyO+0? fi 04 oL f 017 O+ g2 )= Lp ).

W przypadku drgan swobodnych nalezy zaniedba¢ prawa strong réwnan
(1.3) 1 (1.5). Réwnanie (1.5) moze opisywaé w tym przypadku ruch swobodny
z n-ta czgstoscia drgan:

19 LOrai 0ol fO+ L O O+ 0=

gdz1e w?=n*n* EJ /I*m oznacza czgstod¢ drgafh swobodnych belki wyzna-
czona przy malych ugigciach. Rownania (1.5) i (1.6) sa przedmiotem badan
niniejszej pracy. Rozwiazania analityczne tych réwnan nie istnieja. Jedyna
droga ich rozwigzania jest bezposrednie calkowanie oparte na metodach
numerycznych,
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2. NUMERYCZNE ROZWIAZANIE ROWNANIA RUCHU

W literaturze znanych jest wiele rodzajéw metod catkowania numerycznego
roéwnan ruchu. Pewien ich przeglad podano w monografiach [16, 19 i 20].
W niniejszym opracowaniu stosowano metode rdznicowa oraz ostatnio
opublikowana przez ZiENKIEwWICZA 1 Woobpea [21—22] metode SSpj.
Wiszystkic szczegdltowe zadania rozwigzywano tymi dwoma sposobami uzy-
wajac dwn mikrokomputerow Oric-1 i Zenith Z100.

Podstawowe wzory metody SSpj sa okreflone w sposob nastepujecy.
Rozpatrujac przedzial czasu At, w ktorym funkcja f jest aproksymorvar
wielomianem stopnia p z¢ wzgledu na czas moZemy napisac

. | 1
(2.1} f=1,+t, t+f,,42ft2+.‘.+a$f’) t? ?_,

lub w postaci skracajacej zapis

f__pmlii' ¢ (P} +P 1
22 = +ol? ¢ :
(2.2) qZ’G " gl p!

Znajac wartosci wyjsciowe f,, f, oraz a® mozemy okresli¢ wielkosci f,.,,
f,., na drugim koncu przedziatu At:

p—1g Atq Atp N Atp
(23) fn+1 = Z fn —a-'—-i-clsrp} 7= fn+1 +a;ﬂ)
q=0 : !
g el At AF L % A1
2.4 fﬂ = ' f" }of P . fn +d(p) et
@h he= 2 b Gt oy = e T Gy

Wielkosei £, 1, ﬁ,H mogg by¢ traktowane jako proste ckstrapolacje poszuki-
wanych na koncu przedziatu wartosci funkcji f,44, 1,4y 2 o) moze by¢
traktowane jako uSredniona wielkos¢ p-tej pochodnej funkcji f w rozwazanym
przedziale. Aby okredlié nieznany wspolczynnik @l spelniamy w sposob
catkowy roéwnanie ruchu (1.5) w przedziale At:

At
25 f Wi, +4f,+B,+CI F7+DB-Q)dt =0, m=1,3.
0

Z definicji okreslamy nastgpujace ilorazy catkowe:

At .
{ W de
[¢]

Aar

{ wndi
0

(2.6) =0,49, qe(l,p), f=1, 0<0,<1, m=1,3
q P N
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Wykorzystanie (2.6) prowadzi do okreélenia calek wystgpujacych w (2.5):

At

JWAE oty g

Tm= f” ﬁq_i_aip) 9p5
fwa q! P!

Q
At
] Whit 1y e A1
= fn 1+ul"1 0‘p-—ls
L Fwa AT o
0
.7 .

(_!. wfl dt p7tg A2 ) AP~ 2 -
At = Z fll 2' q 2+aﬂ 21 ep—z:l
j‘ W dt a4=2 (_)’ (_)‘
]

At’

{ WQat

[¢] _

At =Q5
| Wt
]

W oznacza funkcje normy.
At

Dzielac réwnanie (2.5) przez | W™dr i wykorzystujac (2.7), mozemy
0

napisac

g=1

rola AT oy AET? e A
(2.8) ( fn Weqﬁz“i'as'p)wepﬁz)‘i‘fl(z f"Wqu]'F

AP~ 1 : rola Ap At?
1 R (2}
+- orfP =) ep"l)_!_B(qu £, Y 0, + o] o Bp)+

p_lag gt At r_ta A
+C £ 0, ol —— 0, f, — 8.+
(q;1 (g-nr ! -1t 7 1)(42'0 gl

AV Pl A AP\
(r} {p) _ 0=
+ ot ol 9p> +D(q};0fn 4 0,+ o o Bp) Qg=0.
Z ostatniego réwnania wyliczamy nieznany wspé{lczynni'k ol Przedtem
dodatkowo przyimiemy pewne uzasadnione uproszczenia w obliczeniach
skladnikow nieliniowych w réwnaniu (2.8} ograniczajac wielkosc o do-
pierwszej potegi:
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r_la A At? 3 LA B T 3
f, 0, + o = f, ———9) +
(:;Zo g p! ") (qu g
=¥ qu 2 A
(g1 2
‘ =0 p!
Pl e A 2 fr=la g
29 £, —-—-WB +Gt“’)~*9) ( f,,—ﬂ) +
29) (z p! ‘IZO q! !

Pl Al At?
+2(2 f,,B) P! o

g=0
polg  ppat AP 1 rola A \?
£, o @, 4o g [ f, e) n
( =01 %t o & ) I
p=laq A1 At? p=lq Ap 2p-lyg g1
(D) ~ -
+2(Z by e")a" p! B”] (qzof" q! e“) qZ b=t

A e gl O\
(P} M S
+anp I:(p—l)! 9‘"71 (q=0 f" q! ﬁq) +

7-1 pola A AtF
(Z f ! q 1)(ngfn q' eq) p' BP:l

Wykorzystujac (2.9) okreslamy o z rownania (2.8):

AP~ 2 A1 AP
- (210) d;}") = {—(Fi)—r epfz"l"A ‘(W Bp_l'l'B ?ﬂp+

cl| A7 2%9 [ } 3p A7 g 12 }_1

+ FPEEY e - ] + " n + n X

[(p'_l)! -§-1 +1 +1 p +1
X{Q"ﬁﬁi“flf;u+1“BTn+1;Cfn+1Tnzﬂ““DTnz'H}-

W rownaniu (2.10) wiclkoéei T4, .., T,,, moga by¢ traktowane jako $rednie
wartosci f, f; i ¥ w przedziale At. Dodatkowo definiujemy nastepujace sumy:

p-laq A
i‘n+1: Z f, —-0
0

q= gt v
: I p-—l a Atq71
(2.11) ?”1:.121 fnmﬂq—h ]
e pmlag g2 2
fr0= QZZ f, Wﬂq—z-
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Algorytm p-tego rzedu wymaga znajomodci wartodci §, oraz wszystkich
wartoéci pochodnych f, do rzedu p—1. Sama procedura ma postaé reku-
rencyjng opisang ponizej w czterech nastgpujacych punktach: 1) okreslenie
wielkodci T, 1, ?,,H i T,,H z rownan (2.11). 2) Okrelenie z rownania (2.10)
~ wspolczynnika o). 3) Wyliczenie wielkosci f,, 1, f,, ; itd. z réwnan (2.3) i (2.4).
4) Powtorzenie obliczen zawartych w punktach 1—3 w nastgpnym kroku.
Podstawowym problemem w tej jednokrokowej metodzie jest odpowiedni
wybor wspolczynnikow 0,, 8,, .., 8, oraz .odpowiednie przyjecie przedziatu
czasu At. 3

Metoda powinna byé bezwarunkowo stabilna i nie powinna wnosi¢
tzw. tlumienia pasozytniczego. Obie te kwestie byly przedmiotem badan
szczegolowych w cytowanej] pracy Woode'a [22] i nie bedziemy o nich
tutaj dyskutowad. W pracy zastosujemy bezposrednio do obliczen algorytm
8822 polegajacy na ograniczeniu stopnia wiclomianu aproksymujacego do
dwoch. Ten kwadratowy algorytm stanowi jedno z podstawowych narzedzi
dynamiki konstrukcji w liniowym zakresie tej pracy. Niniejsza praca jest
proba rozszerzenia metody na zagadnienia geometrycznej nieliniowosci. Pod-
stawowe wzory robocze wynikajace z rozwaian ogolnych (2.3), (2.4), (2.10}
i (2.11) sg kreslone w sposdb nastgpujacy:

(2.12) TJH—I = fn+fn At el_a A= 6!;% z’ B= (':%9
. . . _ wyT ey
f1|+1:‘fm Cz__hZ__’ D= W

OkreSlamy wspdiczynnik o>

At?

(2.13) @ = {1+A At 0,4+ B 0, +C 40,52, +4:20,F .. T, 0+

3 -1 — ) e —~
"PjDﬂfz 0, f;?ﬂ} X{Q—?nﬂ‘"*A fu+1“*B?n+1—Cfn+1 fn+1_D§‘n2+1}'

Okre§lamy poszukiwane wielkosei f,. 1, f,,; na koncu kroku At:

. Ar?
foor =L+ 4t fn+a§12) T,

(2.14) .
fop =1, +o2 At

Wielkosé obciazenia zewnegtrznego mozemy okresli¢ za pomocy wzoru (2.15):
(2.15) Q=8 Qi +(1-0)Q, Q=2

Metoda SS22 jest bezwarunkowo stabilha przy 0; = = i 0, = 0;.

7




DRGANIA SWOBODNE | WYMUSZONE BELK] Z DUZYMI UGIECIAMI 369

Podobnie jak wszystkie metody algorytm SSpj jest obarczony pewnymi
bledami numerycznymi. Wedlug [21-22] blad aproksymacji moze byé
zdefiniowany w sposob nastepujacy:

At?
IS (o) — o).

Biad amplitudy jest rzgdu O (A¢2), a blad fazy rzedu O (4t). Jesli po-
szukamy normy miary tego bledu, to moze ona byé kryterium zezwala-
jacym na odpowiedni dobdr kroku Ar:

At?
W(ﬂﬁ”)—dﬁﬁ)ﬂ

Druga metods zastosowana w pracy jest tzw. metoda punktu $rodko-
wego. Podstawowe formuly tej metody dla réwnania rozniczkowego f' =
= g (x.t) sa okreSlone w sposéb nastgpujacy:

(2.18) f,=f, o424, , n=2,3,.., At=t—t, ;.

(2.16)

(2.17) >E

max "

Potrzebng do rozpoczecia obliczen wartod¢ f;, mozna wyliczyé dowolna
metodg, na przyklad metoda FEulera:

fn - l‘l:-‘l_'_ﬂt i‘nwia
(2.19) dla n=1.

fn =g (xm tn)s

Aby zastosowac pokazang metode, przeksztalcamy rownanie rozniczkowe
(1.5) do ukladu réwnai roézniczkowych pierwszego rzedu, stosujac  pod-
stawienie '

(2.20) f=2, 2=Ae—Bf-Cif—-Df_Q, f=3z,
co prowadzi do wzordw rekurencyjnych nastgpujacych:

Zy = zn—2+2At Zy—1,»

(2.21) .
. f,,:f,,_2+2Atf,,,,1.

Biad lokalny dwukrokowej jawnej metody réznicowej dyskutuje sie w [16].

3. REZULTATY OBLICZEN NUMERYCZNYCH. WNIOsKI

W ninigjszym rozdziale podamy wyniki rozwigzaf numerycznych réw-
nania (1.6) opisujacego drgania swobodne i rdwnania (1.5) opisujacego
drgania wymuszone. Rozpatrywano belkg o przekroju prostokatnym 0,5 x 3 cm
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Rys. 1. Drgania swobodne belki z duzymi ugieciami, duZe {tumienie. Warunki poczatkowe:
Sy =0,5¢cm, jm, =0 —krzywa (@), f;y =0 frap = 5 emy/s — krzywa (). ORIC — 1 Mikrokom-

g it (Bl 2,
_puter. 0 =" - 0% = 536842/, B =025cm? n=1, T, =00860Ls @@=

2
Vi 4421,04'fom? 5%, wf T = 10 736815, T 386,53!/em’s,

— 732745, ©=0002s,

w; 7= 0,1465, m = 0,0117 kg,"cm I, =00313 cm*. Rzedne krzywej (b) malezy dzieli¢ przez 10.
Material belki: stal

Mate ttumienie

ot AN P P Dute Humienie

o5 b Y\ 1= 000158k

Fuyn ¥ em)

30
Fn(f}+wnT Fap)* WF Fapt) + 7 ha n{f)+ an Fa =00

Rys. 2. Wplyw tlumienia nma drgania swobodne. Warunki poczatkowe: fioy = 0, ﬂ0,=6cm,’s '
: n* EJ, 9

ORIC:~ 1 , T, =086s, a) krzywa 2 ma}ym

" tlumieniem n= cul T = 00073 by kizywa z duzym tlumieniem y; = @1 Tz = 0,073, m = 100.
o= LT kg/cm 1 Jub E,=1072E stali

R
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i diugosci 100 cm. Pierwsza czestodé drgan swobodnych takiej belki obliczona
klasyczna teoria przy uwzglednieniu matych ugieé wynosi 73,3871, a pierwszy
okres drgafi swobodnych wynosi 0,086 s. Materialem belki jest stal. Drgania
swobodne przy réZnych warunkach poczatkowych i réznych wspélczynni-
kach tlumienia lub masy albo sztywnosci pokazano w formie graficznej
na rysunkach 1, 2 i 3. Pod wszystkimi rysunkami podano szczegdlowe
wartosci warunkéw poczatkowych i wartoéci wspolczynnikéw 4, B, C i D.

oo §

B =y
i‘:
3dem

-0

Swat
Fofey + 0l T+ wh g+ 25 o an =) T =0

Fr) ¥ {cm)

Rys. 3. Drgania swobodne belki z dugymi ugigciami. Warunki poczatkowe fm,—05cm
Jioy =0 —kraywa (a}, Jioy =10, Jﬁ,;,,_SCm/s—krzywa (b) ORIC-1 Mlkrokomputer @ =

EJ,
= 53.68%/s; T, — 0865, m= 100-00117 kg/em, of = "lf S n=1L o =735t =
m

9 2
3““ = 64421 cm 2572 @l 01073751, 1"

=38683em s myr=y=

= 0,01461, z}%—: 1. Krzywa o — przemieszezeniowy warunek poczatkowy, krzywa b — pred-

kosciowy warunek poczatkowy. Rzgdne nalery mnoZyé przez 107! Epei = 1072 Egap lub
my = 100 - Myelki stati-

Na rysunku 2 przedstawiono wptyw thumienia na drgania swobodne; belka
w tym przypadku ma masg stokrotnie wigksza lub stokrotnie mniejszy moduf
Younga w stosunku do tego modutu dla belki stalowej. Rysanek 3 pokazuje
silny wplyw na rezultaty obliczen czestosci wy, ktdra jest rowna 0,1 czestosci
belki z rysunku 1. Na rysunku 4 pokazano odpowiedZ dynamiczna $rodka
belki stalowe) z uwszglednieniem tlumienia na dane zewnetrzne obciazenie
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1 Przabieg abcigienio w czasie
_ 10_ 1
0 - y
ot oz 03 o4 a5 of 07 as 09 {sek}
=(.07327
1
2 -
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")l(‘ Q= G S0
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' 4 .. . ' 3wk s GwRT s 2 _4 J
frgt 10 {em) F,,mﬂu,"%rF,,(ﬂfrm,z,ﬁ,{f)f—hT"Fn{tJf' h; Fn(ﬂFn{ﬂ:ﬁnﬂfﬂ

Rys. 4 Drgania wymuszone belki z duzymi ugigciami. Warunki poczqtkow;e Jioy =0,

X Je?
Siy=0 k=05cm, At=00005s, «=70001s @i =7536845 2 wit=353684s5"", ;921 -

= 64421 em fs72 =193s tem™?, @ =73,27s5"", Ty =0,08601s ORIC-1 Mikro-

komputer. Material belki: sial. gq = I0 Nem™%

[372]
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Przebieg sheigiania w czasie

. . 4o .
A A ‘¢|<‘ q(x}“%’“”%

| S —

2 Fd
" 2 3w, 3 QW T ; 7 g
Fafti+ 05 T bygey + 0 By Tzﬂ Faper* _—h? Fatt o) = 55 Pee)

Fal ~ 107

Rys. 5. Drpania wymuszone belki z duiymi ugieciami, Mikrokomputer ORIC-L. h=0,5cm,

2
b=3cm, dt = 0,001 s, 1 = 0,001 5, 0 = 53684572, w}1=153684 s~ !, 3;:)21‘ =64421cm™ 2577,
- Jof 1 121 s L .
wy = 73,2781, T, = 0,08601 s, P 193 cm™* 57 . Rownanie rozniczkowe nieliniowe nie-

mx
!
20 =0, £,{0) = 0. Material belki stal.

. . . TX
jednorodne problemu. w (x, £) = f, {(£)-sin , g{x, )= P(t)-g{,-smT. Warunki poczatkowe:

[373)



Preebieg obcigzenia w_czasie

p(t)

——t
43 04 (sek)

g5

2
2.4 2 Jwn .3
fan* Wt F;lf“ Fulp fapt) 'h'z'"' Fm’(} +

2
Qu, T . .
= h‘;'_ Fog) Fary =gt
fl(fooSf”%(
ol f;fﬂﬂ:[%g

Fott) } j«__.._{_._———,t

' Rys. 6. Drgania wymuszone. §, =05, 0, =10, 4t =0,001 sek. Réwnanie nigliniowe. Proce-
dura rozwigzania ,5522" Mikrokomputet .Zenith 7 100”. Warunki poczatkowe ful®)y=10,

‘ 0«0
AO)=0, g{x.1)= "q{—X)H(t), H{)= { , A=w?=53684 (1), B=oi=>53684 (571,
: Ll 1i>1
3e? 9ap T o
7= C=64421(s"1em ™Y, D= = 193 (s~ em " 2), ¢ (x, ) = —= 107 (cmm/s?).
f
A 2] .
yﬁmﬁ% g-gsin®
A —
-g5 |-
10 cmfsek’

Stadt praytoionege
obcigzenia

2 2.
. N 3wh 3 JwaT 7
Fn{f) I(Cm) Fn(ﬂ”‘-’r%'rﬁ)(f)*wg rn{ﬂ*"n; fmt hg '[;:'(ﬂ Fn{rl=a

Rys. 7. Drgania wymuszone harmonicznie 0; =05, #; =10, Warunki poczatkowe: fio;jo,
" fiy = 0. Réwnanie nieliniowe. Mikrokomputer Zenith Z-100”, ,8822" procedura. { = g/m=
— 10000 -sin (750 ¢/27), 4t = 0,001 s, te(©, 1,5 s

314
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~ dynamiczne. Obciazenie w postaci tzw. gorki sinusoidalne] ma przebieg
w czasie typowy w problemach sejsmicznych. Maksymalue naprezenia w tym
przypadlku nie przekraczaja granicy sprezysfosci, natomiast ugiccia sa duze.
Na rysunkach 5 i 6 przedstawiono réwniez drgania wymuszone. Obcia-
zenic w czasie ma ksztalt trapezu lub opisane jest funkcja Heaviside’a.
Za wspoltczynniki 8, 1 0, przyjeto 0,5 i 1, wielkod¢ kroku At = 0,0005
i 0,001 s. Na rysunkach 7 i 8 obcigZzenie w czasie jest harmoniczne, $lad
jego jest odpowiednio zaznaczony.

Gm= q,,.sln -

Stod preytoionego obcigizenia _ Atl.m [\
n rJ’m

M /\/\ | /\m
Uadial

3 ; EPA 9T ; .
Fatert ORT gty i bt S ey =7 i ot = @

~025 -

g25 |-

hinV

- Rys. 8. Drgania wymuszone harmonicznie. Rownanie nieliniowe. Procedura ,8522”. Mikro-
komputer ,Zenith Z-100” @, =105 @, =1 At =00015s Q= q(x)sin (1500 t/2n). Warunki
poczatkowe fuoy = 0, fuo) =0

Obliczenia przeprowadzono na komputerze Zenith Z-100 i Oric-1,. pro-
gramy napisano w jezyku BASIC. Obie procedury testowano na rdéwnaniu
lintowym rézniczkowym drugiego rzedu. Z przeprowadzonych obliczen wy-.
nikaja nastepujace wnioski. Czgstoéé kolowa geometrycznie nieliniowego
zagadnienia drgan swobodnych jest zawsze wigksza od czgstosci kolowej
belki z malymi ugieciami obliczanej klasycznie. Czestoéé. i okres drgan
swobodnych belki u duzymi ugiecianmi zawsze zalezy od amplitudy ugiecia.
W belkach z nieprzesuwnymi podporami obliczanych wedtug teorii drugiego
rzgdu (efekt nieliniowosci geomeltyczne_]) wystepuje zawsze duza sila rozcia-
gajaca i 051owa proporcjonalna do ugieé. Sila ta zwicksza sztywnosc belki
na zginanie, zmniejszajac amplitudy ugie¢ w stosunku do amplitudy ugxgc
tej samej belki obliczanej kiasyczme —
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PE3WME

CBOBO)IHLIE 4} BLIHY)I(,[[EHHBIE KOJEBAHHWA BANKHW C BOJABOIMMH
MPOTUBAMH

B pabore obcyxfparorca csobGomuble W BWHYMNjIGHEBE Kojebauma swixoynpyrodl Ganxm

¢ HemepeuBmkHbLIMK onopamu. Hporuber Ganky ssusores Goabimpmu. Hennueitnoe ypasHerne
- JIBHXCHHA WHTErPEPOBANOCE WACICHHO, OIMpafck Ha MeTtod SSpj. W ueHTpampHOH TOYKH.
PaboTa unOCTPRPOBAHA DAJIOM PACYETHRIX HPHMCPOB.
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SUMMARY

FREE AND FORCED VIBRATION OF A BEAM UNDER LARGE DEFLECTIONS

Free and forced vibrations of visco-elastic beams resting on fixed supports are discussed.
The displacements are assumed to be large. Nonlinear equation, of motion is solved numeri-
cally; several numerical examples are presented.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA
INSTYTUT MECHANIKI KONSTRUKCH INZYNIERSKICH
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