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STATYKA I STATECZNOSC SIATKOWYCH
DZWIGAROW CIEGNOWYCH

HENRYKFRACKIEWICYZ (WARSZAWA) i RYSZARD TARGO WS K I (LUBLIN}

Stosujac uklad prostych elementéw skoniczonych sformutowanych na podstawie teorii
osrodkow siatkowych i nicklasycznej geometrii roZnicowej, w pracy przeprowadzono nie-
lintowa analizg statyczng diwigarow ciggnowych. Aczkolwiek Zaproponowana w pracy metoda
zastosowana zostala do diwigardw o topologicznie regularnej strukiurze, to moie byé uogdl-
niona ma diwigary o dowolnej strukturze i obciaZeniu zewnetrznym. Ze wzgledu na przyjecie
dowolngj geometrii konfiguracji poczatkowe] diwigara ciggnowego oraz nieliniowoéé od-
ksztalced, w pracy wykorzystana zostala metoda Newtona—Raphsona. Analizgy statyczng,
zaréwno analityczna jak i nuimeryczng, objgto plaskie i przestrzenne diwigary dwuciggnowe.
Analizg statecznosci ograniczono natomiast do plaskich diwigardow dwuciggnowych i plaskiej
postaci utraty statecznodci. Przedstawiona w pracy metoda moze byé jednak uogélniona
zardbwno na inne typy diwigaréw jak { ogolniejsze formy utraty stateczmodci.

1. Wstrp

Pionierski etap rozwoju nowoczesnych ustrojow ciggnowych charakteryzuja
opisane w pracach [1 i 7] konstrukcje B. Schnircha i V. G. Szuchowa.
Projekty Schnircha i Szuchowa nie wzbudzily jednak szerszego zaintereso-
wania nowym rodzajem konstrukcji i dopiero realizacia w 1953 1. w Stanach
Zjednoczonych wedtug projektu M. Nowickiego nowoczesnej hali wystawowej
z przekryciem w postaci przestrzennej siatki ciggnowej razpoczela nowy,
wspolczesny etap rozwoju ustrojow ciggnowych, Od tego czasu staly sie one
obicktem specjalnych badafi i studidw, ktorych wyniki stuzyty praktyce
1 utrwalone zostaly w bogatej literaturze przedmiotu. Rozszerzyl sie tez
znacznie zakres zastosowania oraz powstaty nowe rodzaje struktur ciegno-
wych, stwarzajace praktycznie nieograniczone mozliwosci ksztaltowania ukla-
dow konstrukcyjnych. .

Na'uwage zashiguje rozpoczety w latach siedemdziesiatych wzrost zaintere-
sowania konstrukcjami ciggnowymi w Polsce. Miarg tego zainteresowania
moga by¢ liczne publikacje i dwie konferencje naukowe poswigcone miedzy
innymi konstrukcjom ciggnowym. Badania wlasnodci tych - konstrukcji,
zwlaszcza prace w ramach problemu wezlowego 05.12, pozwolily na stwo-
. rzenie praktycznych narzedzi obliczeniowych w postaci komputerowych pro-
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gramdw analizy dowolnych lub szczeg(’)lnych struktur ciegnowych [9, 10,
111 12].

Bez wigkszych trudnoéci mozna wigc w chwili obecnej rozwigzywaé
praktyczne problemy obliczeniowe analizy konstrukeji ciggnowych. Wydaje si¢
jednak celowe prowadzenie dalszych badai i prezentowanie nowych opisow
problemu ze wzgledu na bogactwo zadafi teoretycznych i praktycznych
zwigzanych z ta klasa konstrukcji

Rozwazania nasze dotycza jednego rodzaju struktur ciggnowych o budowie
pasmowej, tzw. kratownic ciggnowych nazywanych w dalszej czedci pracy
pasmowymi dZwigarami siatkowymi. Rozwaza sic w zakresie nieliniowym
wstepnie sprezone dwupasowe dzwigary, ktorych wiotkie pasy polaczone sa -
pojedynczymi, odksztatcalnymi lgcznikami (sztywnymi lub wiotkimi). Skon-
czona liczba lacznikdw, ktére zapewniaja wspodlprace pasow diwigara, decy-
duje o dyskretnym charakterze ukladu. Miejsca polaczenia pasow z tacznikami
oraz miejsca podparcia paséw sa charakterystycznymi weztami dzwigara.

Budowa diwigara i konicczno$¢ wprowadzenmia decydujacych o jego
praktycznej przydatnosci sit wstgpnego napigcia, ktore silnie Zwigzane sq
7 obiektami geometrycznymi, okreslajacymi poczatkowy ksztatt uktadu, zmu-
szaja do lacznej analizy zagadnied mechaniki oraz geometrii dyskretne
struktury. Ma to szczegdlne znaczenie w przypadku analizy diwigarow
przestrzennych, dla ktérych warunki okredlajace poczatkowy ksztalt struktury,
pozwalajacy na stabilne wstgpne sprgzenie, nie sg fak proste jak dla
d#wigardw plaskich [13]. Znane {omowione np. w pracach [4, 5 i 6]) metody
analizy dZzwigarow ciggnych stwarzaja pewne trudnoéci w realizacji przed-
stawionego podejécia analizy dZwigardw lub nie pozwalaja na jego realizacje.
Brak tez metody analizy zagadnienia statecznosci plaskich dizwigardw, w
ktérych wystepuja Sciskane laczniki pomigdzy pasami. Dlatego jako cel
niniejszej pracy przyjeto opracowanie metody analizy zagadnien statyki i sta-
tecznoécl wstepnie sprezonych, dyskretnych pasmowych diwigaréw ciggno-
wych, ktéra umozliwi kompleksowe badanie wiasnodci dZwigardéw oraz zagad-
niefi geometrii dyskretnych pasm. W celu uporzadkowania i uproszczenia
geometrycznej i mechanicznej stromy rozwazaf przyjeto do opisu problemu
formalizm nieliniowej mechaniki oérodkéw siatkowych w ujeciu zapropono-
wanym przez H. Frackiewicza w pracy [2].

2. ZALOZENIA 1 OZNACZENIA

Jako model geometryczny dZwigara przyjeto pokrywajacy sic z jego .
wezlami, dyskretny powierzchniowy zbiér punktow polaczonych jednostron-
nymi lub dwustronnymi wiezami. Do opisu modelu wykorzystano wspol-
rzedng &1, ktéra przechodzi przez wezly nalezace do jednego pasa dzwigara.
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Rozroznia si¢ dwie konfiguracje modelu dzwigara, konfiguracie poczatkows
okreSlona przez sity wstepnego napig¢cia ukiadu oraz konfiguracje aktualng -
okreélona przez dane wplywy zewnetrzne. Pod pojeciem wplywow zewnetrz-
nych rozumie si¢ tez zmiang sit wstepnego napiecia ukladu. ZaloZzono, ze
znana jest konfiguracja poczatkowa diZwigara, a skladowe obiektow okres-
lajacych konfiguracje aktualna, dla danych wplywdw zewngtrznych, obliczane
s3 W procesie rozwiazania. ]

W pracy przyjgto ponadto nastgpujace zalozenia: 1) wezly dZwigara sa
przegubami kulistymi, 2) odcinki wiotkich ciggien pomigdzy wezlami maja
staly przekroj i przenosza tylko osiowe sily rozciggajace, 3) laczniki po-
przeczne sg sztywnymi pretami pryzmatycznymi lub wiotkimi ciegnami,
4) material dzwigara jest liniowo sprezysty oraz 5) na dZwigar dzialaja
tylko skupione sily zewnetrzne przylozone do wezlow ukladu.

W pracy rozrbznia si¢ trojwymiarowa przestrzen Euklidesa z baza ip,
p=1,2,3 oraz dwowymiarowa, opisana przy uzyciu jednej wspolrzednej &7,
dyskretna przestrzenr Riemanna z baza podstawowa e, w konfiguracji po-.
czastkowej lub z baza podstawowa ¢, w konfiguracji aktualnej zbioru punktéw.
Zbiory w odpowiednich konfiguracjach najezone sg wektorami jednostkowymi
€3 Oraz €;. '

Pozioma kreska nad symbolem oznacza, ze symbol ten odnosi sig do
wezlow pasa nazwanego pasem gornym. Symbole bez kreski odnosza sie do
wezldw pasa nazwanego pasem dolnym. W pracy obowigzuje konwencja
sumacyjna.

3. GEOMETRIA MODELU DYSKRETNE] STRUKTURY PASMOWEJ
Rozwaza sig, przedstawiony na rys. 1, plaski pasmowy zbiér punktow,
ktore pokrywaja si¢ z wezlami dyskretnego dzwigara ciegnowego. Zbidr ten
sparametryzowano jedna wspotrzedng &7, ktéra przechodzi tylko przez wezly
nalezace do jednego z paséw dZwigara.
Tak okreSlony dyskretny zbior punktdw moze byé traktowany jako
zbi6r powierzchniowy o szczegbinych wlasnosciach wyrdiniajacych go z ogdl-

(1+dalep

Rys. 1 ) Vg
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nej klasy dyskretnych powierzchniowych zbioréw punktéw sparametryzowa-
nych ukiadem wspolrzgdnych & (¢ = 1,2). Wilasnodcia szczegdlng zbioru
pasmowego jest cyklicznosé wspdirzednej &2 i wynikajace z niej przy 462 =1
nastgpujace zaleznosci pomigdzy wektorami e, i (1+48,)e,, e, 1 {1+468;)¢e;
. oraz e; i (1+48,)e; bazy podstawowej zbioru:

e2+(1 +52) €y = 0,
(3.1) (1+6,)(1+d;,) ey = ey,

€3 +(1+52) €3 = O
Przyjeta interpretacja i opis dyskretnego zbioru pasmowego, w poréwnaniu
z innymi mozliwymi sposobami opisu ma t¢ zalete, ze nie wyrdznia
okreslonych pasow dzwigara przez co, sprowadzajac uklad dwuwymiarowy

do jednowymiarowego, upraszcza wyprowadzanie i analize zwiazkow i rownan.
Z analizy rownan wektorowych (3.1) wynika, Ze

(3-2) inz:f212=05 Iizzﬁle)z=“2= b2=52:—2
oraz
(3.3) G+ T, T =0,

Nalezy zaznaczyé, Ze niczerowy obiekt najezenia b, moze by¢ obliczony
ze wzoru (c) wyprowadzonego w pracy [2] na s. 49 po przyjeciu znaku
(+} w tym wzorze.

Z ulkiadu réwnaf (3.3) mozna obliczyé wspolczynniki koneksji 1Y, w za-
leznosci od I'f,. Rozwigzanie ukladu (3.3) po uwzglednieniu zaleznosci (3.2)
ma postac

Flo=-rha+r{)=1,

(3.4) B
=T (1+I)

Wektory bazy podstawowe] zbioru okreélaja sktadowe obiektu podsta-
WOWEEO (b, Gop- Znana zalezno$é pomigdzy wspblczynnikami koneksji zbioru
dyskretnego i skladowymi obiektu podstawowego wyprowadzona w pracy [2]

5.&' gp.! _|_ 51) gst . 51 gsp

(3.5) ae AEr Ve

= 2Fsi,pgit"1'

+IES, (T A8+ T, 487y — Iy T, 487 gy

dla rozwazanego zbioru przyjmie posta¢ nastepujacego ukladu réwnan:

o, g - L
= 2Ty gu+ T, Ty gy 48",
a8
3 O1 912 . il i 1 i
=11+ =207 g+ 20, I AL T, 1)) g3,

4
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gr1—9gv1 = Iz Qo +Ti5 g3,
01 922

201 = I's Qg+ 115 gy AEY),
81922 - T, i 1
A7 —2(F21+g210) = If; (493, + 112 gi; A2,

s (2+F222)_922 = 0.

Réwnanie (3.6)¢ tego ukladu, po podstawieniu (3.2) spelmione jest ‘oz-
samosciowo. Do obliczenia wspotczynnikéw Iy, I3, pozostaje wiee ukiad
pigciu rownan.

Z analizy réwnan (3.6), s wynikaja nastgpujace wzory okreslajace jedno-.
znacznie skladowe I'f.

Iy = [Dgzz”“(gm AL —gy,) F1(—g ALY Y,

(37) )
Fzzl =[Dgy2—(g11 451—912) Flg A‘EI) Y
gdzie
g=det llgall, F=gi2+g12,
d1 g _
2D = 252 **(911—911)4151-

7 analizy réwnan (3.6), ,, po uwzglegdnieniu jako pomocniczego zwigzku
réwnania (3.6);, mozna wyznaczy¢ wspolezynniki koneksji I'f;. Nieliniowosé
rownania (3.6); sprawia tu jednak pewne trudnoéci obliczeniowe i dlatego
w dalszych rozwaZaniach do obliczenia wspolczynnikow I'f, wykorzystano
nowy ukfad réwnan liniowych,

Pierwsze rownanie tego ukladu wynika z analizy nastepujacego réwnania:

(3.8) (1+3) ez = (1+8)e; x(1+8,) ex (1+8) g *°

Ma ono pos‘raé
(3.9 MYy (LT3 AEY) AE' =Ty Ty A8 AL =

= (1+by 48 (1+8:) g™ g~ " (1 +13, ALY).
Drugie rownanie nowego ukladu uzyskano po zsumowantu rownan (3.0); o

. 5 gn
(3.10) Ty (Gra+T31 goa AEYV+HTE (gan+ 131 g AEY = ;51 =131 9n.

Wystepujaca w rownaniu (3.9) skladowa obiekto najezenia by = 0 lub b, = —2
(gdy T} < —1) w zaleznosci od rodzaju struktury. :
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Rozwigzaniem uklady rownan (3.9) 1 (3.10) sa nastgpujace funkgje:
Yy =(Cy Ly — Ly Az} {41y Lys—Ay Ly Y

(3.11) ) .
—rn = (All Li“Lll Cz) (Ail L21HA21 Lu) ’

gdzie
Lyy = (113 A8 48", Ly = —T3 Azt A8,
Ly=(L+by 48 (1+81) ™% -9~ —1-TF, AL,
Aiy=gra+TD31 gn AEY, Ay = g2a+ 131 g AEY,

81 921
AEt

Wyprowadzone wzory pozwalaja wyrazic wspolezynniki koneksji I, dy-
skretnego zbioru pasmowego przez skladowe gg obicktu podstawowego.
Pozwalaja wice w bardzo prosty sposob okresli¢ geometri¢ dyskretne)
struktury pasmowej, gdy dane sa odpowiednic wymiary jej elementéw skia-
dowych, W polaczenin z wynikami rozwazaf dalszej czesci pracy pozwola
one tez okreli¢ dopuszczalny ksztalt dyskretnej, wstepnie stabilnie sprezonej
struktury.

Cy= — I3y ga-

4. GEOMETRIA MODELU DZWIGARA WSTEPNIE SPREZONEGO

Praktyczna przydatnosé¢ struktur ciggnowych zwigzana jest jak wiadomo
z mozliwoscia ich wstepnego, stabilnego napigcia przy uzyciu odpowiednich
dzialan zewngtrznych. Dzialania te powoduja przejécie danej struktury z kon-
figuracji nicobciazonej do odpowiedniej konfiguracji wstepnie sprezonej, ktorej
parametry geometryczne sg §ciéle zwiazane z danym dzalaniem zewsnglrznym.

Jednym z mozliwych i czesto stosowanych dzialan, ktére pozwala sprezyc
struktury ciggnowe np. plaskie dzwigary pasmowe, jest uklad sit sprezajacych
przylozonych do wezléw brzegowych siruktury. Sity te okreélaja ksztalt
struktury, przyjmowany jako poczatkowy, i zapewniaia jej odpowiednia
sztywnos¢. . '

Dla plaskich dZwigardéw ciggnowych, na podstawie analizy modelu ciaglego
struktury, podano oméwione np. w pracy [6] odpowiednie kryteria geome-
tryczne, kt6rych spelnienie pozwala na wstgpne, stabilne sprezenie dZwigara. -
Przy zastosowaniu dyskretnego modelu dzwigara, ktéry dokladniej opisuje
rzeczywista konstrukcje, odpowiednie kryteria gecometryczne podane zostaly
w pracy [8] Sprowadzaja si¢ one do warunku, aby bieguny chwilowe
wzglednych obrotow odpowiednich elementéw dzwigara lezaly na jednej
prostej. Warunek powyZzszy zwiazany z budowa odpowiadajacych pasom
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(1+89)(1+64)@.

(1+dgi(1+dy)a

Rys. 2

diwigara wielobokéw sznurowych dla sit wystepujacych w lacznikach po-
przecznych moze by¢ przedstawiony w postaci analitycznej.

Przyjetemu modelowi dyskretnemu dZwigara odpowiada uklad wektorow
przedstawiony na rys. 2. Punkty przeciecia kierunkéw wektoréw a 1 4
wyznaczaja biegun chwilowy obrotu wzglednego lacznikéw poprzecznych
pokrywajacych si¢ z wektorami e, i (1+6;)e,. Kolejne bieguny chwilowe
obrotow wzglednych odpowiednich tgcznikow poprzecznych wyznaczaja prze-
cinajace sig kierunki wektorow (1+46y)a, (1+d,)a, (1+8,)(1+5,)a, (14+3,)
{1+d))a itd.

Sktadowe wektoréw a i a ukladu okreéla si¢ nastgpujacymi wzorami:

all =(F912— 912 /97 ) [G11 {912 — 911 (912)*17 ",
' =g a'912) (G12)"", @ =0a>=0,
ktoére wynikaja z analizy trojkata utworzonego przez te wektory oraz

wektor e;. Wzory (41) sa poprawne dia ogdlnego przypadku geometrii
dzwigara, gdy

(4.1)

GrilgeY —gui (§12) # 0.

W przypadku szczegblnym gdy g4; =4, | 912 = G2 # 0, wrory okreSlajace
skiadowe wektorow a i & przyjma postad

l =gz (29 !2)” L] ["2 == ﬂ;
-

(4.2) ~ L
ﬂ1=9'22(29’:2) Looat=9.

Wektor B z rys. 2 1 jego skladowe w bazic podstawowe} okreSlone sg
nastgpuiacymi wzorami:

=(e;+V, d" e) A,

5. at ‘
(4.3) BI—(Lkﬁm—+ﬂﬂU+6gw)A&,
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g‘c‘f]) B? = I (1+8,)a 4E% _
Warunek wstepnego stabilnego sprezenia dZzwigara moze by¢ przedstawiony
jako warunek wspélliniowosci wektorow B i (1+4,)B:

4.4) Bx(1+6,)B b Bxdé B=0.

Po podstawieniu do (4.4) przyrostu §; B, obliczonego ze lwzoru
 5,B=V, Feae

oraz po prostych przeksztalceniach réwnanie {4.4) przyjmie postal

(.5) eu BV, Bes=0, ik=1,2.

Z réwnania {4.5) wynika, 7Ze

(4.6) ' ex BV, BX=10.

Zwiazek (4.6) mozna tez przedstawi¢ w postaci

@n %;— = _%—ﬁ;_

Wyprowadzone zwiazki (4.6) i (47) sa analityczna postacia warunku
sprezenia 1 musza by¢ spelnione przez okreslone w p. 3 parametry geome-
tryczne modelu wstgpnie sprezonego pasmowego dzwigara ciggnowego. Po-
zwalaja one na prosta kontrole dopuszczalnosei konfiguracji i ksztaltowanie
dyskretnycH wstepnie spigzonych d#wigarow ciegnowych przy uzyciu kom-
putera.

5. STAN PRZEMIESZCZENIA 1 ODKSZTALCENIA DZWIGARA

Zmiane konfiguracji siatkowego dZwigara ciggnowego okresla jedno-
znacznie pole wektoréw przemieszczenia V, V wezléw pasmowego zbioru
dyskretnego (rys. 3). '

Wektory V i V. mozna wyrazi¢ w bazie podstawowej poczatkowej kon-
figuracii poczatkowej zbioru, ktora okreglona jest przez promief wektor r:

V= Vég,, V=V'g,

Promienie wektory konfiguracji aktualnej wyrazaja sig wzorami
R=r+V, R=7+V, |

a wektory powierzchniowej bazy podstawowej tei konfiguracji — wzorami

5, R _ &R

€1=—E§T, 51—'A—£1—,

(5.1)

EZﬂR'—R, E2= —€5.
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xZ“ . €y .

83=' £5= l‘a

Rys. 3

Wektory €,(a=1,2) okreflaja skladowe obiektu podstawowego w kon-
figuracji aktualne] Gy = €, €.

W bazic konfiguracji poczatkowej wektory €, i €, wyrazaja si¢ nast¢pu-
jacymi wzoraml

Eaﬁea+V‘,V"‘em, € =86+V, Ve, a=1,23.

Wystepujace w tych wzorach przyrosty kowariantne ¥V, okredlone sa przez
nastepujace Wzory:

R
V, V¥= "—:Tél—'Fﬂfl (1+6,) V¥,
8, V?

e et ———+by (1+6,} V3, gdy b, #£0,

(5.2)
' V2 V1:{1+F21) Vl—

Vo V2=TH V' —V2_y2
Vo, V3= 133,

z ktorych przyrosty kowariantne sktadowych P* obliczyé mozna po odpo-
wiedniej zmianie symboli.

Sktadowe obicktu odksztalcenia rozpatrywanego diwigara, ktdre okreélaja
wydtuzenia wzgledne lacznikdéw poprzecznych 1 odcinkéw pasow pomiedzy
wgzlaml sg okreslone nastgpujacymi wzorami:

53) v =V Vo gu+05(gg V, VE-V, VSV, V3.V, V3)
' Tu= Vi V* Gt 05 G Vi V5 Vi VU4V, V3.V, 72),
Odksztalcenia wzgledne g mozna obliczy¢ z nastepujacego wzoru:

/142y, (gii)_l -1,
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dia skoficzonych odkszialcen lub ze wiZoru & = yy (g ' dia odksztalcen
dostatecznic matlych. :

Skladowe obiektu podstawowego konfiguracji aktualnej dzwigara okre- 5
lone sa wzorem '

Gy = gu+ 2yu-
6. STAN NAPIECIA DZIWIGARA

Uklad sit dzialajacych w tacznikach poprzecznych i odcinkach pasow :
okreéla stan napiecia dzwigara w konfiguracji poczatkowej wstgpnie sprezonej,

a wraz z obciazeniem w konfiguracji aktualnej. Do opisu tego stanu wprowa-

dzono jak w pracy [2] kontrawariantne skiadowe wzajemnego obiekiu
napiecia g2, ktore wyrazaja si¢ wzorami E

A

T4 B R * 4
qi=———=— Ha=4d4, 4= " ;=
\/gAA \/GAA

T, jest skalarem okre$lajacym sile w lacznikach poprzecznych i odcinkach -

*
pasow dzwigara W konfiguracji poczatkowej, al, w konfiguracji aktualnej..

a %
Wektory Q, 1 Q, sit dzialajacych w tych elementach w konfiguracji
poczatkowej i aktualne] wyrazi¢ moina pizez skiadowe w bazie pod--.
stawowej konfiguracii poczatkowej: ' '

(61) QA:Qﬁ e, Qa="rhe,

a wektor 6 przez skladowe w bazie podstawowej konfiguracji akivalnej:
N i

(6.2) Qi=d1ess (L)

Pomiedzy skladowymi g4 i p% istnieja nastepujace zaleznodci
ph =44 Y.V,

L (63) ' ph=qivaVs

Pi = Zisf Va V2, (IA),

ktére wynikaja z poréwnania wzorow (6.1) 1 (6.2). Wzory te zostana wyk
rzystane przy wyprowadzaniu réwnah rownowagi dzwigara. '

7. ZWIAZKI FIZYCZNE

Zwiazki pomigdzy sktadowymi obiektu napigeia a skladowymi obiektu
odksztatcenia, przy skonczomych przemieszczeniach wezlow i skoficzony(
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odksztalceniach elementéw dZzwigara, maja postaé
:_ (7.1 ii= [Wa(l+4, tA“\/@‘—AA) (\/é:;:)— 1— fA] (\/CTA:)MI,

“w ktorej ¥, oznacza sztywno$é podluing elementu dzwigara, 1, wspol-
. czynnik liniowej rozszerzalnosci termicznej, ¢, roZnice temperatur konfiguracji
~aktualnej i poczatkowej oraz A, odksztatcenic pierwotne lgcznika. Dia
. dostatecznie maltych przemieszczen i odksztalcen wzor (7.1) przyjmie postaé.

.5 (7.2) 44~ gi—vas lad+v (Vaaa) lgad™ "

Wzor (7.2) moze by¢ wykorzystany do wyprowadzenia liniowego ukladu
Zrownath przemieszczeniowych ktore pozwola na opracowanie iteracyjnego
“algorytmu rozwigzania réwnan nieliniowych statyki dzwigara lub przybllzonq
analize zagadnienia statyki dZwigaréw silnie sprezonych.

8. ROWNANIA ROWNOWAGI DZWIGARA

Wektorowe rownania rownowagi pokazanych na rys. 4 charakterystycz-
nych weziow 4 1 A dZwigara maja nastepujaca postad

=5, Q= (145 O+ (148 P =0
8.1) . .

Ze wzgledu na nicliniowos¢ geometryczna zagadnienia réwnania powyzsze
odnosza si¢ do konfiguracii aktualnej dzwigara.

Skalarne réwnania réwnowagi, po przedstawieniu wektoréw sit i obcia-
zenia zewnetrznego w bazie podstawowej konfiguracji aktualnej i rozwinieciu
przyrostow kowariantnych, przyjmg postaé

8y 8L+ T (1+8,) 8 A8 4+ FL (146,) 82 4¢t
| — (g} +1% A8 (L+6,) P,

Rys, 4
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P2 (1480 8 a8 +(1+12 42 (14 6,) 42 =
£ %
=(g2+T J 48N (1+6,) P,

B

2 (146 41 A8+ 131 (1+8,) &2 481 = (3 +1' 3 48 (14 89) P,
(8.2) £ * % i . '
S, g+ T (1+8)) gt A +TF, (L+6,) g3 A8 =

# *
7 = (g, +14 AEN (1+6,) P7,
* %
I3 (1430 g} A8 +(1+TH AE) (1+6) 83 =
x x;
= (g2 + 3 A6 (1+6,) P,
s Ky opt 13 %2 4rl 3, F3 ppt 23
T3 +8)q AL + T35 (14 8,) g3 ALY = (g5 + 171 AE7) (1464) PP

Wyrazajac wektory sit w elementach i obciazeniu zewngtrznego diwigara
przez skladowe w bazie podstawowe) konfiguracii poczatkowej, uklad
rownan (8.2) mozna przedstawi¢ w nastgpujace] postaci skalarnej:

8y P+ T (1481) piHgh + T (1480) po = (g + 1Y) (14 81) P,
8y pi+by (14+8) pi+(1+b) (148 p3 = (1+b,) (1+54) P?,

dla weziow pasa dolnego przy AE' =1 oraz dla wezléw pasa gornego
8y PEHTH (140,) Pi+(gf+ 1) (14+00) pi= (g + ) (1+6,) P,
8 Pi+by (148 p1-+(14+b1) (1+381) p3 = (L +b1) (1 +34) p?,

Z tego ukladu, po podstawieniu ze wzordéw (6.3) i (7.2) skladowych
wektorow sit w elementach dzwigara, otrzymad mozna lintowy uklad réwnan
przemicszezeniowych, ktory bedzie wykorzystany do analizy dZwigarow silnie
sprezonych oraz jako uklad réwnaf pomocniczych w iteracyjnym procesie
rozwigzania nieliniowego ukladu (8.3) lub (8.4) Réwnania (8.4) beda tez
wykorzystane do analizy numerycznej zagadnienia statecznosci ptaskiej postaci
konfiguracyjnej aktualnej pewnych typéw dzwigardw ciggnowych.

(8.3)

(8.4)

9. STATECZNOSC PLASKIE] POSTACT KONFIGURACTT AKTUALNE} DZWIGARA

Diwigary ciegnowe, w ktorych wystepuja $ciskane faczniki pomigdzy
pasami, powinny by¢ poddane badaniu statecznosci globalnej konfiguracji
aktualnej odpowiadajacej danemu obciazeniu zewngtrznemu. DZwigary takie
moga byé bowiem w- pewnych krytycznych stanach napigcia i obciaZenia,
ktorym odpowiada wiecej niz jedna posta¢ konfiguracji aktualnej dzwigara.
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W przypadku diwigardw plaskich obciazonych plaskim ukladem sit zew-
netrznych, krytycznemu stanowi napigeia i obcigzenia odpowiada pidska
i przestrzenna posta¢ konfiguracji aktuainej dZwigara.

Do opisu 1 rozwiazania zagadnienia statecznosci dzwigara plaskiego
zastosowano metode przedstawiona w pracy [3] Metoda ta polega na
odpowiednim wymodelowaniu zjawiska wyboczenia siatki plaskiej. Modelo-
wanie takie sprowadza rownania statecznoéci siatki do rownan roéwnowagi
statycznej polaczonej z nig konstrukcji poddanej dzialanmiu szczegdlnyc:
obcigzen, ktore sa liniowa funkcja tarczowego stanu napiecia 1 zaloZzonzgo
wychylenia siatki z plaszczyzny.

W rozwazanym przypadku, ze wzgledu na nicliniowosé geoms.yozing
zagadnienia, omowiony model zjawiska wyboczenia musi odpowindac kon-
figuracji aktualnej dZzwigara. Zmusza to do zastosowania specjainesc sposobu
poszukiwania krytycznego cbciaZenia zewnetrznego i stanu napigcia dZzwigara.

Stan rownowagi dzwigara plaskiego, obciazonego plaskim ukladem sil,
opisuje uklad réwnan (83) lub (84). Po rozwiazanin tego ukladu otrzy-
muje sie skladowe stanu napigeia i stanu przemieszczenia okreélajace aktualng
konfiguracje plaska dzwigara. Przejcie ukladu do nowej nieplaskiej kon-
figuracji aktualnej mozna uzyska¢ nadajac wezlom dZwigara infinitezymalne
przemieszczenia V? 1 V? z plaszezyzny aktualnej konfiguracji plaskiej.

Jak widaé na rys. 5, po wychyleniu dZwigara z plaszczyzny zmieniaja si¢
tylko kierunki sit w elementach dZzwigara. Rzuty na kierunek e, sil dziala-
jacych na wezly dzwigara moga by¢ w rOwnowadze przy obciazenin krytycz-
nym lub moga powodowaé zmiang konfiguracji dzwigara. W drugim przy-

Konfiguracia
<_okluding ptaska

Konfigurdcja

~<__poczdtkowd

Rys. 5
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padku powoduja one powrot dzwigara do poprzedniej ptaskiej konfiguracji
aktualnej lub przejécie do nowej, nieplaskicj konfiguracji aktualnej, ktorej
odpowiada nowy stan napigcia i przemieszczenia dzwigara.

Badanie statecznosci plaskiej postaci konfiguracji aktualnej dzwigara spro-

wadza si¢ do badania warunku rownowagl rzutdéw na kierunek e; sil E

dzialajacych na wezly diwigara.

Skalarowe réwnania rownowagi tych sit maja postac
o.1) 8y pi+(1+8y) p3=0,
' 5y i+ (148 P =0.

Réownania te mozna przedstawi¢ w postaci nastepujacego ukladu liniowych
rownan algebraicznych 7z niewiadomymi skladowymi V3 i V3. '

©.2) ' KV=0.

W rownaniu tym

K, K i
K, K, K;
k=| Bk
K, K; K3
1 Ky K;_

V= [Vz, 1/3, Vl, V25 I/Ba e Vla VZ]T’

1 0 .
Kl{gl ql], Ky =(1+8) Ky,

1

K, =(=1) gl +(1+61) (gi+93), (1+36,) ¢
i (1+é)qd » ai++d)(@i+ad) ]
V3 {Vﬂ ' {Vﬂ
Vi=+ . V, =< , V=< ‘
. {V3J>(€1) : -V3j(§1 +1) ? V3j(::1 +2)

Krytyczna plaskg konfiguracje aktualna dZwigara, dla ktorej istnieja
niezerowe rozwiazania ukladu jednorodnych rownan algebraicznych (9.2)
okreéla nastgpujace rownanie: '

9.3) det K=0. -
Badanie przebicgu nastepujacej funkcji parametru obcigzenia
(9.4) F=det K,

pozwala okredli¢ krytyczny stan napiccia i obciazenia dzwigara. Zlozona .
postaé tgj funkcji zmusza do badania numerycznego przez obliczanie wartosci
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Statecznosc pasmo
ciegnowege

Okrestenie paramelrdn )
_konFiguracyi poczqtkowe]

P=0

Okreslerre parametrow
konfiguracfi oktuatnej
Formowanie mocierzy K
H

¥
[ Foern ]
< =1 D

[(B#F)>0

TAK

Rys. 6 Stop

funkcji dla dyskretnie zmieniajacego si¢ argumentu (parametru obciazenia),
Stany rownowagi diwigara odpowiadajace kolejnym przyrostom obciaZenia
okreslone bgda metods iteracyjng.

Algorytm obliczenn przedstawi¢ mozna w postaci schematu blokowego
{tys. 6).

10. DopUSZCZALNE KSZTALTY DYSKRETNYCH PASM WSTEPNIE SPREZONYCH V

Zajmiemy si¢ teraz okresleniem konfiguracji dowolnego dzwigara pasmo-
wego, ktora pozwala na istnienie stanu wstepnego napigcia ukiadu. Jak
wiadomo, moga tu by¢ wykorzystane znane sposoby okreslania. konfiguracji
poczatkowe] wstepnie napigtych siatek ciegnowych np. s3posdb preedstawiony
w pracy [13], gdzie podano tez wykaz prac, kidre zajmowaly sig miedzy
innymi tym problemem. Jednak ze wzglgdu na szczegdlng geometrie pasma
ciggnowego wydaje si¢ celowe sformulowanie nowego algorytu, kiéry po- .
zwalatby okresla¢ dopuszczalne konfiguracie dowolnych pasmowych diwi-
garéw ciggnowych (plaskich i przestrzennych) bez ograniczen geometrycznych
oméwionych w cytowanej pracy [13].
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Zaldézmy, Ze stan wstgpnego sprezenia diwigara okreslony jest przez
niezerowe sity wewnetrzne i zerowe ohcigzenic weztowe. Przy tych zaloze-
niach, z analizy réwnan rownowagi (8.2) wynika, ze skladowe obiekiu
najezenia i wspolczynniki koneksji geometrycznego modelu dzwigara spelnia¢
powinny nastgpujace réwnania: :

T by —byy (1+I7)=0,
IE by —byy (1+I3)=0.

Rownania powyzsze oraz zwiazki wyprowadzone w p. 3 1 4 pozwalaja
okreslaé ksztalty dowolnych plaskich i przestrzennych pasmowych dZzwigarow
ciggnowych o dyskretnym rozkiadzie lacznikow. -

(10.1)

11. PrRZYKLADY OBLICZEN

W celu ilustracji przedstawionej teorii oraz w celu uzyskania informacji
o jakoSciowym charakterze pracy dzwigarow, wplywie zmian parametrow
geometrycznach i sposobu obcigzenia na pracg dzwigara oraz statecznosci
plaskiej postaci konfiguracji aktualnej rozwiazano szereg przykladow z za-
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kresu statyki i statecznos$ci dzwigaréw plaskich obcigzonych plaskim ukladem
sit zewnetrznych. Ogoblny schemat analizowanych diwigarow pokazano pa
rys. 7. W obliczeniach przyjeto liniowa zalezno$é pomigdzy naprezeniami
i odksztalceniami oraz E = 0,2-10° MN/m?2.

Rozwigzania przykladéw uzyskano na komputrze Odra 1325 za pomoca
specjalnego programu napisanego w jezyku Fortran IV. W opracowanym
programic wykorzystano wyprowadzone w pracy wzory (7.1) i (7.2) oraz

vim]
a7
a6
a5
Qa4
93
g2
g1

EASEA=2/3

77 3 753

Wiso e bk

hL-025 b\l\ﬁ‘—w’l”r{ X
= QJ/LL

20N 5 3 4
15
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: ALA ]
A?JA. l JZU

M,
B
3

b o0

120

b

Rys. 12 PLkN]

nieliniowy uklad rownan (8.3) ktory przedstawiono w postaci uktadu nie-
liniowych, przemieszczeniowych réwnan algebraicznych. Réwnania te rozwia-
zano przyrostowo-iteracyjna metoda wykorzystujac zlinearyzowany za po-
mocy zwiazku (7.2) uklad réwnan (8.3) Stan napigeia i przemieszezenia
dzwigara w procesie rozwigzama okredlano w nawiazaniu do konliguracii
poczatkowej. Pozwolilo to zmniejszyé bledy programu i wyeliminowalo ko-
nieczno$¢ obliczania wszystkich parametrow geometrycznych konfiguraciji
aktualnej dzwigara.
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Stan przemieszczenia dzwigara dla picrwszego stopnia obciazenia przyj-
mowano jako zerowe przyblizenie stanu’ przemieszczenia dla nastgpnego
stopnia obciazenia. Po pierwszych stopniach obciazenia, gdy wstgpnie znany
jest charakter pracy dZwigara, mozna bardziej dokladnie okreslic zerowe
przyblizenie stanu przemieszczenia W nastgpnych stopriach obciaZenia.
Usprawnienie takie pozwolito na znaczne skrocenie czasu obliczen.

W wyniku analizy numerycznej przykladow stwierdzono, ze © jakosciowym
charakterze pracy dzwigara decyduje glownie stan wstgpnego napigcia oTaz
geometria pasow ukladu.

Stwierdzono (rys. 8 i 9) jakosciowa analogig z liniowym ukladem belko- -
wym dla dZwigara silnic naprgzonego w konfiguracji poczatkowej. Jak po-
kazano na rys. 10, stan przemieszczenia niesymetrycznie obcigzonego dzwigara
o dhigoéci wzglednej tacznikéw h/l = 0,0005 rozni si¢ od stanu przemie-
szczenia dzwigara o wegledne] diugodci tacznikow h/l = 0,1500 1 nie zmie-
nionych krzywiznach pasow.

Na rys. 11 przedstawiono schemat przestrzennego dzwigara pasmowego,
ktorego ksztalt okre$lano przy uzyciu proponowanego algorytmu generacjt
dopuszczalnej konfiguracji poczatkowej dZwigara pasmowego.

Wygenerowane parametry geometryczne sg zgodne z parametrami geome-
trycznymi przestrzennego dzwigara ciegnowego, ktory uksztaltowano z dzwi-
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gara plaskiego zakladajac odpowiednie przemieszczenia weziow brzego-
wych [14]. ,

Stan napiecia i przemieszczenia dZwigara Ciggnowego, jako ukladu z jedno-
stronnymi wigzami, zalezy rownicz od sposobu przylozenia obciazenia zew-
ngtrznego. W procesie obcigzenia moga wylaczaé si¢ z pracy pojedyncze
clementy lub ich grupy co, jak pokazano na rys. 12, prowadzi do zmiany
schematu d#wigara, jego stanu napigcia i przemieszczenia. :

Sformulowane w pracy zagadnienie stafecznodci ptaskiej postaci kon-
figuracji aktualnej dzwigarow, w ktérych wystepuia Sciskane taczniki pomiedzy
pasami, rozwiagzano dla diwigarow o schemacie podanym na rys. 13,

W wyniku analizy stwierdzono, ze W kazdym z rozpatrywanych przy-
padkow obciazenia, podezas utraty statecznosci plaskiej postaci dzwigara
pracuja wszystkie elementy ukladu.

12. WnNIOSK1

Reasumujac wyniki uzyskane w ninigjszej pracy, nasuwaja si¢ nastgpujace
wnioski:

{ Formalizm mechaniki ofrodkow siatkowych, przyjety w niniejszej pracy
do opisu zagadnien statyki dzwigarow ciggnowych, upraszcza i porzadkuje
analize szeregu zagadnicf zwiazanych z geometryczng jak i statyczng strong
rozwazan.

Wyprowadzone zalezno$ci geometryczne pozwalajg obliczy¢ wspolczynniki -
koneksji zbioru pasmowego i okredli¢ dowolna konfiguracje dzwigara, w tym
konfiguracje poczatkowa. Nie wprowadza si¢ przy tym wicle ograniczen,
na ktorych oparte sg znanc metody generacji konfiguracyi poczatkowej
wstephie napigtych siatek ciegnowych [13]. Zakres zastosowania tych zwiaz-
k6w moze byé znacznie szerszy niz zakres zagadnien rozpatrywanych w niniej-
szej pracy. Jednym z przykladow zastosowania proponowanegb opisu jest
algorytm automatycznej generacji siatki wezlow MES podany w pracy [15].

Wyprowadzone rownania réwnowagi moga by¢ bezposdrednio zastosowane
do budowy algorytmu analizy numerycznej dZwigarow.

2. Zaproponowana metoda analizy statycznej dZwigarow cieggnowych jest,
sdaniem autorow, metoda, ktéra pozwala na laczna analize zagadnien statyki
i geometrii dyskretnego pasma. Mozliwo$¢ prowadzenia kompleksowej analizy
jest szczegblnie cenna w przypadku dzwigarow przestrzennych.

3. Opracowane i przedstawione w pracy metody analizy pozwalaja na
optymalizacje dzwigarow ciegnowych, rozszerzong na zagadnienie ksztalto-
wania struktury wewngirznej pasma ciegnowego (wzajemny uklad iacznikow
pomiedzy pasami). '
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CTATUKA W YVCTOMYIWBOCTb BAHTOBBIX $EPM

Henoapayercs cHCTEMa TPOCTHIX KOHEWOBIX BIEMENTOB, COPMYNHPOBAHHAN HA OCHOBC
TEOpPHA CETOMHMK cpeA H HekIaccHueckol Auddepennuancroll reomerpun; B pabore nposeacH
HeTHHeH RN cTaTHuccKuil apamns sanronbix depm. ITpemioxennsit B paboTe METOM, MCILOJL-
30BABHLH A (JEPM C TOTIONOTHYECKO-PETYASPHOH CTPYKTYpPOl, MOXET OnITh pacmpocTpanes
HA depmMbl C LPOH3IBOMLHOA CTPYRTYpOH ‘W BHelUHEH Harpy3koll. VUHTHBAR UPOHIBOILHYIO
TEOMETDHIO HAMATBHOR KROHGUTYPAIAH BaBTOBOH (epmsl, & TaKKe HEeNuHelHOCTL nedopManHi,
B paGore Guim wcnosbiobad meTol Heworowa-Padeona. Cratmveckudl asanm3 (KaK aganuTh-
veckuil, TAK M YWCNEHHEIH) OXDATHA TJOCKHE M IPOCTPAHCTBCHHEIE [BYXTPOCOBBIC (EPMEL
OBHAKO AHAZM3 YCTONMMBOCTH OrPaHHYEH X IUIOCKHM JBYXTPOCOBHIM (depMam # ILIOCKof
depMe ToTepu yeToHYiBOCTH. MeToR, TpencTaBACHHbE B paboTe MOKET OpiTh 07HaKo 0bob6IEH
kaKk HA (epMbl HPYTOTO THNA, Tak u wa Gojee obuwe QopMel noTepd YCTOHUHBOCTH.
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SUMMARY

STATICS AND STABILITY QF LATTICE CABLE GIRDERS

Utilizing a simple finite efement system derived from new formulation of the theory
of discrete laftice structures and nonstandard differential geometry, a finite element formu-
fation is applied to analyse the nonlinear behaviour of cable truss siructural forms. This
formulation, though restricted to fopologically regular trusses, is valid for anmy arbitrary
geometry and configuration of cable truss with or withoul load action. Due to the arbifrary
geometry and generation of initial geometry for cable truss forms, and also due to the
nomlinear nature of the problem a Newton-Raphson procedure is used in this analysis-
This paper discusses the analysis of a plane and spatial prestressed systems comprising
two cables connected together by hangers or spacers and presents the results of the theoretical
and numerical study of such systems. A general formulation has been derived for the lateral
instability of the plane truss forms. The formulation presented here is very general and can
be applied to.determine not only initial geometry for arbitrary prestressed two cables truss
forms but also to determine the instability of the spatial truss forms.

POLSKA AKADEMIA NAUK
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW FECHNIKE
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