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DYSYPACIA ENERGII W POLNIESKONCZONYM PRECIE
Z MATERIALU O WLASNOSCIACH PRAWIE SPREZYSTYCH

WACLAW GIERULS K1 (KIELCE)

W pracy rozwaiono zagadnienie dysypacji energii mechanicznej w pdlnieskornczonym
cylindrycznym jednorodnym precie z uwzglednieniem thumienia wewnegtrznego, przy obcigzeniu
okresowo zmienng sila o cyklu symetrycznym dziatajacym na poczatku preta. Wlasnode
materialu opisano pgtla histerezy o kszialcle réwnolegloboku ze sztywnym odciazeniem.
Przedstawiono réwnania oplsulacce zjawisko w sposdb §cisly. Przedstawiono tez przyblizona
metode ich rozwigzamia,

1. WsTEP .

Materialem o wilasnosciach prawie sprgZystych nazywamy materiat dla
ktérego, przy naprezeniach znacznie mniejszych od gramicy sprezystodci,
charakterystyka o (x}—e(x) jest nieodwracalna, a galezie Q¥ (z), @7 (¢} sa
malo odlegle od siebie (rys. 1) Dla takiego materialu spelniona jest wigc
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Tego rodzaju wiasnosci sq swiazane z caloksztaltern ziawisk zwanych thumie-
niem wewnetrznym materialu oraz mala, ale jednak wystepujaca, nieliniowoscia
charakterystyki o (x)—e¢ (x) dla prawie statycznych obcigzen. Pole zawarte
miedzy tymi galeziami charakterystyki okresla histereze sprezysta, reprezentu-
jaca rozpraszanie energii mechanicznej preta w zakresie odksztalcen sprezy-
stych. Podczas obcigzenia okresowo zmienng sila pdinieskonczonego preta
wykonanego z takiego materiatu, czgé¢ energii mechanicznej jest rozpraszana.

Przedstawiona praca zawiera rozwazania dotyczace tej rozpraszanej energii.
Bedziemy zajmowad sie procesem ustalonym, rozumianym w ten sposdb,
7¢ w kazdym przekroju poprzecznym preta ustala sig cykl odksztalcen
i naprezen przebiegajgcych wedihug petli histerezy sprezystej. Proces drgan
ustala si¢ przy ilodci cykli obcigZzenia zewngtrznego dazacej do nieskoficzo-
nosci, co wykazano w pracy [3]. :

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Celem pszedstawionych rozwazan jest okreSlenie ilodci traconej energii
mechanicznej',:j‘.“jgej rozkladu w czasie 1 wzdluz dlugodci plonieskonczonego
preta przy obciazeniu sila okresowa. PoniewaZ do ukladu dostarczona jest
w. przedziale czasu rOwnym okresowi sily wynuszajacej (27) ograniczona
iloé¢ -energii mechanicznej, przeto takze ilos¢ dysypacji energii w czasie 2T
jest ograniczona i nie wigksza od iloéci energii dostarczonej. Wytracana
ona moze byé na skonczonym odcinku prgta (rys. 2a) i wtedy jej warto$é
WYnosi -

. f

2. . E,= | E;(x)dx,

; . 0

-gdzie E, oznacza energic mechaniczna dysypowana (tracona): E, (x} ilod¢
energii mechanicznej traconej w czasie 2T w przekroju preta o wspoh
Yzednej x; [ diugod$é odcinka preta, na ktdrym tracona jest energia. Energia

‘moze by¢ tracona na nieskofczonym odcinku preta (rys. 2b), lecz jej wartosc
musi byé ograniczona,
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(2.2) - E, = ;f E (x)dx < co.

7 Rozfdad wzdluz dlugodci preta energii mechanicznej rozpraszane) w czasic
okresu sity wymuszajacej 27T jest rowny iloczynowi pola powierzchni histerezy
opisujacej zalezno$¢ o (x}-+&{x) dia przekroju o wspolrzednej x 1 pola
powierzchni przekroju preta S (x)
. Smax(x). .

(23) - Ejx)=8(x) | [R7 (-0 ()] de,

_ smin{~x)
pdzic S(x) oznacza pole powierzchni przekroju preta. Sredmia - predkosé
rozpraszania energii E¥ (x) w wybranym przekroju preta okre$lamy wzo-
rem’ (2.4) '

E, (x)

(2.4) Ef (x)=—

Energia moze by¢ dysypowana w sposob ciagly (réwnomiernie lub nie) albo
tylko w pewnych przedziatach czasu.

Przedstawiona na rys. 1| petle histerezy zastapimy petla ograniczona
odcinkami prostej (rys. 3) tworzacymi rownoleglobok. Aproksymacii doko-

o(x) &
A
/(/ BN ®
/2 g
h g o
/ —/h(x} Ea(X)=£g(x) £x)
74
C

Rys. 3

nujemy wedlug pewnej hipotezy. Na przyklad zakiadamy, Zze pole petli
histerezy organiczonej krzywymi Q7 (), 27 (¢) jest takie same jak pole petli
ograniczonej odcinkami prostej (2.5)

emux(X)

(2.5) { e @-9° (8)3 de = 2h Femes (BY] [Emax (X} —&min (x}].

cmin(¥)

Natomiast grubo$¢ petli wynosi
(26) 2h {Smﬂx (X)] - [Q ’ (8):!5:0 - [97 (8)]s=07
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a kat o spe{nia rownanie

Q+ Q (e |-
@7 tgoc=E=~—21—[d © , 4 (‘")], dla x=0.
e=0

de ds

Na rys. 4 przedstawiony jest obraz rozwiazania falowego na plaszczyznie
fazowej, odpowiadajacy petli histerezy o ksztalcie rownolegloboku (rys. 3). .
W obszarach —1, 0, 1, 2, 3, ktorym odpowiada , przejécie od punktu A do
. punktu B lub C do D, na petli histerezy z rys. 3 material preta ulega
zesz{ywnieniu, tzn. odksztalcenie materiatu dla kazdego przekroju preta jest .=
stale. W pozostatej czesci plaszezyzny fazowej rozchodza sig fale sprezyste.
Ze wzgledu na okresowy charakter obcigzenia i odpowiedzi ukladu obszary
0,2, 4., a takze —1, 1, 3 .., sa przystajace, a naprezenia i odksztalcenia
materiatu wystepujace w nich ‘sa takie same. Wystarczy wigc rozwazania
ograniczyé¢ do obszaru o szerokosci rownej okresowi 2T, a rozwiazania
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przenies¢ na pozostale czgdci plaszczyzny fazowej. JeZeli dodatkowo sila
obciazajaca spelnia zaleznoéc

28 P{ty=—P(+T),

to wystarczy rozwazania ograniczy¢ do obszaru 0 szerokosci T , TOWDE)
polowie okresu sily wymuszajacej.

Zakladamy dodatkowo, Ze sila obcigzajaca posiada ekstremum co pot
okresu. Linie. 4 oraz C (rys. 4) stanowig fale odciazenia rozumiane jako
granice migdzy obszarami rosnacych i nierosnacych {co do wartosci bez-
wzglednei) naprezen i odksztatcen. Grubo$¢ petli histerezy okre§lona wiel-
koécia 2h mozemy przedstawi¢ jako funkcje odksztalcenia na fali odciaZenia
{rys. 5):

(2.9) , h=h(es), h=>0,

gdzie &4, ec oznacza odksztalcenie na fali odciaZenia.

Wzor (2.9) wynika z wlasnosci materialu obciazonego preta. Dla peth
histerezy ze sztywnym odciaZeniem (rys. 3) ilo§¢ energii traconej w czasie
Jednego okresu w wybranym przekroju preta na podstawie wzoru (2.3)

WYHOSsi
-

hi

h=heg)

0 & [€al

Rys. 5

(2.10) E (x) =S (x)[e4 (x)—ec (x)] 2h [e4 (x)].

Calkowita energia mechaniczna rozpraszana w materiale’ prqta w czasie
jednego okresu wyn031 (na podstawie (2.1) tub (2.2))

“n) - E;=2 g § (%) [ea (x)—&c (x)] h [e4 (x)] dx
lub |

{2.12) E, = S (x) [ea (x)—ec (x)] h [sA {x)] dx.

OL-—;B

Aby wigc okresli¢ ilo§¢ rozproszonej energii mechanicznej i sposob jej
rozpraszania wzdhuz dlugoéci preta, konieczne jest wyznaczenie odksztalcenia
: R _



64 © WACLAW GIERULSKI

materiatu na fali odciaZzenia £, (x) oraz eq(x} i diugoéci strefy usztywnio-
nego materialu. Konieczne jest wigec wyznaczenic ksztattu obszaréw usztywnio-
nego materiahy,

3. ROWNANIE RUCHU PRETA

Rozwazaé¢ bedziemy ustalony proces rozprzestrzeniania sie fal naprezen
w polnieskonczonym jednorodnym precie o stalym przekroju, wywolany
sif okresowa P (t} o okresie 2T przylozona do konica preta. Opis zjawisk
falowych bedziemy prowadzi¢ we wspdlrzednych Lagrange’a {1, 2] 0§ x
pokrywaé bedzic si¢ z osia preta, poczatek ukladu wspétezednych przyjmiemy
na poczatku preta. Zalozymy, ze odksztalcenia preta sa male, nie ulega on
wyboczeniu, wplyw odksztalcen poprzecznych na proces rozchodzenia sie fal
podiuznych jest pomijalnie maly, a gestod¢ materialu nie ulega zmianie.
Stan napreZen w elementach preta pr?yjmlemy jako Jednoosmwy Przyjmiemy,
e sita obciazajaca pret spetnia réwnanie (2.7), wystarczy wige opisaé zjawiska
zachodzace w obszarze plaszczyzny fazowej o szerokosci polowy okresu
czyli T

Na rys. 6 przedstawiony jest schemat obcigZen preta oraz obraz rozwia-
zania falowego na plaszczyZnic fazowej. Odpowiada on. przejéciu od stanu A4
do stanu C na petli histerezy z rys. 3. Linie o réwnaniu ¢ = g (x),
t=¢(x)+ 7T lub funkcje odwrotne x =@ (t), x= @ (t—T) sa to fale odcia—_
zenia. Natomiast linia t = (x) lub x = ¥ (¢) stanowi koniec strefy sztywnego
materialu. Na pozostalej czesci plaszezyzny fazowej, a wigc w obszarach
I, T 1 II rozchodza si¢ fale sprezyste.

Wprowadzimy nastgpujace oznaczenia: o, (x), &4 (x), v, (x), 6¢(x), &c{x),
ve (X) oznacza naprezenie, odksztalcenie i predkosé na fali odciazenia,
czyli w punktach A i C petli histerezy, op(x), 5(x), vp(x), naprezenie,
odksztalcenie i predkosé na linii ¢ = i (x), czyli w punkcie B petli histerezy.

Z wlasnoéci materiatu wynikaja zaleznodci, ktore dla petli  histerezy
z rys. 3 przyjmuja postaé nastgpujaca:

Ax)= Ea,._ {(x)+h(x),
(3.1 o5 (x} = Eeg (x)~h (x),
o (x) = Eec (x)—h (x),

gdzie h(x) jest polowa grubosci petli histerezy dla wspoirzr;dnej X, Tﬁkze
z wlasnosci materiaty wynika zwiazek (2.9), ktéry tutaj naplszemy w postaci

(32) _ () =h e (_x)l.
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t 4 t
.-."'{I 5
55 \ta(x)+Tv x= B(t-T)
T
’ t=ipix} v x=¥(1)
,_,#.""‘: .
A\I=p(x) v x=S(t)
£(1,0) i
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A(t) ,
et _— - -

Rys. 6

Nastgpne réwnania otrzymamy wykorzystujac okresowosé rozwigzania dla
odksztalcen i predkosei

&4 (x) = —ec(x),

(3.3)

vafx) = —vc(x).

W strefic usztywnionego materiatu odksztalcenia w kazdym przekroju preta
sa stale, a predkosci czastek dla danej chwili czasu sa rowne. Tak wiec
dla czasteczek lezacych na brzegu tego obszaru zachodza réwnosci

a4 ea(x) = g5 (x),

UA (t) - UB (t)u
lub wyrazajac predkoé¢ jako funkcje polozenia, otrzymamy

(3.5) v4 [x+Ax (x)] = vg(x).
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Niech Ax (t) oznacza szerokodc strefy O dla czasu t; Ax (x) szerokos¢ strefy 0
dla czasu t = (x) oraz _
Ax(ty =@ (1)— Y (1),
CAx ()= D[V (x}]—x.

~ Z drugiej zasady dynamiki Newtona wynika dia strefy 0 rownanie, dla
t=4(0)

(3.6)

dog (t) -

(3.7) o4 (00 (1) = 04x () —

oraz\_dla O<t<4 0)

dvg ()
di

(3.8) e (—p () =0 (0

*

gdzie ¢ oznacza gesto§¢ materialu preta oraz

P(t)
)= ——=01X,Hc=0
PO = g5 = ¢ & D=0
naprezenie na poczatku preta, a 4{0) czas przebywania poczatku preta
w strefie 0. Czas przebywania przekroju preta o wspotrzedne) x w strefie 0
‘oznaczymy przez 4 (x): "

(3.9) Ay =¢ x)—¢(x).

Ré;inica naprezen na granicach strefy 0 dla przekroju o wspOlrzednel x
jest rowna grubosci petli histerezy dla tego przekroju

(3.10) o4{x)—og(x)=2h(x).

Postulujemy, ze przcbieg naprgzen w czasie jest. podobny do przebiegu
naprezefi w czasic na poczatku preta: ‘

' G4 (x)
(3.11) o (x,8)= "5 p 1= (x)].
A ‘ T4 (0)
W pozostalej czesci plaszczyzny fazowej rozchodza si¢ fale sprezyste opisane -
rownaniem falowym typu hiperbolicznego [2]:

62 u(x, 1) 2 Pulx,ty 1 3h(x)

or* R
gdzie u (x, f) oznacza przemieszczenia czasteczek preta oraz a = /Ejo pred-
~ koé¢ rozchodzenia sie fal sprezystych.

Rownanie w postaci (3.12) jest stuszne tylko dla przej$cia materialn
7e stanu B do stanu C na petli histerezy z rys. 3. Rozwiazanie tego

(3.12)
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rownania w postaci d’Alamberta [2] jest nastgpujace:.

txy| =

(3.13) u (x, )= fi (at—x)+ f5 {at + x)+ j [h (x)—h(0)] dXx.

Natémiast odksztalcenie & (x,t) i predkos¢ v(x, f) okreflaja wzory

e (x, )= U0 —f;(az—x)+f2'(at+x)+%h(x).—%h(0),
(3.14) , | _ ’
v, 0= P00 = o )+ aff ar )

Funkcje f; (aft—x), f5 (at+x) zaleza od warunkow granicznych.
Korzystajac z {3.14) wyznaczymy
ec (X) = &c [ea (x), v5 (x)-p (1), @ (%), ¥ (X1,

| (3.15)
ve {x) = ve fep (x), v (x), p (1), @ (x), ¥ (x]].

A w postaci jawnej zwiazki te przyjmuja postac

1 |:a(p (x)+aT—x :‘+

T e)=—5p p,

+% {% v | B lap (x)+aT—x>]+¢p (8 <ﬂ¢ (x)+aT-x)]-

w% h{B {ap (xj+aT—x>]}+%— {% vg B ap (x)+aT+x) ]+

+g5 [ B {ag (x)+aT+x>]—% h[BLap (x)+'aT+x>]},

(3.16j

1 - .
gc (x) = 5P [M{li_;h(ﬂ_

—%— {%— vg B ap (x)+aT—x)]|+sp [ <ap (x)+aT—x)]-
—% hip<ag (x)+aT—x>]}+% {—i— vp [ B Lap (x)+aT+x> |+

+85 [ <ao (x)+aT+x>]T—:3— hip lagp (x)+aT+ x)]}.
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 Funkcja f(9) wystepujaca w tych rownaniach jest to funkcja odwrotna
do funkgji 4, czyli

= f(9),

(3.17) :
§(x) = ap (x)+x

Po prostych przeksztalceniach 1 wyrugowaniu mektorych zmiennych otrzy-

mamy pigé rownan w postaci:
)

h(x)+

1 ap (x)+aT—x | 1
‘ —Eﬂ(x):"}jp[g“?“——:l‘ff

_% {_1_ vy [B<ag (x)+aT—x>]+ep [B Lap (}+aT—~x>]~

“‘—h[ﬁ Cap ( x)+aT X)]J‘ 5 {1 vg [ B ap x)+aT+t>]+

tey (B (a(p (x)+aT+x>]—'f h[B (ap (x)—i—aT—I—x)]},

4] - E a

1 [a¢<x+dt()>+aT <x+Ax(x)>]
p +

(3.18) % {—1— vy | B <agp [Y+Ax )N +aT—[x+4x (x)]>]+

+ep [ B Cap [x+Ax (x)]+aT—[x+4x (x)])]}+
% {i vg | B {ap Dx+Ax (x)]+aT+ [x+dx (X)) |+
ey B Lag [x+Ax (x)]+aT+ [x+Ax (x)])]}—'

_,;. h B Lagp [x+Ax (x)]+aT—[x+Ax (x)]> ]+

Fh[B (ag [x+Ax ()]+aT+[x+dx DT},

Eeg {erZix (xX)]+h [x+4x (x)]—EsB (x)+h(x)=

kB dvg (x) 1
= YT i
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2h (x) = fﬂg-’(ﬂﬂ[ ©)—p <4 (D],

h(x) = h (&g ()1,

(co jest rownowazne (2.9). Réwnania (3.18) po uwzglednieniu w nich (3.6),
© (3.9), (3.17) stanowia uklad réwnani z niewiadomymi funkcjami ¢ (x}, ¥ (x),
h{x), ex (x), vg (x). Wyznaczenie e (x) pozwala na okredlenie rozkladu traconej
- energii mechanicznej wzdluz dlugoéer preta. Na podstawie (2.10) oraz (2.11)
otrzymamy

(3.19) E, (x) = 4S5 (x) h [ ()],

E, = 48 f g5 () 1 [ (x)] dx.
3}

Koniec odcinka preta, w ktorym wystepuje dysypacja energii jest w punkcie
- przecigeia krzywych ¢ (x), ¢ (x), co odpowiada wspdhrzednej x, dla ktorej
h (x) = 0. Sciste rozwiazanig réwnan w sposéb analityczny nie jest mozliwe
- przedstawiamy wigc rozwiazanie przyblizone.

4. ROZWIAZANIE PRZYBLIZONE

Przedstawione rozwiazanie jest liniowym rozwinieciem wokol rozwiazania
falowych rownan drgan preta dla liniowej charakterystyki o = o (e} {bez petli
histerezy). Rozwigzanie to stosowne jest dla malych wartodci h(x), czyli
wcienkich” petli histerezy. Korzystamy z zaloZenia, ze wtedy rozwigzanie
malo rézni si¢ od rozwiazania bez petli histerezy. Przyimujemy, e a, ¢, v sa
sumami rozwigzaf dla uktadu bez petli histerezy o°, &% ° czyli dla
h(x) =0 1 male] poprawki do, ds, dv. Poprawka ta uwzglednia wplyw petli
histerezy

o5 (x) = of (x)+dap (x),
4.1 ep (x) = € (x)+ dep (x),
vg (X) = v} (x)+ dvg (x).

Przyjmiemy, z¢ funkgja t = (x) jest liniowa

. ! 1 .
4.2y W (x) = 5 +4 (0).
Wtedy wedhug' (3.17) bedzie

- _ b
@y LB )_;jr”’b ¢ (x)—ad ik
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oraz

dp(x) 1

dx b

(44)

_ Fale odciazenia pfzedstawi_amy w posta_tci . )
{4.5) | ' ) P(x)= %—x%—d (0)— A4 (x).

Przyimujemy przybli:‘ao-na zalezno$é

@4.6) Ax (x) = bd (x).

Rozwijajac poszczegblne funkcje w réwnaniach (3.18) w szereg Taylora
i zachowujac tylko poczatkowe wyrazy rozwinigcia, otrzymamy uklad

zlinearyzowanych réwnan w nastgpujacej postaci

l: Ot (x)+ dey (x):| bb x+533(x)+1 h(x)— : h'(x)

—%{—%vﬁ’[aib.(a};b x+‘”)] [a—?—b (E;{”“T)}*
bt (e rar) e | g ()
ka%d(x);%P’ [%(a;b X‘l‘dT)]l:j(x):Fl ),
Fi(x)= —¢j (x)————p _clz—( 5 x+aT)]4‘_- |
+% {%ug[aib ( bb x+aT)]+£3[ ib (a;b x+aT)}t-
_iu‘,}[aib (a:;b +aT)] [ 4b-b (a:b x+aT)H,

@.7) [ 5vB(x)+5t:B(x)] f:b( x+aT}+2—1—5v3(x)+

1,1 b
+ésg (x)—E h (x)———E— R (x) a5h (-~x;i-aT)+

1{ 1,0 b [a-b o[ b fa—b :
+7{—'“EUB [m( b x+aT)]—SB [a+b (—bmx+aT)i|+
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b

| . b a+b o b a+b i
-!-?UB [a+b (ﬁb—x+aT):|-[—aB [a+b (~—b-~x+aT):|}x

xma_%-T (x)-i—1 p[ ( ;b x+aT)]%A(x)=Fg(x),

Fa(x) = —% vg (x)-i-ip [“1— (fjgﬁ x+a?ll"+ad):|—i

a

bty (25 crar) i (250 wvar)
e () Jealain (4|

2

h(x)= f;"E l:zz vl (x)—bely’ (X)—7 o5 (x) b* 4 (X)]4 (),

gdzie

o (9= 150,
B (x) = dg% (x);
dx
| ) Ee3 (x) Egj (x ” 2
(4.8) h(X)—*z* (0 ) [~p )= oA(xH 2 ©) (=),
gdzie )
, dp (1) von . Ep@
p (I): dr Py =- a2 °
4.9)

b (x) = h [&5 (x)].

Przyjmiemy ponadto, Zze A (x) jest znana male]aca funkcja v zalezna od
parametru A:

(4.10) 4{x)=v(x, 1},

v(0, A) =4 (0} dla kazdej A Zalozenie ksztattu dwéch funkcji ¢ (x) i 4 (x)
sprawia, ze uklad réwnan (4.7-—4.9) nie posiada rozwiazania dla kazdej
wartoéci wspolrzednej x. Ostabimy wiec warunki narzucone przez te rOwnania,
zazadamy, aby réwnanic (4.8) bylo spelnione tylko dla jednej wybranej
wartosci x = xo oraz zrezygnujemy z rownania (4.9). Wyznaczymy natomiast,
po obliczeniu h(x) i & (x), funkcje h[e§(x)] dla réznych wartosci para-
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metru A Tak wigc z pozostalych rownan (4.7) wyznaczymy niewiadome
funkcje h(x), dep(x) i Svg(x) zalezne od parametréw b, 1

2 1
hix,b, A)z% [—llru,, ()= bel’ (x) - 2" (x) B v (x, /1):|v(m 2,
4.11
" b= Fa -2 17 S
SB()C, ’ )—‘ l(x)wa—l-b 1,2 (X bTe

U.Flz(l)e2 abT a!x+1 dvg 0)}} é t)+ W) —5
+}13p'[—3;(£r5£—x+a7“)]\g(x +1

-
x( i x+ar)}—_sﬂ [afb (———[zjx+aT)]+
: (

) 1 2 EF 2ﬂ+b€
@41) —dn(x b A)=e \H Fla.(@e o dit
o

1 .
+? 6”8 (0’:|_ 688 (xa ba )")a
gdzie

Fia(x)= b; i (x)+F, (x)+1 () — 5 b 5 aT-
‘%P'[i(a;b xta T)]fm—vu -
‘%<—"Elf”g' [‘Eib' (a;b ‘*“T)J [aib (a;b x+aT)]+
b (e )]
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T b fath b))
+é&p [a—_i—b (—bmx+aT)]> Wv(x, /?.)},‘

6vp (0) przyimujemy dowolnie. -

Réwnanie 4.8 napisane dla wybranej wspétrzedne) x = x, traktujemy
jako uwiklane réwnanie ze wzgledu na niewiadoma b. Bedzie to réwnanie
w postaci nastgpujacej:

(4.13)  h(xg, b, A)= ——;— E‘%?‘E—(;)ﬁ’m@w{[p'(t)]ﬁﬁ

1 3
‘5”3_"‘ " (0)])i=0v (xo, 3-)} v (xg, 4).

Dla rozwazanego poélnieskoniczonego preta obciazonego na swobodnym
koficu bedzie ‘

(4.14)

Jezeli przyjmiemy x, = 0, czyli zakladamy, e spelnione sa rownania (4.13)
na poczatku preta, to wtedy po uwzglednieniu (4.14) otrzymamy proste wzory
_okreslajace wspolczynnik b:

) :

415 i — _ p{ (0)-0- - )
{4.15} b=a |1 70).
jezel ' I )
oy . | 4P (©) :
P (0)"'[ dt :|r=0?(:03

od strony lewej i prawej, lub |

4.16 : w{w\/%] da  p'(0)=0.
19 ro- | M ro:
Pozostale wzory przyjma postac nieco prostsza:

ot b—ab b\
h(x,,'{)'z_é__ . a.|: +a p,(a x)_

a . a ab

R

1 b— -b- 1\ :
(4.-17) N =1 a pﬂ(aab x)v(x, /I)Jv(x, ﬁ.)f
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’ a'i‘b 3 “+bx
x{F{‘jz(x)—Z abT ¢ o

(‘g_;i}'f). 5£B(X’A).= ~a¥b

I:JJ«CF n+b i ]} 1 . -
Fy (R e o dx+—5uﬂ(0) — 5 h )+

0

oa—
ab

1, b 1, b\
-_i__}fh (x) P x+—E-p ( x)v(x, A),

v

ti'+b

a+b pd 1 .
% dug (x, M) =e zﬁx[j it2 (%) e abT dx—i—i dvg (0)] - deg (x),
’ 0

gdzie _ . . -
1 . L a+b /b - a—b '
Fi,(X)=— W x)— o ——1)p A).
a0 = g g o (o 1)7 () v
5. PRZYKLADY OKRESLANIA ROZKLADU pYSYpoWANEJ ENERGII
Przyrrap 1

v

» Przyimujemy, Ze na swobodny koniec preta dziala 4 sila, ktére namsk
okreslony jest w sposob nastgpujacy (rys. 7):

(5.1) : =4 cos%t.

Natomiast funkcje okredlajaca ksztalt strefy usztywnionej przyjmiemy w
postaci wykladniczej: -

(5.2) AX)=v{x, =40 e * A0)=0,1T.
Wiedy zgodnie ze wzorami {4.14)—(4.16) otrzymamy '
' b= 2a, |

A T
£p (x) = 008 5w Xy

(5.3) .
a Ug (x)=—+

hi{x, 1) =005 Ane™ [3 SiN
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Rozklad energii dysypowanej na podstawic (3.19) okreslimy wzorem
, .

A T E ax A T
(54) E,(x)=4S§ —5~cos (_ZET x) 0,05 ne [3 S 5 X+

—Ax - n ’
+0,05 e * cos 32T x]._

th th

og()

T/2
G'(f, x4 )

--—Tn-
'lf. 1=

o(t,1)/ \§ Py

x
o ) .
Nostt), Stref dyssypacji energii| Strefa fal sprezystych
P(t}
S LA

Rys. 7

Na rys 7T przedstawiony jest obraz rozwigzania falowego na plaszczyzme
fazowej dla A =10/(aT). Przyjeto, Ze energia ulega dysypdcji na odcinku
I =(aT)/2; w dalszej czgsci preta iloé¢ traconej energii jest pomijalnie mata.
Na rys: 8 pokazano wykres funkcji h = h (c®) oraz h (x), a na rys. 9 — funkgji

E, (x} dla réznych wartosct parametru A.
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hie) A Ah{)
Q0254 0,025A
i
kY .
i3 N [ -
a 038 07 g92|1 3
| : £e
- | i A
x a75aT  05aT 02507
Rys. 8
?155(")
01A
| | -
a 025aT 0547  O76aT x
Rys. 9
Przyxrap 2

Sita obciazajaca koniec preta jest taka sama jak w przykladzie 1 a funkcje
okreslajacg ksztalt strefy usztywnionej przyjmujemy w postaci liniowej:

A ()= (x, ) = 4 (0)— Ax.

(5.5) _ _
Witedy dla 4 (0)= 0.1 T oraz b = 2a otrzymamy

1

h(x,ﬂ):TA (0,17 — Ax) [33}&'1& -'z—d’%ﬂ-
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hie)d Lhix

0,025A 6,025A

e m—— ]
) 0,38 a1 0927 £

] 1 1L 1g

075aT  08dT 02547

x }

" Rys. 10

5

X

0 025aT  05aT 07547

Rys. 11

[y
|
t

“‘l“jTj COS —/——= 2 T X(O 17— ZX}]
(5.6)

A ' . T . =N
ES(X):Z-E"SCOS 2a T X(OIT A.)C)[E;TSIDW

TEZ

X+

1
4+

5 7 €OS 2"T x(O,lT—ix)]\

. Na rys. 10 pokazﬁno wykres funkcji h = h(e%) oraz h{x), na rys. 11—
funkeji E,(x} dla r6inych wartosci parametru A a na rys. 12 wykres
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t4 td : ?
Y .
|
/

T2 - NOafx2)=0m(l) (f

plt)

o 0 : : X
G (X1) i
580xs) t=gp)  \ L

B(t)

¥

Rys. 12

rozwigzania falowego na plaszczyz’riie fazowéj dla A = l/6a. Dlugoé{:.pr@ta, na
ktorym energia jest dysypowana wynosi

(5.7) 1 =0.6aT.

W dalszej czeéci preta rozchodza sig juz tylko fale sprezyste.
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PEz1OoME

JSUCCHIIAIMA SHEPTHH B HOJIVEECKOHEHHOM CTEPXHE
W3 MATEPHAIIA C TIOYUTH VIIPYT¥MH CBOMCTBAMH

B paboTe paceMoTpesa npobiieMa AMCCHNIALAN MEXAHWYECKOH SHEPIHH B 10y OeCKOHEUHOM
UHITHHAPAYECKOM OJIHOPOAHOM CTEPKHE, © YMETOM BHYTPEHHOTO 3aTYXaHMA, TPH HaTDYXeHuK
TIEPUOHUECKH TEPeMEHHOH CHA0H ¢ CHMMETPHYHBIM [AKIOM, AeHeTBYIomel Ha HAYAN0 CTEPXKHIL
CrolficTaa MaTepuana OMMCAHB NETAed THCTEPS3NCA B (POPME TAPANIEHOIPAMMA € KECTKOH
pasrpysxoii. Hpeacrasnensi ypapHEHHA OIHCHIBAIONIME #BJCHHE TOuHHM oOpazom. Ilpen-
cTaBien ToXe npuCmikeHHBI MeTOM MX pelmeHus, '

SUMMARY

ENERGY DISSIPATION IN A SEMI-INFINITE ROD MADE OF ALMOST
ELASTIC MATERIAL

- Dissipation of mechanical energy is considered in a semi-infinite homogeneous cylindrical

rod exhibiting internal damping, under the action of periodically variable fofce applied at
the origin of the rod. The material properties are described by the hysteresis loap in the
form of & paralelogram with rigid unloading. The accuraie equation governing the pheno-
menon is derived, and an approximate method of solution is proposed.
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