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MOZLIWOSCI WYKORZYSTANIA ANALOGI ELEKTRYCZNE]
DO ROZWIAZYWANIA PEWNYCH ZAGADNIEN
Z TEORII SPREZYSTOSCI

JERZY SLIWKA {(GLIWICE)

Przeprowadzono badania nad mozliwoscia zastosowania analogii elekirycznej do okreslenia
rozkladu naprezen w poélprzestrzeni sprezystej pod obciaeniem przekazanym przez sztywne
cialo o ograniczonej powierzchni. Praca ma charakier rozpoznawczy w zakresie technolo-
gicznej mozliwoéci badan, dokladnosci metody 1 jej praktycznego zastosowania w budownictwie.

1. WsTEP

W ramach prac badawczych nad rozkladem naprezen w gruntach pod
obciazeniami skupionymi zainteresowala autora w ninigjszej pracy propozycja
rozwiazania zagadnienia na drodze badan doswiadczalnych przy wykorzy-
staniu analogii elektrycznej [1, 2, 3, 4, 5, 6 i §]. Postanowiono wige prze-
prowadzi¢ badania nad rozkiadem naprezen w. polprzestrzeni spreystej pod
obcigzeniem skupionym wedlug schematu z rys. 1. Okazalo si¢ jednak
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Rys. 1. Sila skuplona obcigzajaca pdlprzestrzen sprezysty

w praktyce, ze przy punktowym przylozeniu napiccia jest utrudniony pomiar
rozkladu potencjalu w badanym ciele. Pomiary dla takiego przypadku byly
obarczone duzym bledem ze wzgledu na gwaltowny spadek potencjatu wyste-
pujacego w poblizu punktu przylozenia napiecia i brak odpowiednio doktad-
nych urzadzen pomiarowych pozwalajacych na wladciwy pomiar spadku tego
potencjahu. ’ :
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Z tych wzgledow zdecydowano sig na przeprowadzenie badan dla przy-
padku obciazenia polprzestrzeni sprezystej obciazeniem skupionym dzialaja-
cym przez sztywng podkladke (sztywny fundament) o okreslonej powierzehni
(rys.. 2). Dla tego przypadku nie ma co prawda ogdlnego rozwiazania
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Rys. 2. Polprzestrzen obcigzona na powierzchni kolowej

teoretycznego skonczonego, pozwalajacego na latwa weryfikacje badan dla -
dowolnego punktu poOlprzestrzeni sprezystej, ale w trakcie doswiadczenia
uzyskano wigksza dokladnoé¢ pomiaréw. Weryfikacje badari przeprowadza sie
natomiast dla punktow Jezacych na osi pionowej w srodku obcigzenia, dla
ktorych to punktéw mozna okredli¢ stan napiecia [2 i 3. '

Tak przeprowadzone badania mialy na celu okreslenie przydatnosci
przyjete] metody do rozwiazania niektérych probleméw z teorii sprezystoéci
z zakresu praktyk inzynierskich. Istota badan jest okreslenie funkcji rozkladu
potencjatu, ktdrej wykorzystanie [1 i 5], pozwala metodami matematycznymi
wyznaczy¢ stan odksztalcent 1 naprezen w badanym ciele.

2. PODSTAWA TEQRETYCZNA

Podstawy teoretyczne przedm1qtowych badan przedstaw1a si¢ tu w postaci
uzyskanej w pracach [1, 2, 3, 4, 51 6]. .

Przy znanej funkcgji & naprezenia i przemwszczema okresla]a wzory
nastgpujace: : :

=2{1-v)d—x,
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At

gdzie & oznacza funkcje potenciatu, u przemicszczenia, v wspodlezynnik
Poissona, ¢ naprezenie oraz G modul. sprezystosci postaciowej. Zakladamy
przy tym, Zze pod obciaZeniem nie wystapi tarcie, tj. Ze na powierzchni
dia x; =0 6y, =0,;=0. ) ‘ '

Funkcja @ jest potencjalem spefniajacym rownania w catym ciele z wyjat-
kiem punktéw obcigzonych na powterzchni. Dalej mozna przyja¢ [5], ze
funkcja ta ma posta¢

P
b= 4nGR

oraz e

R = /x4 (52— 8P + 0y =,

22 |
( ): P = [ p{&, n)dé dy,
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gdzie &, n oznaczaja wspoOlizedne clementu obciazajacego plaszczyzng pol-
przestrzeni, P oznacza obciazenie skupione, R odlegloé¢ od przylozonego
obciazenia do punktu, w ktorym chcemy wyznaczy¢ wartoéé funkeji, p (&, 1)
obcigzenie jednostkowe zalezne od wspdirzednych &, 5, oraz F pole elementu.
W my$l rozwazan w pracy [5 i 6] funkcja moZe by¢ dowolna ilos§¢ razy
rézniczkowana i catkowana wzgledem wszystkich zmiennych x5, x,,-x3 przy
zachowaniu przemiennosci w kolejnosci wykonywanych dziatan.

W pracy podjgto probe dodwiadczalnego wyznaczenia funkcji @ na
podstawie analogii elektrycznej. Wiadomo [7], ze potencjal w dowolnym
punkcie badanego ciala okresla zaleznos¢

0
(23) ¢ = 4meR’
lub gdy jest znane natgzenie pradu
‘ I
2.4 b= FmgR’

gdzie  oznacza ladunek elektryczny, I nat¢zenie pradu, ¢ stala dielektryczna
oraz ¢ opbr wlasciwy oérodka. Jak wida¢ z powyiszego funkcie (2.2), 2.3)
tub (2.4) roznig sig jedynie stalymi, co pozwala na proste modelowanie.

3. OPIS BADAN

Badania przeprowadzono na aparaturze Zakladu Optyki Elektrycznej’
Instytutu Technologii Elektronowej Politechniki Wroclawskiej. Aparatura
skiadala sie z zasilacza wanny clektrolitycznej, wanny elektrolitycznej i sondy.

Wanne elektrolityczna napelniono woda czysta z kranu, poniewaz wyka-
zala ona wigksza przydaino$¢ do badan. Zasolenie wody lub jej destylowanie
pogarszalo warunki rozkladu potencjalu. Wymiary wanny podano na rys. 3.
Wanne napetniono woda do glebokosci 40 cm. Dno i $ciany wanny byly
wylozone blachg stalowa, do ktérych przylozono napigcie elektryczne rowne 0.

Stal mimo korozji przy zanurzaniu w wodzie nic zmnigjszala’ swojej
przewodnosci. R

Pomiary rozkladu potencjalu oraz zasilania dokonano za pomoca zasi-
lacza wanny elektrolitycznej, przyrzadu wykonanego przez wyzej. wymieniony
zaklad. Do bezposredniego pomiaru wartosci potencjalu. w. poszczegdinych
punktach stuzyla sonda pokazana na rys. 4. ObciaZenie bylo realizowane
przez przylozenic napiecia do krazka o promieniu 8 cm- wykonarnego z blachy
miedzianej. Gorna powierzchnie krazka oklejono p leksiglasu dla
zapobiczenia ewentuainemu kontaktowi jej ‘powierzchni da. Tak uksztatto-
wany krazek przylozono do powierzchni wody, wiwa doprowadzono
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KraZek charakleryzujacy oboigZenie
\ 120

= U\ Woda
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Pojernnik {smany i dna
U=0 wytozone biachg stalowg,

Rys. 3. Wanna elé.ktrolityczna do pomiaru rozkiadu funkcji @'

Rurka szkigng ¢ 8mm

g8n

Kodcdwka platynowa

| gz0

Rys. 4. Sonda do pomiaru potencjalu

do niego z zasilacza wanny elektrolitycznej prad o napigciu 40 V. Dolna
powierzchnia krazka byla co pét godziny czyszczona ze wzgledu na two-
rzenie si¢ na nicj warstwy $niedzi zmniejsrajacej przewodnosé pradu elektryce-
nego. Czyszezenie to bylo konieczne, gdyz w przeciwnym przypadku dla
utrzymania stalego napiccia ulegtoby zwigkszeniu natgZenie pradu, co nie
odpowiadaloby zalozeniom badania przewidujacym stale natgzenie (I) i na-
pigcie (V). Spadki napigcia mierzono sonda (rys. 4) w zaplanowanych uprzednio
punktach. Siatka tych punktéw jest pokazana na rys. 6 ilustrujacym wyniki
badan. Sonda byla ustawiona prostopadle do zwierciadla wody. W kierunku
poziomym byla ona przesuwana za pomoca przekladni §limakowej, a w
kierunku pionowym kazdorazowo odmierzono punkt jej przylozenia z doklad-
noscia do 0,5mm. Sonda wykonana byla z rurki szklanej wyprofilowanej
tak, aby byla mozliwoé¢ przeprowadzenia pomiaréw rowniez pod krazkiem.
Do pomiaréw napigcia zastosowano przewod miedziany o platynowej kof-
cowce 0,1 mm, ktora wystawala z rurki okolo 0,2 mm. Aby woda nie
_dostala si¢ do rurki zanurzony koniec zostal zaSlepiony Zywica epoksydow1
Schemat elektryczny urzadzenia badawczege pokazano na Tys. 5.



52 JERZY SLIWKA

u-ov

Etaktralit

3#31+J;_=760‘mA

Rys. 5. Schemat elekiryczny modelu do pomiarw funkcji potencjatu

Pomiar napiecia w wodzie wykonano na zasilaczu wanny elektrolitycz-
nej, uzyskujac wielkosci papiecia jako warto§¢ bezwzgledna z dokladnos$cig
odczytu 0,01%.

4. ANALIZA WYNIKOW BADAN

Wyznaczony rozklad funkcji potencjatu i jej wartosci w pélprzestrzeni
- sprezystej jak i powierzchnie stalego- potencjalu pokazano na rys. 6. Po-.
“wierzchnie statego potencjatu wykreslono przy spadku co 5%, Na rys. 7
pokazano zmiang funkgji potencjalu na osi x; wzdhuz jej kierunku. Linia
przerywang zaznaczono wyniki z rozwiazafi teoretycznych a ciggla wyniki
uzyskane z badan.

" Funkcja rozkladu potencjatu w elektrolicie wywolana nap1¢c1em przyto-
zonym na powierzchni postuzyla do wyznaczemia przemieszczen 1 napreZen
w pOlprzestrzeni sprezystej dla danego schematu obcigzenia. Na podstawie
bowiem rozwazan podanych w punkcie 2 niniejszej pracy mozna napisac,
ze rozklad funkcji potencialu wyrazi si¢ wedlug prawidla

@.1) @ = k',

gdzie ¢ oznacza rozklad funkeii potencjatu w polprzestrzeni sprezyste] od
przylozonego obciazenia, @ rozktad funkcji potencjatu w elektrolicie wywo-
lany napieciem przylozonym na powierzchni elektrolitu oraz k staly ‘wspdt-
czynnik przeliczeniowy. ,

Zeby skorzystaé ze wzordw (2.1), nalezy wprowadzi¢ zamiast funkcji &
funkcje k', catki zamieni¢ pa sumy, a zamiast rozniczek przyja¢ rdznice
skoficzone. Wystarczajacym warunkiem dla wyznaczenia stalego wspoiczyn-
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Rys. 7. Rozkiad zmiany potencjatu wzdluz osi x,

nika k jest znajomo$¢ wartodci przemieszczenia u, pod sztywnym krazkiem
(stemplem), ktére dla x, =0 réowna si¢ napigciu przylozonemu pod tym
' krazkiem [5]:

5. PRZYKLAD PRAKTYCZNY

Rozpatrojemy sztywny krazek (stempel) o promieniu r =8 cm spoczy-
wajacy na powierzchni poOlprzestrzeni sprezystej obciazony sila P = 400 kN.
Polprzestrzen charakteryzuje sig parametrami stali: modut sprezystosei pod-

luznej Younga E = 2;1-10® kPa, wspofczynnik Poissona v = 0,3 oraz modul
sprezystosci postaciowej G = E/[2 (1+v)] = 8,1 107 kPa.

Staly wspolczynnik przeliczeniowy k wyznacza si¢ przy wykorzystaniu
wzoru {4.1) 1 warunku brzegowego dla x, = 0; znane jest u, pod krazkiem:
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Rys. 8. Wykres naprezenia normalnego ¢,; wazdluz osi x,

-
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iy = k&, uy=
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Poniewaz spadki napigcia mierzono w procentach a za 100% przyjeto 1,
wobec tego

(1—w) P
k@ = ——
. ) 4Gr ’ : \

stad

“k_(Iwa__ {1-0,3) 400
T 4Gr9 T 4.81-107-0,08-1

=108-10"" m = 108- 10~ > cm.
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‘ G2z = 033 wzdluz osi x, pionowych 1, wzdluz osi x,

Na rysunkach 8 9 i 10 poréwnano wyn1k1 badan z razwigzaniami teore—
tycznymi. -

6.- WnI1osk1

Studia literatury i przeprowadzone do$wiadczenia laboratoryjne pozwalaja

na sformulowanie ndstgpujqcych spostrzezen i wnioskow. :

1. WartoSci naprezen i przemieszcZen wyznaczone przy wykorzystaniu

- analogii elektrycznej obarczone sa niewatpliwic bledami wynikajacymi z nas-
tepujacych powoddw: a) niespelnienie warunkéw brzegowych w przedziale

@ =0 przy R— oo (maly model), b) stosunkowo mala dokladno$é wyzna-
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czania punktdéw pomiaru w cieczy oraz c} zmiana whasnoéci-ukladu modelu
podczas pracy (dysocjacja elektrolityczna, podwyzszanie si¢ temperatury
elekirolitu i utlenianie si¢ elektrod). , .

W ewentualnych dalszych badaniach mozna by stosunkowo latwo zwigk-
szy¢ dokladnos¢ badati przez przyj ceie wigkszego zestawu badawczego (wigksza
wanna) oraz udoskonalenie techniki wykorzystania zasilacza wanny elektroli-
tycznej i sondy pomiarowej.

2. Omawiana analogia elektryczna moze byé stosowana. w zagadnieniach
przestrzennych w ofrodkach jednorodnych. Wyniki badas sa szczegdlnie
przydatne do interpretacji jakosciowych rozkladu naprezen i przemieszczet,
a przy wigkszej doktadnosci pomiaréw moga stanowic podstawg do technicz-
-nic dokladnej analizy ilofciowej. Dotyczy to przypadkéw przy zalozeniu,
ze migdzy cialem obciazajacym a obciazanym {(migdzy fundamentem a pod-
lozem) nie ma tarcia. .

3. Uwzglednienie tarcia wymaga jeszcze analizy teoretycznej i techniki
modelowania. Rozwigzanie jednak tego problemu pozwolitoby na wykorzy-
stanie analogii elektrycznej do badan wielu zadan z praktyki inzynierskiej,
trudnych do teoretycznego okredlenia.

.
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BO3MOMNHOCTH HUCIOJb30BAHMS NEKTPHUYECKON AHAJIOTHH
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IIpoBemenb MCCIEAOBANNA N0 BOIMOKHOCTH NPHMEHEHHS IIEKTPHYECKON AHANOTHHE 18
ONPSNICACINA PACTIPEACTICHNS BATPSKEHHH n YOPYTOM HOJYOIPOCTPAHCTRE NOL, HATDYMEHHEM
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NpefaBacMeIM KECTKIM TeIOM C OrpaHHvenHOit HOBEpXHOCTBHIO. MconeAoBaHuA MMENH Dpas-
BEALBATENLHLIE Xapaxrep B 061acTH TEXHOJIOTHIECKOH BO3MOKHOCTH MCCASAOBAHMIT, TOUHOCTH
METOLA H €r0 HPAKTHYECKOro NPHMEHEHHS B CTPOMTEIbHOM JCHE.

SUMMARY

POSSIBILITIES OF APPLYING THE ELECTRICAL ANALOGY FOR SOLUTION
OF CERTAIN PROBLEMS OF THE THEORY OF ELASTICITY

In the paper some investigations are performed on the possibility of applying the
electrical analogy for determining the stress distribution in an elastic half-space under the
loading transmitted through a rigid body of limited dimensions, The paper represents a
reconaissance study on the technological possibilities of the method, its accuracy and its
practlcal applications in building engineering.
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