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DYNAMICZNE ZACHOWANIE
SPREZYSTO/LEPKOPLASTYCZNYCH PLYT PROSTOKATNYCH
Z UWZGLEDNIENIEM ZJAWISKA OPOZNIENIA PLASTYCZNEGO

ADAM STOLARSKT (WARSZAWA)

Celem pracy jest analiza wplywu zjawiska opdznienia plastycznego na proces dynamicz-
nego odksztalcania plyt prostokatnych. Zjawisko. to objawia si¢ zwigkszeniem poczatkowej
dynamicznej granicy plastycznosci w poréwnaniu do wartodci statycznej. Wykorzystano
zwigzki konstytutywne spreZysto/lepkoplastycznoéci P. Perzyny scalkowane z warunkiem po-
czatkowym wyznaczonym zgodnie z kryterium dynamicznego uplastycznienia J. D. Campbeila.
Rozwiazania szczegdlowe uzyskano przy wykorzystaniu przyblizonej, analityczno- -NUINeTYCING)
metody kinematycznej. Przedstawiono poréwnania wskazujgce na wplyw efekiéw opdinienia
plastycznego i lepkosci na amplitudy przemieszczent i charakter procesu dynamicznego od-
ksztalcania plyt.

1. WsTEP

Przedmiotem pracy jest analiza procesu dynamicznego odksztalcania nie-
sprezystych plyt prostokatnych w ramach technicznej teorii plyt cienkich
o malych ugigciach. Wykorzystano zwigzki konstytutywne dla materiatu
sprezysto/lepko-idealnie plastycznego zmodyfikowané przez uwzglednienie
zjawiska opo6znienia plastycznego [1]. Modyfikacja ta polega na calkowaniu
rownan konstytutywnych sprezysto/lepkoplastycznoéci P. Perzyny [2] z wa-
runkiem poczatkowym przyjmowanym jako dynamiczna granica plastycz-
nosci, wyznaczona na podstawie kryterium J. D. CampeeLLa [3].

Dla przyjetego modelu odksztalceniowego, analiza procesu dynamicznego
" odksztalcenia piyt prostokatnych o przekrojach pehloscwnnych wymaga ba-
dania zmiennych w czasic obszaréw sprezystych, przecigzenia sprezystego,
aktywnego plynigcia lepkoplastycznego oraz obszaréw wtornie sprezystych
uprzednio odksztalcajacych sig lepkoplastycznie. Zlozonoéé tego procesu po-
-'woduje znaczne trudnosci w uzyskaniu Scistych rozwiazan analitycznych. Po-
konanie tych trudnodci jest moiliwe przez zastosowanie metod numerycz-
nych lub przyblizonych metod analityczno-numerycznych. Do grupy roz-
wiazan numerycznych naleZa metody opierajace si¢ na roznicowym sfor-
mulowaniu przesirzenno-czasowego problemu dynamiki konstrukcji f4 i 5]
oraz metoda elementow skonczonych. Metoda roznicowa zostala zastosowana
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w pracy [6], w ktorej przedstawiono rozwiazania dla zagadnien dynamiki..
sprezysto-idealnie plastycznych belek i plyt. Do grupy przyblizonych metod’
analityczno-numeryczaych palezy metoda kincmatyczna, ktoéra dla zagadnien
dynamiki konstrukcji spr@iysto-plastycznych przedstawil G. Bak.-w pracach
[7 i 8} Jest to metoda oparta na zasadzie -prac wirtualnych spetnione)
calkowo w obszarze plyty — dla zatozonych kinematycznie dopuszczalnych
pdl przemieszezeh w postaci szeregu o rozdziclonych zmiennych.

W niniejszej pracy wykorzystano taka metode analizy dynamicznej. Me-
toda jest efektywna ze wzgledu na jednolitosé postgpowania przy opisie
procesu dynamicznego odksztalcenia w fazach obciaZenia sprezystego, spre-
zysto/lepkoplastycznego i odcigzania oraz mozliwos¢ badania zmiennosci
w czasie konfiguracjii obszarow, w ktoérych zachodza te procesy. Umozliwia
zredukowanie problemu poczatkowo-brzegowego do problemu poczatkowego
wzgledem czasu, dla ktorego . ukiad quasi-liniowych réwnan rézniczkowych
o zmiennych wspdlczynnikach rozwiazuje si¢ numeryczuie.

W pracy przedstawiono algorytm wyznaczania dynamicznych przemiesz-
czen plyt. Zasadniczym elementem tego algorytmu jest sposob wykorzystania
zwigzkow konstytutywnych sprezysto/lepkoplastycznoscei. Rozwazano przy- -
padek plyty prostokatnej, przegubowo podpartej na obwodzie, obciazonej
dynamicznie stalym w czasie nadci$nieniem. Zamieszczone wyniki analiz
numerycznych dotycza zmiennoscl w czasie podstawowych parametrow ruchu
plyty oraz ewolucji konfiguracji obszarow sprezystych i lepkoplastycznych.
Przedstawiono poroéwnania wskazujace na wplyw poszczegdlnych efektow
materialowych (opdZnienia plastycznego i lepkosci) na amplitudy przemiese-
czefh i charakter procesu’ dynamicznego odksztalcania plyt. W tym celu
rozwazano przypadki szczegdlne przyjetego modelu odksztalceniowego po-
mijajac efekt opdinienia plastycznego (model sprezysto/lepko-idealnie plas-
tyczny) albo lepkosc materialu (model Yu. N. RABOTNOVA [9]), atbo obydwa
te efekty jednoczesnie (model sprezysto-idealnie plastyczny).

2. MODEL DYNAMICZNEGO ODKSZTALCENIA

W pracy wykorzystano model dynamicznego odksztalcania materialu wy-
kazujacego efekty opdZnienia plastycznego i lepkoéci [1]. Dla plaskiego
stanu napreZenia, w prostokatnym kartezjatiskim ukladzie wspblrzednych {x;},
uktad roéwnan konstytutywnych spr@Zysto/}epkoplastycmoéci {27 jest na-
stepujacy: - : | | a
@1 &= R3 (dij‘—?,%:‘ Ouk 5:’1)"‘? (D (F)> a

i)
I

2“ ) I,],knﬂ 1,2s



DYNAMICZNE ZACHOWANIE SPREZYSTO/LEPKOPLASTYCZNYCH PLYT PROSTOKATNYCH 613

gdzie [, = F‘(.’mﬁ a;;— 0y 0;) jest drugim niezmiennikiem dewiatora napre-

Zenia Sy = 6~ oy Oy 3K = 3442 — modut Scisliwosci; u, 1 — stale La-

3
mégo, y oznacza wspolczynnik lepkodci materiatu.
W rownaniach (2.1) statyczna funkcja uplastycznienia F dla materialu
uplastyczniajacego si¢ zgodnie z warunkiem plastycznosci Hubera—Misesa—
—Henckyego i nie wykazujacego wzmocnienia ma postaé

ko

gdzie k, oznacza gramcq plastycznosci materialu dla czystego $cinania.
Symbol (& (F)> dla zmodyfikowanego modelu dynamicznego odksztal-
cania [1] jest zdefiniowany nastgpujaco:

N [ dla <1,
2.3) @ED={oF) jereli F>o0
lo,. " Gewli F<of 9B t>is

Przyjeto nieliniowa funkcje @ (F) w postaci prawa potegowego
c4 _ P (F)=

Czas opbznienia plastycznego ¢, okre$la sie na podstawie kryterium
l dynamicznego uplastycznienia J. . Campseria [3] w postaci zapropono-
; wanej przez Yu. N. Rasornova [9] dla Zlozonych standéw naprezenia

@5 HV““ Tdtmto,

gdzie o 1 t; oznaczaja stale materialowe.
Dynamiczny warunek plastycznoéci ma postaé

(26) .: VI = k({l + ( —\Z-?E)%],

gdzie I = (e,}’ &F +EF £7F) jest drugim niezmiennikiem tensora predkodci

odksztalcen lepkoplastycznych &r.
Wprowadzajac oznaczenie

@) A4 =y (B (F) \/1}_
. 2

. rownania konstytutywne (2.1) mozna przedstawi¢ w addytywnej formie
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é,‘j = éﬁ‘*‘ é:’}’,

L ' S I N A
238) i = ﬂ(a;fﬁﬁ—m aﬂ),
é:’}’ = AAS,'J'..

Latwo zauwazy(, Ze oznaczenie (2.7) odpowiada dynamicznemu warunkowi
plastycznoéci (2.6), gdyz w zwigzku 7 (2.8); spelniona jest zaleznosc I =
=A4A4%7,. .

Sposéb wykorzystania kryterium dynamicznego uplastycznienia (2.5) w roz-
wazanych zagadnieniach dynamicznego odksztalcania plyt wymaga rozstrzyg-
nigcia, kiére z okreséw historii obciazenia sprezystego w procesach cyklicz-
nego naprezania o amplitudach kolejno wigkszych i mniejszych od statycznej |
granicy plastycznodci, maja wplyw na czas opbZnienia plastycznego ¢ [71
Dla takiego przypadku na rys. 1 przedstawiono schemat obliczania calki (2.5).
Wyeliminowanie z historii naprgzania okresow, w ktérych stan naprezenia —
poza pierwszym cyklem obciazania — nie przekracza statycznej gramicy plas-
tycznosci, J, (t} <kZ,(t>t,), zapewnia uzyskanic wedlug kryterium (2.5) dy-
namicznej powierzchni plastycznoéci J, (1) > ki. Uwzgledniajac t¢ inter-
pretacje, kryterium dynamicznego uplastycznienia dla proceséw cyklicznego
obcigZzania mozna - zapisa¢ w postaci

2.9 : : j !:S__M“iz(t)) dt = tg,

gdzie symbol .Y oznacza

(2.10) <\/W> {\/Jz(t da t<t, lub J,(0)> k3,

dla J,(0<kE, jezell t>1,.

l:J'zc*co
| ¢ 1) AT . A
It /4 ‘W\ y \ y T?\
\ / \ / : ‘\
kg ==t HHHA - . U AR -
, \__/ |
1 |
E ’ t
I 1
} !
| :
] 1 t
) tx t, ty ty t, ty

Rys. 1
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Uwzgledniajac fakt, Ze czas dynamicznej reakcji plyty uzyskiwany w roz-
wiazywanych zagadnieniach jest znacznie mmniejszy od stalej t, majacej wy-
miar czasu, praktycznie nie wystgpuje problem zanikania pami¢ci materialu
ze wzgledu na analizowane zjawisko op6znienia plastycznego. Rowniez z tego
wzgledu nie jest praktycznie mozliwe uzyskanie wg kryterium (2.9} stanu
dynamicznego uplastycznienia materiatu w pierwszym cyklu obcigzania, jezeli
J; (ty) <k} oraz t; <, (rys. 1). Teoretycznie takie przypadki moga wystapi¢
w procesach powolnego obcigzania dia bardzo duzych czaséw opdinienia
rownych £, & (a-+ 1) £y, dla ktorych jednakze kryterium dynamlcznego uplas-
tycznienia w formie (2.5) nie powinno byé stosowane.

S

3. METODA ROZWIAZANIA

3.1. Rownania 'podstawowe

W pracy zastosowano przyblizona, analityczno-numeryczng metode kine-
matyczng [7 i 8] do analizy dynamicznej plyt prostokatnych.

W przyjetym ukladzie wspolrzednych rozwaZzamy rodzine kinematycznie
dopuszezainych pél przemieszezet w postaci szeregu o rozdzielonych zmien-
nych

3.1) w (x;, t)w Z E Wys (1) Fs (),
gdzie funkcja F,.s (e = £, (x1) gs (xz) opisujaca r, s-formg ruchu plyty speima
kinematyczne warunki brzegowe, a funkcje f (x;) i g,(x2) sa ortogonalne
w obszarze plyty 4 {x( [0, 1], x, [0, I,]}.

Wykorzystujac zasade prac wirtualnych spelniona caltkowo w obszarze
plyty, otrzymujemy uklad rownan rézniczkowych ze wzglgdu na wspdl-
czynniki rozwinigcia w,, (f) poszukiwanego rozwiazania

IP (xks t) Es (xk dA+ I Mu (xka t) Frs (xk) u

i 3.2 ,-3 === R 3
G2 )= w [ TF. (ERILPy

r=1,.,R, s=1,..,8, (bez sumowania po r, s),

gdzie momenty M;; {x;, t) oznaczaja funkcje wszystkich wspolczynnikéw roz-
winigcia w,, (f), p {xx, t} obciaZenie dynamiczne plyty, m = gl mase jedno-
stkowa, ¢ gestos¢ materialu oraz I grubos¢ plyty.

Struktura ukladu réwnafi ruchu (3.2) jest jednakowa dla wszystkich faz-
pracy piyty. Ze wzglgdu na nieliniowos¢ fizyczna modelu odksztalceniowego
zmienne wspoiczynniki w tym ukladzie réwnan sa okredlane numerycznie,
sposobem przedstawionym w dalszej czesci pracy. Jedynie w fazie sprqzystej :
mozliwe jest otrzymanie ukladu réwnan typu o
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13.3) WL+ @) we ) =p{x,t), r=1,.,R, s=1,.,8,
(bez sumowania po r, s)

gdzie symbole wf,, p,. (x;, t) oznaczaja skladowe czestodci sprezystych drgan
wlasnych i obcigzenia plyty.
: Poza zwigzkami fizykalnymi (2.1)—28) w rozwiazaniu kinematycznym
wykorzystuje si¢ nastepujace zaleznosci:

zwigzki geometryczne

(34) Hyg= —W;,
zalozenie o prostych normalnych do powierzchni §rodkowej plyty
. {3.5) ' - i = X3 My

oraz catkowe definicie momentow

13/2 '
(36) Mij =2 [ gy X3 dX3,
1

gdzie x5 oznacza wspblrzedng punktu na wysokosci przekroju poprzecznego.

3.2. Dyskretyzacja

Rozwiazanie ukladu réwnan rézniczkowych (3.2) opisujacego fizycznie nie-
liniowy problem dynamiki plyt prostokatnych wygodnie jest poszukiwaé
odpowiednia procedurg numeryczng. Zastosowanie takiej procedury wymaga
wprowadzenia dyskretyzacji problemu.

Dyskretyzacja wzglgdem czasu jest konieczna ze wzgledu na numeryczne
catkowanie uktadu réwnan ruchu (3.2). Wykorzystano bezposrednia metode
roznicows wzgledem czasu, aproksymujac rozwigzanie dla wspolezynnikow
rozwinigcia w,, (f) — w kolejnych chwilach czasowych t,_5 = t,— 4t, t, = n At,
tn+1 = ty+ 4t — schematem réznic centralnych

@7 Wiy L= 2wy —wiy AL
z warunkami poczatkowymi dia ¢, =0

2

()
2

0 1 o {4100
(3.8) wl?.!! Wygy Wys ™ = wrs_Aters‘f_

Wis-

Krok czasowy At wyznaczono na podstawie analizy stabilnodci przyjete]
metody catkowania numerycznego dla quasi-liniowego réwnania r6Zniczko-
wego (3.2) [10]. Oszacowanie stafego kroku czasowego jest 1dentyczne do
analogicznego rozwigzania sprezystego [11 i 12]
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(3.9 A4t £ Ay, = % =

Wgs
gdzie wgs oznacza najwigksza czestodé sprezystych drgan wlasnych plyty
wg przyjetych form ruchu F (x;).

- Dyskretyzacja objetosci plyty jest wymagana zasadniczo ze wzgledu na
sposob wykorzystania zwiazkow fizykalnych. Wprowadzono podzial po-
wierzchni érodkowej siatka prostokatna o wezach x; oraz podziat pe}no-
Sciennego przekroju poprzecznego na warstwy o weztach x;, (i, = 1,2, .., I,
o=1,2,3). Zastosowana dyskretyzacja objetosci plyty nie rzutuje na wybor _
kroku czasowego. Spelnia rol¢ pomochiczg przy numerycznym wyznaczaniu'
zmiennych wspolczynnikow w réwnamiach ruchu (3.2). Umozliwia wyzna-
czanie granic i Sledzenie ewolucji zmiennych w czasie i objetodci plyty °
konfiguracji obszaréw, w ktorych realizuja sie procesy fizycznie liniowego
i nielimowego odksztalcania.

3.3. Ogolny algorytm rozwigqzania

Uktad rownafi podstawowych rozwiazano wedlug przedstawionego. algo- |

rytmu.

- Przyjmujac, ze w chwili ¢, oraz w chwilach poprzednich sa znane prze-
mieszczenia okreflone przez rozwigzamie (3.1), wyznaczenie przemieszczeri
~w chwili nastgpnej t,.4 =, + 4t prze‘mega zgodnie z nastgpujacym tokiem
_postgpowania:

1. Dla znanych przemieszczenn okreslamy krzywizny pow1erzchm srodko-
wej (3.4) w kazdym weile x;, siatki podziatu, »fj(x;).

2. Wykorzystujac zaloZenie o prostych normalnych (3.5), wyznaczamy
odksztalcenia w kazdej warstwie x;, przekroju poprzecznego wezla Xig»
efy (xy,).

3. Wyznaczamy przyrosty odksztalcen calkowitych w warstwach prze-
kroju poprzecznego Acj;(x;) = ef;—&f* '

4. Dla znanego procesn wymuszania odksztalcen Asf; wyznaczamy naprq—
7enia w poszczegdlnych warstwach przekroju, o7 (x;,).

5. Na podstawie definicji calkowych (3.6) wyznaczamy sily wewnqtrzne
w wezlach x; siatki podzialu przy zalozeniu, Ze naprgZenia sa stale na
grubosci warstw, MY (x;,).

6. Wyznaczamy numerycznie wspolczynniki ukladu réwnan ruchu (3.2).

7. Na podstawie (3.7) okre§lamy wspolczynniki rozwinigcia w.? poszuki-
wanego rozwigzania (3.1} w chwili ¢, . _

Przytoczona procedure powtarza sie dla nastepnych chwil czasowych
odleglych od sichie o staly krok Ar.

Podstawowym elementem tej procedury jest sposob wyznaczania naprezeh
dla przyjetego modelu dynamicznego odksztalcania.
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34. Spoééb wyznaczania napreien

Traktujac przytosty odksztalcenia Aef; (x;) jako znane, napr¢Zenia w war- '
stwach przekroju poprzecznego % (x;) wyznaczamy jak nizej.

1. Przyjmujemy wstepnie, Ze przyrosty odksztalcen caikowuych realizuja
sic jako sprezyste A = Agf; i wyznaczamy przyrosty naprezenn na pod-
stawie (2.8},

. | A en
(310) AO’?] =2u (Aﬁf‘r—l—m A} 5,-]-). ]

2. Okreslamy naprezenia probne
(3.11) o}y = ol + AcYy.

3. Badanic wartoéci statycznej funkcji uplastycznienia (2.2) oraz badanie
_spefnienia kryterium (2.9) umozliwia rozstrzygnigcie, w. jakim chwilowym
stani¢ naprezenia zna]duje sie okreSlony wezet plyty: '

A) jezeli F(o%) <0 it, <ty to mamy stan sprezysty;

B) jezeli F(gj) >0 1 t, <t to mamy ‘stan przeciazenia sprezystego;

C) jezeli F(sl) >0 1 t,> £, to mamy stan plyniecia lepkoplastycznego,

D) jezeli F(o'”) <0 i t,>t, to mamy stan wtornie spreZysty.

4. Stany naprezenia w przypadkach A, B i D okreslone sa bezposrednio
przez naprezenia (3. 11)

5. Stan napr¢Zenia w przypadku C wynika z podzxaiu przyrostu od-

ksztalcen catkowitych Aef; na czeéé lepkoplastyczna i spreZysta

\ . A 8ppn AA" ifi ,
(3:12) A&} = Aefy— AeiP™.
Zaklada sig, ze sposOb realizacji tego podziatu jest nastgpujacy:

a) wektor czgSci sprezyste przyrostu odksztalcenia Acff okresla zmiang
Vil poprzedmego stanu napreZenia ofj !; :

b) wektor czgéci lepkoplastycznej przyrostu odksztatcenia Aeff” jest nor-
malny do chwilowej dynarmcznej powierzchni plastycznosci (2. 6) w punkcie
poszukiwanego stanu naprezenia, rys. 2.

Po wykorzystaniu (3.10) i (3.11) otrzymujemy skladowe stanu napr¢zenia:

(- no__ 2# G?J ! + Ag” 1 " f
Am” n-1 | 5
+ 3 Gk | Dijps

gdzie Am® = 24 AA"

6. Podstawiajac skladowe (3.13) do rownania chwilowej dynamiczne] po—v':' =

wierzchni plastycznoéci (2.6) otrzymujemy nieliniowe rownanie algebralcznc
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Rys. 2

ze wzgledu na skalarny mnoznik AA". Rozwigzanie tego rOwnania otrzymuje
sic numerycznie stosujac np. metode Newiona. Rozwigzanie numeryczne
jest dobrze uwarunkowane — istnieje tylko jeden rzeczywisty pierwiastek
44" > 0, ktory jednoznacznie okresla poszukiwany stan napreZenia.

Zasadniczym elementern przedstawionej procedury wyznaczania napreZen
jest sposob wykorzystania zwiazkow konstytutywnych sprezysto/lepkoplas-
tycznosci. W celu odwrécenia tych zwiazkow zastosowano nicjawna metode
wyznaczania stanu naprezenia, ktora charakteryzuje si¢ rozwiazaniem réwnan
konstytutywnych w punkcie poszukiwanego stanu napr@zema Zapropono-
wana metoda ro6zni sig od jawnego sposobu wyznaczania napr@zen stoso-
wanego w konsekwentnej dla przestrzeni i czasu metodzie réinicowe) [4],
a takze od sposobu przyrostowo-iteracyjnego stosowanego w metodz:le elemen-
tow skonczonych [13].

Przedstawiona procedura wyznaczania stanu napr¢Zenia dla przyjgtego
modelu dynamicznego odksztalcania jest ogélna. Przez odpowiednie redukcje
moze byé zastosowana do okredlania stanu napre¢Zenia ‘dia nastgpujacych
przyp@dkow

1§Dla dynamicznego modelu P. PERZYNY [2] dla materiatu spr@zysto/lep-
ko ﬁealme plastycznego, jezeli w zaproponowanym algorytmie pormninaé spraw-
dzanie kryterium J. D, Campbella {2.9), co jest rownoznaczne z pomirigciem
przypadku B stanu napreZenia.
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2. Dla przyblizonego modelu Yu. N. Rasornova [9] dla materiatu spre-
- zysto-idealnie plastycznego z uwzglednieniem zjawiska opoézZnienia plastycz-

nego, jezeli w przedstawionym algorytmie wykorzystaé¢ statyczny warunek
plastycznosci : ‘

(3.14) : ' F= th —1=0
0

zamiast dynamicznego (2.6). W tym przypadku nalezy dodatkowo wyznaczyé
warunki poczatkowe dla plynigcia plastycznego w chwili dynamicznego uplas-
tycznienia t), czyli okredli¢ wspolrzedne punkiu na statycznej powierzchni
plastycznosci (3.14). Wynikaja one z podzialu wektora calkowitych od-
ksztalcenn osiagnigtych w chwili ¢, na cze$ci spreZysta i plastyczna. Roz-
wigzanie tego problemu poczatkowego przedstawiono w pracach [7 i 8]

3. Dla modelu Prandtla-Reussa dla materialu sprezysto-idealnie plastycz-
nego, rozwazanego w pracach [7 i 8], jezeli dodatkowo w algorytmie dla
modelu Yu. N. Rabotnova pominaé¢ sprawdzanie kryterium J. D. Campbella
(2.9).

4, ANALIZA PLYTY PRZEGUBOWO PODPARTE]

Rozwigzanie szczeglowe dla plyty przegubowo podpartej zbudowano opiera-
jac si¢ na przyjgtej rodzinie kinematycznie dopuszczalnych pdl przemieszezen
(3.1) w postaci rozwinigcia wedhig funkcji wlasnych problemu sprezystego.

(4-1) . F,.,(xl,xz):Sin “E‘F"“*xl .Sin “T'ES-XZ .
Iy Ly

Analizg numeryczna przeprowadzono dla plyty o wymiarach
Iy xl;xly=120mx0,80 mx0,04m,

Plyta wykonana jest ze stali St38Y, charaktervzujacej si¢ nast¢gpujacymi sta-
lymi materialowymi: granica plastycznosci o4 = 250 MPa, modut sprezystosci
E=210000 MPa, wspolczynnik Poissona v=0,3, masa wlasciwa g =7850 kg/m>,
wspolczynnik lepkosci y =404 s~ !, wykladnik potggowy funkcji @ (F) (2.4)
0 =5 oraz stale kryterium J. D. Campbella (2.5) ¢ = 14,6; t, = 0,641 [1].
Rozwazano stale w czasie, rGwnomiernie roziozone dynamicznie obcigZe-
nie nadci$nieniem o intensywno$ci p (x;, t} = p = 0,8 pg, = const, gdzie p,,
oznacza kinematyczne oszacowanie statycznej nosnosci granicznej piyty [14].
Wprowadzono przestrzenny podzial objetosci plyty siatka o oczkach

)
Axlxdxzxdxg,:%x—%x%.
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Staly krok czasowy, z ktérym prowadzone sa obliczenia numeryczne
wyznaczono wg (3.9) dla czgstosei drgan wlasnych plyty okrelajacej roz-
wigzanie sprezyste (3.3)

@ sl G

gdzie D oznacza sztywnoéé zgieciowa plyty.

Ponizej przedstawiono najbardziej charakterystyczne wyniki analizy nume-
rycznej otrzymane dla réZznych modeli dynamicznego odksztalcania.

Dla analizowanej plyty, ktorej proces dynamicznego odksztatcania opisuje
zmodyfikowany model materialu sprezysto/lepko-idealnie plastycznego z uw-
zglednicniem zjawiska opdzZnienia plastycznego — pierwszy z przedstawionych
wynikéw dotyczy zmiennosci w czasie ugigcia punkiu srodkowego (I,, I,)
- plyty dla rozwigzania stacjonarnego R =S =1 oraz niestacjonarnego R =
= § =17 (tys. 3a) Wyniki dla rozwiazah posrednich R =5 = 3,5 zawieraja
si¢ pomigdzy podanymi wynikami. Zwraca uwage fakt bardzo malych roznic
amplitud przemieszczenn otrzymanych dla tych rozwiazad, co wskazuje na
bardzo silny wplyw tlumienia’ wyzszych czstosci drgas przez uwzglednienie

a‘ .
ot 2 3 4 5 & 7 gimel
:
0,25 ' §=
W_____z__(fa.l A : awm Yo E*‘m'm ngmx
3
i3
® M (LT R
r LM A2y . 3 :
18] Mo L3=§ ? == dynamiczne uplastycznienie warstw igq é% E 223_
1,4 e ! _— R o
1,24 S Tlp it —— |3
0 e
1,04+2,0 ~—= - - - T T memm e — e —eaM
g | BE My (1.,
0,64
4,0 e e f e e e m Nty e e o
0,4
67 (L Ig,15,0)
0,21 .
N . T tims]
3] 1 2 3 4 5 [
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lepkoscei. Na tym samym rysunku przedstawiono, dla rozwiazania R=85 =7,
zmiennost .\wW czasie intensywnosci naprezeni

(43) ‘ o= /37,

w . zewngtrznej warstwie I, punktu srodkowego (I,,I,) oraz intensywnosci
momentow

@4 M, =T1f"2‘"\/3M” My~ M My

w punkcie $rodkowym plyty (rys. 3b). Na wykresie zmiany intensywnosci
napr¢zen oznaczono chwilg dynamicznego uplastycznienia warstwy zewnetrz-
nej. Gorna dynamiczna granica plastycznodci jest okolo dwukrotnic wigksza
od wartosci statycznej. Po dynamicznym uplastycznieniu intensywno$é na-
prezen stabilizuje si¢ na poziomie w przyblizeniu 60°% wigkszym od wartosci
statyczng} granicy plastycznoici o, Na wykresie zmiany intensywnosci mo-
mentOw oznaczono chwile dynamicznego uplastycznienia kolejnych warstw
przekroju poprzecznego. Maksymalne wartoéci dynamiczne przekraczaja
w przyblizeniu o 559 statyczny moment graniczny przekroju M.

602(T5, 15, 15,t)
=%
O

o Baaly Tl t)
15 So

Rys. 4
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Na rys. 4 przedstawiono na plyszczy#nie ¢,,—o0,, histori¢ zmian naprezen
w zewnetrznej warstwie I, punktu stodkowego (I, I,), w kolejnych krokach
czasowych n = t/4t. Krok czasowy n= 51 odpowiada chwili dynamicznego
uplastycznienia warstwy, krok » =96 odpowiada maksymalnemu ugieciu
dynamicznemu, a krok n = 177 — minimalnemu ugieciu punktu srodkowego
plyty. -

Rys.5 przedstawia dia 1/4 pola powierzchni plyty zmiang w czasie
obszaréw sprezystych, przeciazenia sprezystego oraz lepkoplastycznych - w ze-
wneirznej warstwie plyty, Zwraca uwage fakt prawie jednoczesnego uplas-
tycznienia strefy maroznej i strefy $rodkowej, co éwiadezy o duzym wplywic
momentu skrgcajacego na uplastycznienie strefy naroza. Obserwuje sie, ze
obszary uplastycznione nie zanikajg po osiggniecin maksymalnych przemiesz-
czenn punktu $rodkowego. :

W pracy dokonano poréwnania z wynikami uzyskanymi dla plyty spre-
zystoflepko-idealnie plastycznej bez uwzglednienia zjawiska opbZnienia plas-
tycznego (model P. Perzyny) oraz dla piyt sprezysto-idealnie plastycznych
z uwzglednieniem' (model Yu. N. Rabotnova) i bez uwzglednienia zjawiska
opoZnienia plastycznego (model statyczny). :

-

@ I n=96  wWpax=1,284 cm
X =n=139 wp =0,876cm
i N=177 Wiy =0,580 cm
+

Dz‘sza;’;:_
1 spreiyste
EZ przectgienia spreizystego

BE Lepkoplastyczne
0, 1 2 3 4 5 6 T 4+ I[ms]

t 400 [ n=t/at
at=0,026 ms
0,25 . E~VP,DYP
wil,Ipt) R=3§=7

Ly

Rys. 5
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Oceng wplywu poszezegdlnych efektéow materialowych (opdznienia plas-
tyczhego i lepkodci) na amplitudy przemieszezen zamieszczono na rys. 6, Na
rysunku tym przedstawiono zmienno$¢ w czasie amplitud przemieszczen

punkty Srodkowego plyty uzyskanych na podstawie rozwiazaf niestacjonar-
- nych R=S=7 dla réznych modeli plyty: 1) sprezysto/lepko-idealnie plas-
tycznego (oznaczenie E-VP, DYP), 2} sprezysto/lepko-idealnie plastycznego
(E-VP), 3) sprezysto-idealnie plastycznego z uwzglgdnicniem zjawiska opdz-
nienia plastycznego (E-P, DYP) oraz 4) sprezysto-idealnie plastycznego (E-P).
Na rysunku znajduja potwierdzenie przewidywane w [1] ilosciowe skutki
wplywu uwzglednienia zjawiska opdZnienia plastycznego na wartosci prze-
mieszczett plyty. Przyimujac, ze dla rozwazanego przypadku obcigzenia
p/po. = 0,8 amplituda przemieszczeni trwatych plyty (E-VP, DYP) wynosi 1,00
to odpowiednie amplitudy dla pozostalych plyt sa nastepujgce: 1) dla plyty
(E-VP)— 1,06, 2) dla plyty (E-P, DYP)— 1,57 oraz 3) dla plyty (E-P)—
2,35.

0 ! 2 3 4 3 & T ting
| SET .
0,251 N i \:- E—vP E-VP,DVP
e g N e RaSa7
e e T TETE by R
. s s oy i o .
., s, .oE-P
0,504 : T, M st et
e R T
Wiy ) wp
Ly
Rys. 6

W pracy uznano przemieszczenia frwale punktu Srodkowego jako od-
powiadajace poziomowi maksymalnych predkosci przemieszezen tego punktu
dla drgan ustalonych {tj. po osiagnigciu pierwszej maksymalnej amplitudy
przemieszczen),

. Przeprowadzone doswiadczenia numeryczne dla réznych wartosci ob-
ciazen p/p,. dzialajacych na analizowana plyte wskazuja, Ze jest mozliwe
wystapienie wigkszych réznic pomigdzy przemieszczeniami trwalymi dla roz-
wiazan (E-VP, DYP) i (E-VP). Przykladowo dla obciazenia p/po, = 0,5 roz-
nica ta wynosi okolo 10%. Natomiast dla obciaZenia p/p,. = 0,4 nastgpuje
jakoéciowa zmiana charakteru pracy plyty; dla rozwigzan (E-VP, DYP) i (E-P,
DYP)} obserwuje si¢ tyko sprezysta prace plyty w calym zakresie trwania
procesu dynamicznego odksztalcania, podczas gdy dla rozwigzan nie uwzgled-
niajacych opdinienia plastycznego (E-VP) i (E-P) wystepuja obszary uplas-
{ycznione,
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Na rys. 7 przedstawiono zmiang w czasie konfiguracji obszaréw sprezys-
tych i lepkoplastycznych w zewnetrznej warstwic plyty sprezysto/lepko-
plastycznej — bez uwzglednienia zjawiska opodZnienia plastycznego. W tym
przypadku obszary lepkoplastyczne zajmuja znacznie wigksza powierzchnig,
w poréwnaniu do wynikdw wg rys. 5.

n=40 .

70

. n=98 ..'.'ﬁ';ma,: 1,272 em L
n=142 wp =0,931 cm
N=180 wyin=0,641 tm

Obszurg
O sprezyste
8 Lepkoplastyczne

0 1 2 3 4 5 & tims
~ | %0 f (| [40f | 1  as0 | 200 n=t, /at,
At=0,026 ms
0,25- E-vP
R=8=7
wil,,Io,t)
SR Y
Rys. 7

Dla poréwnania na rys. 8 przedstawiono zmiang w czasie konfiguracii
obszarbéw sprezystych i plastycznych w zewngtrznej warstwie plyty spreZysto-
-idealnie plastycznej. W tym przypadku uplastycznienie warstwy zewngiraneg
rozpoczyna si¢ od naroza, Strefy plastyczne rozwijaja sie niemonotonicznie.
Obserwuje sig, ze w niektérych punktach plyty wystepuja lokalne odciazenia
spowodowane niestacjonarnoécia pola predkosdci zalozonego rozwiazania.
Maksymalny zasigg strel plastycznych jest podobny do wystgpujacego w ply-
cie spr@zysto/lepkoplastycznej (rys. 7), ale obszary uplastycznione zamkaja
po osmgm@mu maksymalnych przemieszczenn punktu $rodkowego.

Na rys.9 przestawiono zmienno$¢ w czasie ugieé¢ punktu Srodkowégo .
plyty sprezysto-plastycznej dla rozwigzan R=8=1,3,5,7,t. z 1,4,9 i-16
wyrazami szeregu (3.1). Na rysunku tym zamieszczono takze wynik {ozna-
czenie A) uzyskany metoda r6znic skoficzonych, konsekwentna dla przestrze-
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n=34 1

J

]

]

!

t >
._._.__.._..._.._..!_ e e

1

i N=169 wing,=2170 cm
j =203 wp =2,055cm

B 1
LI | n5253 Wyin=1,873 cm
| 1 [ =252 i

Obszary:
1 sprezyste
8 plastyczne

0 1 2 s 4 5 6 7 ¢ Dms?
~_ 1B 80 1 | w0 | | 156 pm  zoo n=t/at
at=0,026 ms
0,251
R=8=7
0,501 E-P
"w(!j,Iz,t,)
Ly
Rys. 8

ni i czasu [4 i 5], przy identycznym podziale przestrzennym plyty. Charak-
terystyczna jest zbiezno$C rozwigzan. W miare zwigkszania liczby wyrazow
szeregu: 1} zmniejszaja si¢ réznice pomiedzy poszczegdlnymi rozwiazaniami
oraz 2) rozwiazania daza do wyniku uzyskanego metoda réznicowa. Dalsze
zwigkszanic liczby wyrazéw szeregu nie powoduje istotnych zmian iloscio-
wych. i- nie jest efektywne z uwagi na znaczne wydiuZenie czasu liczenia.
. ‘Zwraca’ uwagQ fakt znacznego wpiywu mestac_;onarnych form ruchu plyty
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0 1 2 8 4 3 6 7 tfms

0,251

0,50/

w (1.1 ,Ig ’tr)
La

Rys. 9

na ugigcia. W przypadku plyty sprezysto-plastycznej roznica przemieszczeth
maksymalnych pomigdzy rozwigzaniem stacjonarnym R = § =1 a niestacjo-
narnym R =.8=7 wynosi okolo 24% i jest okolo & razy w1gksza niz
w przypadku rozwiazan dla plyt sprezysto/lepkoplastycznych.

5. ZAKONCZENIE

W pracy przedstawiono rozwiazanie dla dynamicznie obciazonych plyt
prostokatnych ze szczegdlnym uwzglednieniem problemu nicliniowosct fizycz-
nej wladciwe] dla materialu charakteryzujacego si¢ wystepowaniem efektow
opoznienia 1 lepkosci. Rozwiazania uzyskano przy wykorzystaniu przyblizonej,
analityczno-numerycznej metody kinematycznej [7 i 8]. Rezultaty rozwigzaf
wskazuja, Ze stosowany algorytm pozwala na efekiywna analize procesu
dynamicznego odksztalcania plyt. Wykorzystanie zmodyfikowanego modelu
dynamicznego odksztalcania {1] powoduje zmiany jakosciowe w przebiegu
procesu odksztalcania, w poréwnaniu z innymi modelami fizycznymi oraz
ma wplyw na efektywno$¢ analizy numerycznej. Uwzglgdnienie zjawiska
opdznienia plastycznego powoduje bowiem wydluzenie czasu trwania spre-
7ystej reakcji materialu oraz znaczne zmniejszenie objetosci obszardéw uplas-
~ tycznionych, w ktoérych realizuja si¢ nieliniowe procesy odksztalcania, Te
jakosciowe rdznice prowadza do pewnych zmian ilosciowych rzutujacych
na zmniejszenie amplitud przemieszczen plyt. Wniosek ten dotyczy szczegodl-
nie elementéw typowych dla konstrukcji budowlanych, poddanych oddzialy-
waniu tzw. matych obcigzen dynamicznych.
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PEsoME

JTHMHAMMWYECKOE ITOBEXEHUE VIIPYI'O-BASKOIINMACTUYECKHX

MPAMOVYTONBHBIX AT
C YUETOM SBJEHUA 3ATIA3ABIBAHUA TEKVUECTH

Hennio paGorsl SBRACTCH AHANM3 BIMAHHS SBJACHAN 3armasfbiBAHHE TCKYIECTH HA
NPOTEce QUHEAMMHECKOTD ACHOPMUPOBAHHA TIPAMOYTONLKBIX NANT. DTO ABICHHE NPOABFASTCH
YBEIHMYCHUCM HAYANLHOTO AMHAMHNECKOTO NPEReNa MHACTHYHOCTH IO CDABHEHHIO ©O CTaTH-
HCCKMM 3HAYEHHEeM. MICNOILI0BAHE ONpPENSAsFOUINEe COOTHOUWCHHA YIPYTo-BA3KOMIACTATHOCTH
11. Tsmuna, NPOMHTETPUPORAHEEE ¢ HAYANBHBIM YCITOBHEM, ONPCICNEHHBIM COIACHO KpH-
Tepuro AuHammueckoit Tekywectn k. JI. KonmbOenna, IMoapoOubie peluenis BOIySeHB! pu
HCTIONB3OBAMUN NPROJHKEHIOrO, AHATUTHIECKH-IHCTIEHHOIO KWHEMATHYSCKOrO MeTopa. [lpen-
CTaBPMNCHEL CPaBHeHWsA, YyKaspipaloiiMe Ha BAAAHWE 3(QQGERTOB 3amA3RIBAMEA  TEKYUecTH
K BAIKOCTH HA AMOMHTYAY NEPEMEINCHMA H XapakTep MPOBECCd JHHAMHYCCKOrC JIeQOPMADPO-
BAHMS IIHT.

SUMMARY
DYNAMIC RESPONSE OF BLASTIC/VISCOPLASTIC _
RECTANGULAR PLATES INCLUDING THE DELAYED YIELD PHENOMENON
The purpose of the paper is to analyze the influence of the delayed yicld phenomenon

on the dynamic strain process of the rectangular plates. The phenomenon is manifested
by the increase of the initial dynamic yield stress in comparison with the' static value,
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Constitutive P. Perzyna’s elastic/viscoplastic relationships was integrated with the initial con-
dition determined according to the J. D. Campbell’s criterion of dynamic yielding. Detailed
solutions were obtained by using the approximate analytical-numerical kinematical method.
Comparisons were carried out to indicate the influence delayed yielding and viscosity effects
on the amplitude of the displacement and on the character of the dynamic strain procesr
of the plates,
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