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WSTEPNE MODELOWANIE NUMERYCZNE DYNAMIKI
NIESPREZYSTYCH MEMBRAN KOLOWYCH

WLODZIMIFRZ IDCZ A K {(WARSZAWA)

‘Przedstawiono numeryczne modelowanie dynamiki niesprezyste] membrany kolowej
utwierdzonej na obwodzie, kidrej Zrédlem obciazenia jest detonacgja materialu wybuchowego.
Opierajac sig na vproszczone. teorii umiarkowanie duzych ugie¢ i dopuszczajac mozliwoéé
Zmiany grubofci membrany, wprowadzono nicliniowe rozniczkowe réwnanie ruchu, ktdre
rozwigzano metoda réinic skoficzonych. W' ramach rozwazanej teorii badano czasowo-
-przestrzenne zminny funkeji ugiecia. predkosci ugiecia, odksztalcenia i grubodel membrany
Przedyskutowano wplyw oslabienia membrany zwigzany ze zmniejszaniem si¢ jej grubosci,
wzmocnienia materialowego oraz postaci warunku poczatkowego na proces ruchu membrany.
Wykazano koniecznof¢ uwzglednienia rowniez wzmocnienia geometrycznego. Przedstawiono
wniosek © mozliwodci wykorzystania badanych membran w mechanicznych czujnikach cis-
nienia do pomiary zaréwno amplitudy cifnienia jak i czasu jego trwania.

I. WsTep

Zagadnienie dynamiki cienkich plyt kotowych, w przypadku gdy zrodiem
obciazenia jest detonacja kontaktowego lub niekontaktowego ladunku ma-
terialu wybuchowego posiada znaczenie natury poznawczej i praktycznej.

Metody przyblizone typu inzynierskiego nie daja mozliwosci jakosciowego
badania procesu deformacji konstrukcji. Zadania takie spelniaja metody
numetycznego modelowania, hmoiliwiajacce symulacj¢ badanych procesow.

W pracy przedstawiono wstgpne, a wice obarczone pewnymi zalozeniami
upraszczajacymi, modelowanie dynamiki niesprezystych membran obcigza-
nych falg cisnienia o duzej intensywnosci tub idealnym impulsem poczatko-
wym. Proponowany model zawiera nastgpujace czesci: 1) analityczne sformu-
lowanic rozwazanego zagadnienia, 2) metode rozwiazania, 3) algorytm rozwia-
zania, 4) program w jezyku Fortran na komputer.

Termin ,wstgpne modelowanie numeryczne” przyjeto z tego wzgledu,

ze w fazic formulowania réwnad dynamiki umiarkowanie duzych ugieé

membrany pominigto oddzialywanic wzdhizne ograniczajac si¢ jedynie do
spetniania warunkéw rownowagi sit poprzecznych. Zalozono ponadto, ze sily
membranowe N, nie sa funkcja wspolrzednej przestrzennej r. Tego typu

-~ zalozenia pozwalaja $ledzié proces deformacji membrany z pominigciem
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wzmocnienia geometrycznego. Dzigki temu mozliwe jest ustosunkowanie sig
do pozostalych efektow, ktore w procesach dynamicznych odgrywaja istotna
role. Efekty te, to 1) ostabienic membrany zwiazane ze zmnicjszaniem sie
jej- grubosci, 2) wzmocnienie materiatowe charakteryzujace wrazliwo§¢ ma-
terialu na predkos¢ deformacji oraz 3) wplyw postaci warunku poczatko-
wego na proces ruchu.

Rozwazang membrang obciazona fala cisnienia P (r, t), ktorej Zrodiem jest
niekontaktowy tadunek materiatu wybuchowego o gestodai o, i ciezarze ¢,
detonujacy w odleglosci H od membrany przedstawiono na rys. 1. Na rys. 2
przedstawiono membrang, ktorej Zrodlem obciaZenia jest kontaktowy ladunek
materialu wybuchowego o parametrach ¢, i ¢, rozmieszczony centralnie
na mebranic- w strefie o promieniu @, generujacy ideslny impuls poczat-
lkowy L

Rozwigzujac Zagadnienie sformulowanc w punkcie drugim zastosowano
metode roznic skoficzonych z iteracjami i niejawnym schematem catkowania
réwnania ruchu wzglgdem czasu [8]. Problem stabilnodci i zbieznosci metody
numerycznej zastosowanej do rozwiazania zagadnienia dynamiki niesprezys-
tych membran kolowych oméwiono szczegblowo w [9].

2. SFORMULOWANIE ZAGADNIENIA

Rozwazamy zamocowang na obwodzie kolowa membrang o promieniu R,
grubosci poczatkowej h, 1 gestosci powierzchniowej materialn m. Membrana
obcigZzona jest fala ciénienia o amplitudzie B, i czasie trwania f, lub’
idealnym impulsem poczatkowym I rozlozonym réwnomiernie i symetrycznie
wokol jej punktu srodkowego na pow1erzchn1 0 promieniu aR, gdzie
~0<a=xl (rys. 2)

Rozpatrujac réwnowage mnieskoriczenie malego elementu odksztalconej
membrany we wspdlrzednych biegunowych otrzymuje sie nastgpujacy ukiad
réwnafi roézniczkowych [107: )

d aw 2W(r, 1)
P (rN, T)_H‘P {r.t)—rm T_ ,

FUr,
ar

(2.1)
4 (rN,)—Ng—rm
dr

Sily membranowe w kierunku promieniowym i obwodowym oznaczono
odpowiednio N,., N, oraz przemieszczenia poprzeczne i wzdiuzne promie-
niowe odpowiednio W, U. Pominigcie przemieszczeri w' kierunku promie-
niowym, co prowadzi do wynikéw zadowalajacych z inzynierskiego punktu
widzenia {5] pr7y1trcm U =0 pozwala sprowadzi¢ -uklad (2.1} do réwnania




426 WLODZIMIERZ IDCZAK

' d aw d*w
2.2) E(FN,) 0 +7N, _drz

PW(r,

#u] —o,
ot

W rozpatrywanym przypadku ,urﬂiarkpwanie duzych przemieszezeni zwiazki

geometryczne okreslajace odksztalcenia podiuzne i ich predkodci, jako funkcje
przemieszczen, sa nastepujace [111: '

aU 1 [aw\? U
a=4Y (e _Y
, + (ar)’ dp=—,

+r[P(r,t)—m

cdr 2 r
@3) ow EW
* er arat’ Zg = 0.

Przy wyznaczaniu predko$ci odksztalcen przyjeto U = 0.
Wprowadzajac do rowna (2.2) oraz (2.3) zmienne bezwymiarowe w postaci
a, ’ _p

I r R
= ‘—_, == 4_, O- == _'—_,
ho e’ YT R e’ P70 ook
tVe

ho

24)
T = L lub =
tr ‘

gdzie o, = N,/h, 0, oznacza pranice plastycznoéci na rozciaganie, {, czas
trwania ruchu sztywno-lepkoplastycznej membrany obciazonej .falg cinienia
oraz V, poczatkowa warto$l ﬁr@dkoéci przemicszezenia przytozona do mem-
brany w strefic (0, a) zwiazana z impulsem poczatkowym, zaleznoécia

I

(25) o= ms

otrzymuje si¢ nastgpujaca bezwymiarowa postal rownania ruchu:
. oh '
. (2.6) ' W= o0y ghw o+ oy e Wtz P e, T)

oraz nowa postaé zwiazkow odksztalceniowo-przemieszczeniowych
2 . .
2.7 8= 03 Wy, & =04 W,W,

Wspolczynniki o5 1 o3 wystgpujace w roéwnaniach (2.6) i (2.7) wynosza

2 2
.8 . oy = 204 a-3=i(h°),-

- mR "’ 2 \R

Wspélczynniki «, i @, w przypadku obcigzenia fala ciénienia sa odpowiednio
rowne : '

(2.9) a‘l _ Ooljho hs

, Oy = .
mRz 4 tf R2
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W zagadnieniu obcigZenia idealnym impulsem poczatkowym wyzZnaczamy je
7€ WZOrOw

Uohg _ hOVO

(2.10) S m = prya %S

Szacunkowy czas trwania ruchu membrany ¢,, zalezy od czasu trwania
obciaZenia t, i wyznacza si¢ ze wzoru wyprowadzanego w [7]: '
T 0 ho :
mR?

: 1
(2.11) ty = ﬁ(ﬂwZ arc ctg\/Bto), b=
Przyjmujac zalozenie o niedcisliwodci materiatu, wyznacza sic wzor pozwala-
jacy okredli¢ zmiany grubosci membrany w procesie jej deformacji

1 -

h 2
(i)

Jako zwiazek materialowy pfzyj@to do rozwazafi potggowa postaé prawa
plynigcia, charakteryzujaca wrazliwos¢ materialu na predko$é odksztal-.
cen [12]:

213) a:1+(i)f
. &

W réwnaniu (2.13) £, i n sa stalymi materialowymi.

Do rozwazani przyjeto nast¢puiaca postac bezwymiarowej funkcji wymu-
szenia, okreSlajace] zmiany skladowej cisnienia dzialajace] na rozwazana
membrang w kicrunku przemieszczenia w:

212) h=

po | 1= dla 0 <t <ty/t,,

17 ( to ) J1+(w o

214) ple. 7= :
. 0 dla T> 1 / tf

W réwnaniu (2.14) p, oznacza bezwymiarowa amplitudg fali ciénienia. Roz-

-wazajac obcigzenic membrany idealnym impulsem poczatkowym, spetniano

nastgpujace nieciggle warunki poczatkowe zagadnienia:

W (o, 7) = 1 dla O=g<a 1 71= 0,
©Y9%Y dla a<o<l i 1=0,

- (2.15) , )
wig, 1)=0 dla O0se¢s<l i =0,

Iub odpow1ada3ace im warunki spelniane na calej powwrzchm membrany
i - Wyznaczone technlka modalnq [4]:
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Wwig, 1) = (3(12"%614)(1—92) dla 0<p<1 i =0,

(2.16) . ' '
wig,t)=0 dla 0<e<l i =0

Zagadnienie ruchu niesprezystej membrany, ktorej #rédlem -obciazenia
jest niekontaktowy lub kontaktowy tadunek materiatu wybuchowego 0 zna-
nych parametrach, opisuje jednoznacznie nastgpujacy bezwymlarowy uklad
réwnafi: 1) réwnanie ruchu (2.6), 2) zwiazki odksztalceniowo- -przemicszcze-
niowe (2.7), 3) funkcja zmiany grubosci (2.12), 4) zwiazek materiatowy (2.13),”
5) funkcja obciazenia (2.14), 6) warunek poczatkowy (2.15) lub (2.16) oraz
‘warunki brzegowe poprawne dla membrany kolowej utw1erdzonej na
obwodzie.

Nieznanymi funkcjami wystgpumcyml W réwnaniach problemu zaleznymi
odgitsaw,e,d6&,alh ,

3. METODA ROZWIAZANIA

Réwnanie ruchu (2.6) pozwalajace okreshc w kazdej chwili ‘czasu poto-
zenie punktu zdefiniowanego na pow1erzchn1 érodkowej membrany przed
deformacja wspdlrzedna ¢ jest rOwnaniem rézniczkowym czastkowym nie-
liniowym ze wspolczynnikami, ktorych warto$ci wyznaczamy z rownan (2. 7)
(2.12) i (2.13), te za$ zaleza od rozwiazaf rownania ruchu.

Pelne rozwigzanie omawianego problemu wymaga zatem przyjecia od-
p0w1edme] stabilnej metody numerycznej. Przedstawione beda ogolne wlagci- ¢
wosci metody oraz ideowy algorytm rozwigzania. W pracy [9] przedstawiona -
- bedzie analiza stabilnosci i zbieznogci zastosowanej metody.

3.1 Ogolne sformulowanie metody

W celu rozwiazania zagadnienia dynamlkl umiarkowanie duzych ugied

zastosowano metode réznic skoficzonych [8 i 13], w ktorej 1) wykorzystano
niejawna procedurg calkowama ‘réwnania ruchu wzgledem czasu, 2) przyjeto
metode .,przeganiania” rozwiazujac réwnania réznicowe na aktualnej warstwic
czasowe] oraz ) zastosowano iteracie w u,lu ustalenia “wspolczynnikow
rownania ruchu.

Rownania rozniczkowe przeksztalcono w ramach przyj@te] metody do .
roéwnati réznicowych aproksymujac pochodne czastkowe schemataml rdZnico-
wymi rzedu d’[ i (do)* zgodnie z naste;pu]accyml WZorami:
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RS P YO S S P Gt _ it
Wit = Wi 2wiT T+ wil] je1_ Wiii—wilg
1 - j * ¢ -
ae dQZ 2dQ 3

(3.1) . A
wit = 2wl pwi !

dz?

Wi:

We wzorach (3.1) wskaznik gérny oznacza wspolrzedng czasowa, wskaznik
za$ dolny wspoirzedng przestrzenna okreflona na siatce CZASOWO-przestrzen-
nej (rys. 3).

W.B, . S W.B.
1) (i+1) '
( (f*'ﬂ—.—
i
E {i-1) —
| o
e ) I w=l, w=0, &-=0
—-'{dil-— ‘ éf'=0; 5=1, =P
=1 i=Me1
FC FC g :
. . w=0, w#0,
W20, W0, &< I R N S Y
&=0, 6=1, pll 8;-.?0,. 5>0, p#ld 6=1,  het
h=1 ) het -
P IP
w#l, w#l, ep=0| ‘ . w=0, w=0
€p=0, o<1 £ #0,  Enzl),
h=1 ' 6>1,  het
Rys. 3

Na rys. 3 przedstawiono warunki graniczne rozwiazywanych zagadnien ‘
- oznaczone symbolem FC dla membrany obciazonej fala ciénienia i symbolem
: IP dla membrany obciazonej idealnym impulsem poczatkowym.

3

3.2, Réznicowe rownanie ruchu

Wykorzystujac definicje pochodnych - (3.1) w rozniczkowym rownaniu
- ruchu (2.6), otrzymuje sig¢ réwnanie roZznicowe

(32

i+ 1 i+ i+ 1
Dyw{™" = G wili+H,witl+F,
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w ktorych Wspc’)lézynniki D, G;, H;, F; okfeélone sq wzorami

2
D, = 1+20; o by (‘k)
de
dt 1 dt?
Gi:ocl a; h![(d_g) +_QT 2dQ]’
dr\e 1 df*
Hi: oy O; hl[(@) —‘-Q: 2dQ ],

]+1

(3.3)

- 'Fi=2w{1—~w§‘1+ct2d'c 2
Réwnania roznicowe (3.2) mozna przekszialcic do rownania o strukturzc
nastegpuiacej:
(34) witl=Y+Z with, j=12,., i=M,M—-1,M-2,..,1,

w ktorym wspolCzynmkl Y, i Z; nazywane c7gsto paramétrami posrednimi
metody ,przeganiania”, okreflone sa nastgpujaco:

‘ L H. Y. ' G.
(3.5 K:M Z,= d

) ) i=2,3,.,M,
Di_'_"Hi Zi41 Di_Hi Zi—l

Y, i Z; za§ wyzpaczono, spetniajac warunki brzegowe pa Osi membrany.
Na plerwsze] mezerowe] warstwie czasowej rownanie (3.4) przyjmuje postac

(3.6 = Y2 wht

Wspdlezynniki Y, i Z wystgpujace W rownaniu (3. 6) wyznacza Si¢ ze
wzotu (3:5), wspolczynmkl G; i H; wzoru (33), a wspotczynniki D; i F;

maja postaé
dt \
= 2[1+011 g; hi (Eé) ],

F =2 (W +wl du)+ay dr?p

3.7)

Rézniczkowe rownanie ruchu punkiu $rodkowego membrany (e=0,i=1)
(3.8) 204 W‘,Q'a+'oc2 P,

przyjmuje nastépt'ljacac postaé réznicowa:

witt 2wl +wi? 2 witl—wi'h

= 204 . 1 +062p,i+1,

(3.9). - dQ

ktéra mozna sprbwadzié do nastepuiacej struktury metody Lprzeganiania”:

e o 1 _.
AP DA W P
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a= 4@1 (j;) .

Porownujac rOwnania (310) i 34) okreslono poczatkowe parametry po-

§rednie; ‘
_ Oy 2 1 1 1 2 ;
E (1+a)d1'rpj1 (1+a)wJ‘ +(1+a>wl’

a
Zy = .

. Na pierwszej niezerowej warstwie czasowej rOwnanie (3.10) przyjmie postaé

1_ a 1 % 2.1 1 -1 2 0
(3.12) wl_(1+a)W2+(l+a>dT Pi (1+a)w1 +(ﬁ+a)wl.

Wykorzystujac w réwnaniu (3.12) warunek poczatkowy

gdzie

1 -1
(3.13) MM e,

otrzymano réznicowe rdéwnanie ruchu punktu srodkowego membrany spel-
niane na pierwszej niezerowej warstwie czasowej

2 2
1 _ = i 0
(3.14) .wl—(2+a)w2+(2+a)dr p1+(2+ )w1d1+(2+a)w1.

Poréwnujac réwnanie (3. 14) z rownaniem (3.6) okreslono poczatkowe para-
- metry poérednie:

2 ) 2
Y, = (2+ )dT p1+(—2+—a)w(1’ dr+(m)w?,
a .
Z1= (2 +a )
Pochodne mieszane wystepujace w réwnaniu (2.7) aproksymowano nastepu-

jacymi schematami roZnicowymi:
Dla'i=2,3,..,.M

(3.15)

1 , . ; P . :
e = g LD =T L J= L2
(3.16) '

w =_—[(W§+1—W?+1)*“(Wi1—1““w?—1)], j=0.
 2dp dt .
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. Dlai=l1
(3.17) | W, =0.
Dia i=M+1
W= — 2dgldfc (v W), = 120
(3.18)
W, = mldgldr (wn}fwﬁ), j=0.

3.3. Algorytm rozwiqzania

" Przystepujac do rozwiazania zagadnienia dynamiki niesprezystej mem-
brany kotowe skonstruowano tablicg stanu R (k, ), w ktorej wskaznik k -
oznacza numer sktadowej, wskaZnik za$ i numer punktu okreslonego na
rozwazanc] warstwie czasowej siatki rozmicowej (rys. 3). Poszczegdine skia-
dowe tablicy stanu oznaczajg co nastepuje:

R(L)—w, R@i)=vw, RQG,i)=s, R@ D=4,

(3.19) ; .
R(5,)=06, R(@6,)=p, R{OT,)=h
Ogoluy algorytm rozwigzania przewiduje nastgpujace etapy postepowania
1) Wezytanie tablicy warunku poczatkowego R1 (k,i). 2) Wyznaczenie roz-
wiazania na pierwszej warstwie czasowej R2 (k,i). 3) Wyznaczenie rozwia-
zania na kolejnej warstwie czasowej R3 (k,i). 4) Sprawdzenie, czy proccs
" deformacji membrany trwa. Je§li membrana znajduje si¢ w ruchu to, doko-
nuje si¢ przepisania tablic R3 (k, i) > R2 (k, i) i wyznacza si¢ ponownie rozwia-
~ zanie dla kolejnej warstwy czasowej R3 (k, i). Jesli za$ ruch membrany ustal,
to koficzymy proces obliczen (rys. 4). .
Poszukiwanie rozwiazah na poszezegbinych warstwach czasowych R2 (k, i),
R3 (k, i} przebicga wedlug nastgpujacego algorytmu {rys. 5): 1) Wyznaczamy
rozwiazania iteracji ,wstepnej” R2W (k, i) lub R3W (k, ), ustalajac wspol- ’
czynniki D;, G,, H; na podstawie znanych rozwiazan z poprzedniej warstwy
czasowej, odpowiednio R1 (k,i) lub R2 (k,i). 2) Wyznaczamy rozwiazania
iteracji ,,biezacej” R2 (k, i) lub R3 (k, i), ustalajac wspétczynniki D;, G;, H; na
podstawie znanych rozwiazafi z biezacej warstwy czasowe] i iteracji ,,wstepnej”;
odpowiednio R2W (k, i) tub R3W (k,i). 3) Sprawdzamy ZbieZnos¢ procesu
iteracji. Jesti warunek zbieznofci nie jest spelniony dokonujemy przepisania .
tablic R2 (k, i) = R2W (k, i) lub R3 (k, i) » R3IW (k, i) i wyznaczamy ponownie
.rozwigzanie .iteracji ,.biezacej”, odpowiednio R2 (k,i) lub R3 (k, i); jesli zas
‘warunek zbieznoéci jest spelniony dla aktualnej warstwy czasowe] R3 (k, 1),
to sprawdzamy, czy proces deformacji membrany trwa, posigpujac zgodnie z
ogdlnym algorytmem opisanym poprzednio.
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WYZNACZ
R{1,M+1), Y(1), Z(1)

=2,3,....M

Ligz
wapdtezynniki {1}, Z(7)

f=MM-T...,T

WYZNACZ
rezwigzania rownania
ruchuy  R{1i} -

- f=2, - -7M
- k=27
WYZNACZ
Rik,i)
=YY,
WYZNACZ

Rik,1), Rik,M+1)

Y

" Rys. 6 ) 5

Poszukiwanie rozwigzafi dla dowolnej warstwy czasowej na kazdej iteracji
R2W (k, i), R2{k,i), R3AW(k,i), R3 (k,i) odbywa si¢ wedlug nastgpujacego
algorytmu (rys. 6): 1) Ustalamy warunki brzegowe réwnani ruchu. 2) Wyzna-
czamy wspdlczynniki metody ,przeganiania” Y, Z;, i=2,.., M. 3) Wyzna-
-czamy rozwigzaniec réwnania ruchu w;, i=M,M—1,..,1. 4) Obliczamy
wartodci pozostatych sktadowych tablicy stanu w;, &, &4 0; b W wewngtrz-
nych punktach siatki czasowo-przestrzennej, i = 2, .., M. 5) Obliczamy war-
tosci pozostalych skladowych tablicy stanu w punktach brzegowych zagad-
nienia.

4. WYNIKI OBLICZEN NUMERYCZNYCH I DYSKUSJA

Obliczenia prowadzono dla membrany stalowej o nastepujacych para-
metrach materialowych i geometrycznych: o6y =223-10°Nm™2; n=S5;
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n=>500;6,=40s"';m=1515Nm 3s2; R=31,8.10"> m; hy=1,93-10"3*m;
a=05; a=10. -

Rysunki od 7 do 19 przedstawiaja nastgpujace wykresy: 1) Wykresy
wzglednego ugigcia trwalego punktu §rodkowego membrany w, jako funkcji
czasu trwania obcigZenia t, dla dwdch wartoéci amplitudy ciénicnia P,
(rys. 7). 2) Wykresy wzglgdnego ugiecia trwalego punktu-$rodkowego mem-
brany w, jako funkcji amplitudy ci$nienia F, dla dwéch wartosci czasu
trwania obciazenia t, (rys. 8). 3) Wykresy ugigcia w czasie punktéw mem-
brany okreslonych wspdlrzedna ¢ przy ustalonych parametrach obciazenia B
ity (rys. 9). 4) Profile deformujacej si¢ membrany dla kilku chwil czasowych

- okreslonych wskaznikiem j przy ustalonych parametrach obciazenia (rys. 10).
5) Znormalizowane profile deformujacej sic membrany dla kilku chwil czaso-
wych przy ustalonych parametrach obcigzenia (rys. 11). 6) Wykresy predkosci
ugigcia w czasie punktéw membrany okreslonych wspotrzedna ¢ przy ustalo-
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Rys. 11

nych parametrach obeidZenia (rys. 12). 7) Profile funkcji predkodci deformu-
jacej si¢ membrany dla kilku chwil czasowych przy ustalonych parametrach
obciazenia (rys. 13). 8) Wykresy odksztalcefi ¢, . w czasic okre§lane w punktach
membrany o wspolrzednej promieniowej ¢ dla ustalonych parametréw obcia-
zenia (rys. 14). 9) Profile funkcji odksztalcenia dla kilku chwil czasowych
przy ustalonych parametrach obciaZzenia (rys. 15). 10) Wykresy grubosci
membrany w czasie dla kilku punkiéw membrany okre§lonych wspotrzedna o
przy ustalonych parametrach obciazenia (rys. 16). 11) Znormalizowane profile
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zdeformowanej membrany jako funkcji czasu trwania obcigzenia przy ustalonej
jego amplitudzie (rys. 17). 12) Wykresy wzglednego ugiecia trwalego punktu
srodkowego membrany w funkcji impulsu poczatkowego I w przypadku
gdy promiefi strefy obcigZenia a=0,5 (rys. 18). 13) Wykresy wzglednego
ugi¢cia trwatego punktu drodkowego membrany jako funkcji impulsu po-
czatkowego 1, w przypadku gdy promien strefy obciazenia a = 1,0 (rys. 19),
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Na rys. 7 1 rys. 8 oznaczono linia ciagla wyniki otrzymane metoda
oméwiona w prezentowanej pracy, linig za$ przerywana wyniki otrzymane
metoda przyblizona przedstawiona w [7]. Krzywe te oznaczono odpowiednio
wskaznikami B, P. Przedstawione na rys. 7 i rys. 8 wykresy wskazuja,
iz metoda przybhzona ktéra przedstawiono w [7] prowadzi do wynikéw
nieco zanizonych wzgledem wynikdw otrzymanych obecnie. Minimalne réznice
dopuszczaja mozliwosé¢ stosowania metod przyblizonych tam, gdzie interesu-
jacym nas parametrem ruchu membrany jest maksymalne uglgme jej érodko-
wego punktu,
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Krzywe zamieszczone na rys. 9 przedstawiaja ugiecie kilku punktow
zlokalizowanych na powierzchni membrany jako funkcj¢ bezwymiarowego
czasu okreflonego wskaznikiem j. Na rys. 9 oraz na nastgpnych rysunkach
podano wykresy pozwalajace obliczy¢ fizyczng warto$¢ czasu ¢, W ktorym
realizowany Jest proces deformacji membrany.

Krzywe zamieszczone na rys. 16 przedstawiajace zmiany profilu membrany
w trakcie procesu deformacji wskazuja, Ze proces deformacji membrany
jnicjowany jest na utwierdzeniu, po czym przemieszcza si¢ W kierunku jej
punktu érodkowego. W konsckwencji plaska w pierwszej fazie ruchu mem-
brana przybiera sukcesywnie ksztalt stozka, w koficowej zas fazie ruchu

lekko sie uwypukla. Profil zdeformowanej membrany wyznaczony analitycznie |

odbiega od profllu realizowanego w do$wiadczeniu. Jest to konsekwencia
tego, iz W opisie teoretycznym zaniedbano skladowa pozioma sily wymusza-
jacej i sktadowa podluzng promieniowq przemieszczenia U. Takie zaloZenie
upraszczajace chociaz daje zakldcony obraz profilu zdeformowanej membrany,
to jednak prowadzi do ugiec trwalych nie odbiegajacych od uzyskanych
w eksperymencie [5].

Krzywe zamieszczone na rys. 11 przedstawiajg normalizowany profil
deformujacej sic membrany. Uwidacznia sig wyrazny wplyw zaniedbania
skladowej poziomej sily wymuszajacej na proces deformowania membrany
przy obciaZeniu zmiennym w czasie.

Krzywe zamieszczone na rys. 12 charakteryzu]q proces deformacji mem- ‘

brany. Przedstawiaja one zmiany predkosci przemwszczema w Idlku punktow
membrany okreslonych wspolrzc;dnq 0. Mozna zauwazyé, 7 W Pierwszcj
fazie ruchu wszystkie punkty maja Jednakowa predko$¢ przemieszczenia.
W kolejnych chwilach czasu zaczyna rozwija¢ sig proces opdzZniania podaza-
jacy za procesem przyspieszenia, przy czym podczas gdy punkty lezace
blizej osi przyspieszaja, punkty lezace blizej zamocowania przechodza kolgjno
w fazg opdzniania. Proces przy$pieszania koficzy sig w punkcie srodkowym,
w ktorym obserwuje si¢ maksymalna w procesie deformacji predko$¢ prze-

mieszczenia. W kolejnych chwilach czasu wszystkie punkty membrany Znaj-’
duja sie w fazic hamowania ruchu. Ponadto zauwazamy, ze proces zatrzymania’

ruchu rozpoczyna si¢ w membranie w punkcie srodkowym, a koficzy, na jej
| zamocowaniu. Spostrzezenia te potwierdzaja krzywe zamieszczone na. rys. 13,
na ktérym przedstawiono kolejne profile funkcji predkosci przemieszczenie
membrany. Kolejne, zmienne w. charaktcrze fazy ruchu membrany, saz tu
wyrainie widoczne.

Krzywe zamieszczone ma rys. 14 przedstawiaja wykresy odksztalcema £,
jako funkqe czasu w kilku punklach zdefiniowanych na membranie wzdiuz
jej promienia. Proces odksztalcania rozpoczyna sic od punktéow lezacych
na zamocowaniu. Punkty lezace blize] osi wchodza w fazg odksztalcania
pozniej, niz punkty polozone blizej zamocowania. Odksztalcenia punktow
lezacych w okolicy osi rosna w. pierwszej fazie procesu deformacji oraz

§

4
¢
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maleja w konicowej fazie ruchu, natomiast odksztalcema pozostalych punktow
rosna w czasie calego procesu deformacii.

Na rys. 15 przedstawiono profile funkcji deformacji membrany zmienia-
- jace sig¢ w trakcie procesu ruchu. W poczatkowej fazie ruchu odksztalcane sg
kolejno punkty lezace w poblizu utwierdzenia. Strefa odksztalconej membrany
przemieszcza si¢ w trakcie procesu w kierunku osi. Od chwili, w ktorej
cala membrana odksztalcila si¢ proces zaczyna przebicgaé w ten sposdb,
ze odksztalcenia punktow lezacych blizej zamocowania rosna, punktow za$
lezacych w okolicy osi membrany maleja.

Krzywe zamieszczone na rys. 16 przedstawiaja zmlany grubosm membrany
w kilku punktach okre$lonych wspétrzedna ¢ jako funkcje czasu. Charaktery-
staczng cecha rozwazanych wykresdéw jest to, ze gruboé¢ membrany maleje
w calym jej obszarze z wyjatkiem pewnej strefy srodkowej, w ktorej w kofi-
cowej fazie ruchu nastgpuje ponowny wzrost jej gruboéci.

Wykresy zamieszczone na rys. 17 wskazuja, iz profil zdeformowanej '
membrany zalezny jest od czasu trwania obciazenia t,. Dla bardzo krotkich

czasow trwania obc1qzema dla ktérych przypomina ono idealny impuls
poczqtkowy profil zdeformowarej membrany przypomina stozek, Przy dlugim
czasie trwania obciazenia wydiuza sig¢ okres czasu, w ktérym fala ci$nienia
obrabia deformujaca si¢ membrang, przez co duzy udzial w procesie obrébki
przejmuje réwniez sktadowa pozioma obcigzenia. Uwzglednicnie tej sktadowej
w opisic zagadnienia spowoduje wygenerowanie profilu zdeformowanej mem-
brany bardziej zblizonego do czaszy kulistej, co jest obserwowane w ekspery-
mencie.

Krzywe zamieszczone na rys. 18 i rys. 19 przedstawiaja: 1) wykresy
rozwigzania rownania (2.6) uzyskanego metoda réznic skoficzonych dla
sztywno-plastycznego modelu materialu z podwyzszona granica plastycznosci
6o 2 (n=1500 w rownaniu (2.13)), z warunkami poczatkowymi (2.15) i
Zmienna grubqécia membrany k= h(p, 7); 2) wykresy réwnania’ (2.6) uzyska-
nego metoda przyblizona [6] dla lepkoplastycznego modelu materiatu (2.13);
3) wykresy rozwigzania réwnania (2.6) metoda réznic skoficzonych dla lepko-
plastycznego modelu materiaty (2.13) z warunkami poczatkowymi (2.15)
i zmienna gruboscia membrany h = h (g, 7); 4) wykresy rozwiazania réwnania
{2.6) — metoda roznic skonczonych dla lepkoplastycznego modelu materialu
(2.13) z warunkami poczatkowymi (2.15) i stala gruboécia membrany h = hy;
5) wykresy rozwiazania rownania (2.6) metoda rdznic skoniczonych dla
'lepkoplastycznego modelu materiatu z warunkami poczatkowymi (2.16) i
zmienna gruboscia membrany h =k (o, 1).
~ Ponadto na wykresach kéteczkami oznaczono orientacyjne potozenie wy-
nikéw eksperamentalnych, ktére omdwione sa szczegdlowo w [12].

Analiza wykreséw (rys. 18, rys. 19} pozwala wyszczegélnié nastgpujace -

efekty i czynniki majace istotny wplyw na proces deformacji Zamocowanej
membrany kotowej obcigZonej dynamicznie idealnym impulsem poczatkowym
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rozlozonym symetrycznie i réwnomiernie na membranic w strefic okreslonej
promicniem a: 1) osiabienie membrany zwiazane ze Zmniejszaniem si¢ jej
gruboéci, 2) wzmocnienie materialowe charakteryzujace wrazliwo$é materiatu
membrany na predko$é odksztalcenia, 3) wplyw postaci warunku poczatko-
wego, 4) wzmocnienie geometryczne zwiazane "z generacja obwodowych sit
membranowych oraz istnieniem podiuZnej sktadowej przemieszczenia {w pracy
pominigto, por. (2.1) i (2.6)). Wplyw zmniejszania gruboici membrany na jej
ostabienie uwidacznia sic wyrazniej w przypadku obciazen o wigkszej inten-
sywnodci (rys. 18, krzywa 1). Uwzglednienie wrazliwosci materialu membrany
na predko$é jej deformacji doprowadza do istotnego zanizenia trwalych
ugicé wy (krzywe 3 pa rys. 18 i rys. 19). Przyjecie zalozenia, iz w ftrakcie
procesu gruboé¢ membrany pozostaje stala, prowadzi do jej. sztucznego
wzmocnienia i zanizenia ugie¢ trwatych w, (krzywe 4 na rys. 18 i rys. 19).
- Ponadto w przypadku obciazefi impulsem poczatkowym o wickszej intensyw-
noéci (rys. 18) daje si¢ zauwazy¢ graniczna wartos¢ I, okredlajaca przedzial
zmian obciazen I <1, dla ktérych uwzglednianie h= h (g, 7) jest nieistotne.
Whiosek ten ma wazne znaczenie praktyczne, pozwala bowiem rozwiazywac
rownanie rézniczkowe czastkowe (2.6) o mniejszym stopniu nieliniowosci.

" Analiza wynikéw obliczeri numerycznych przedstawionych na rys. od 7
do 19 pozwala sformutowaé grupy wnioskow ogélnych dotyczacych: 1) nume-
rycznego modelowania dynamiki niesprezystych membran obcigzanych fala
ciénienia o duzej intensywnoséci lub - idealnym impulsem poczatkowym;
2) jakodciowe] oceny metod przyblizonych przedstawionych w [6e 1 71;
3) zastosowania metod obliczeniowych w praktyce inzynierskie).

Zaproponowany opis procesu deformacji utwierdzonej membrany kotowej
wykonanej z materiatu wrazliwego na predkos¢ odksztalcenia oraz wykorzy-
stana metoda rozwiazania rownan roézniczkowych czastkowych dos¢ wiernie
modeluja rozwarane zjawisko, pozwalajac éledzi¢ takie jego elementy, jak

ewolucja profilu funkcji ugiecia, predkosci ugigcia, odksztalcenia, grubosei .
membrany, zwlaszcza w fazie poczatkowej i fazie koficowej procesu. Rezultaty
badafi numerycznych wskazuja jednak, iz chcac $ledzi¢ proces. deformacji
membrany realizowany przy duzych intensywnosciach obciazen, ktoremu
towarzyszy generacja duzych sil bezwladnodci oraz duze przemiszczenia,
nalezy zrezygnowaé z pewnych zalozen upraszczajacych, takich jak N, =0
oraz U = 0. Okazuje si¢ bowiem, Ze sktadowa pozioma obciazenia P, mozZe.
mie¢ istotny wplyw na proces deformowania membrany. Obserwowane pa
zamieszczonych wykresach profile funkcji odksztatcenia oraz przebiegi funkgji .
okreélajacej zmiany gruboéci membrany wskazuja, ze sily membranowe s
funkcja zaréwno zmiennej przestrzenncj, jak 1 czasu. Nie uwzglednienie -
moiliwoéc:i: deformowania membrany przez pozioma skladowa obcigzenia -
prowadzi do wygenerowania w trakcie obliczesi profilu zdeformowanej] mem-
brany o ksztalcie zblizonym do stozka, a wigc niezgodnych z rzeczywisto$cia.
Stozkowy ksztalt jest bowiem mozliwy tylko w przypadkach, gdy obciazenie
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charakteryzuje si¢ bardzo krétkim czasem trwania, znacznie krotszym -od

czasu deformacji membrany. W tym bowiem przypadku obciazenie ma

charakter idealnego impulsu poczatkowego, a proces deformacji odbywa sig
bez udzalu sit zewnetrznych, ktore nie uczestnicza w procesie  obrobki
membrany. ' .

W metodach przyblizonych, wykorzystujac techniki modalne, zastepuje si¢
nieciggle warunki poczatkowe (2.15) warunkami ciggtymi sformutowanymi na
calej powierzchni membrany (2.16). O ile w przypadku poszukiwania roz-
wigzah rownania (2.6) metodami przyblizonymi {2, 6 i 7] zabieg ten zapewnia
otrzymanie wynikow zadawalajacych, o tyle w metodze réznic skoficzonych,
ktéra umozliwia wierne modelowanie procesu, wygodniej jest korzystad
z bezposrednich nieciaglych warunkéw poczatkowych. W przypadku korzy-
stania z warunkéw rozlozonych na catej powierzchni membrany otrzymujemy
- wyniki obarczone blgdami o wartodciach i znaku zaleznych od intensywnosci
impulsu poczatkowego (krzywe 5 na rys. 18 i rys. 19).

Przedstawiona metoda numerycznego modelowania procesu deformacji
membrany obcigZonej idealnym impulsem poczatkowym opiera sie na upro-
szczonym rownaniu ruchu (2.6), ktore otrzymano z réwnan réwnowagi (2.1),
przyjmujac $wiadomie pewne zaloZenia upraszczajace natury geometrycznej
(U=0, Nyt N,, N, =0). Zalozenia te prowadza jednak do wynikoéw od-
biegajacych od wynikéw uzyskanych w eksperymentach (rys. 18, rys. 19).

Przedstawiony matematyczny model procesu skfadajacy si¢ z ukiadu
rownafi oraz metody ich rozwiazania stanowi pewna podstawe do jakoéctowej
oceny przyblizonych metod modelowania dynamiki niesprezystych membran
[617] Mowimy o jakosciowej ocenic z dwoch wzgleddw: 1) metody maja
charakter przyblizony majacy zastosowania inzynierskie, 2) mozna poréwny-
waé jedynie koficowe trwale efekty deformacji w postaci ugigcia punktu
srodkowego membrany oraz §ledzi¢ ruch tego wiasnie punktu w obu mode-
lach. - Istota modelu przyblizonego polega bowiem na przyjeciu zalozenia
o istnieniu stacjonarnego pola predkodci przemieszczefi i sprowadzeniu zagad-
- nienia czastkowego do rownania opisujacego ruch srodkowego punktu mem-
brany, Zaktada si¢ ponadto w modelu przyblizonym, iz grubogé membrany
oraz sity podhuzne promicniowe nie zaleza od wspélrzednej przestrzennej.
Krzywe przedstawione na rys. 7 i rys. 8 wskazuja, iz modele uproszczone
moga by¢ z powodzeniem wykorzystywane' w praktyce inzynierskiej.

Przedstawione wyniki obliczei potwierdzaja mozliwosé wykorzystania roz-
- wazanych eclementéw w membranowych czujnikach ciénienia, w ktérych
trwale ugigcie punktu §rodkowego membrany pomiarowej zalezy od amplitudy
ciéniehia dzialajacego na czujnik [5].: _

Krzywe przedstawione na rys. 17 pozwalaja przypuszczaé, iz mechaniczny
czujnik ciSnienia moZe byé wykorzystany réwniez do pomiaru czasu trwania
obcigZenia, wida¢ bowiem, Ze jest to parametr dec¢ydujacy o ksztalcie profilu
zdeformowanej membrany. Czas i sposob obrébki membrany przez skladowe
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sit wymuszajacych zaleza bowiem od czasu wspoldzialania membrany z tymi
~ sitami wyznaczonego przez skalg czasowa procesu deformacii [7].
Prognozowanie procesu oparte na mniej drastycznych zatozeniach upra-
szczajacych a nastgpnic wykonanie odpowiedniego zestawu profilomierzy
pozwoli stosowaé membranowe czujniki ciniefi do pomiaru zaréwno ampli-
tudy ci$nicnia F, jak i czasu trwania t,.

LITERATURA CYTOWANA W TEKSCIE

1.'G. Bak, D. NieposTyn, T. WiERzZBICKI, Metody rozwiqzah w dynamice plastycznych kon-
strukeji powlokowych, Sympozjum 4 Konstrukcie powlokowe, Teoria i zastosowanie”, Kra-
kow 1974, :

2. P. & Symonns, T. WIERZBICKI, Membrane mode solution for impulsively loaded civcular
plates, J. Appl. Mech,, 46, 1, 1979.

3. T. WIERZBICKT, A theoretical and experimental investigation of impuisively loaded clamped
cireular viscoplastic plates, Int. J. Solids Struct., 6, 1970. ) :

4. W. Ipczak, T. WierzBIiCcKI, Dynamic loading of a viscoplastic membrane, Biul. PAN, Appl
Mech., 24, 7-8, 1981. .

5. W. Inczak, Cz. RyMaRrz, A. SpYCHALA, Sztywno-lephoplastyczne phyty kolowe pod intensyw-
_nym obciqieniem dynamicznym, Analiza teoretyczno doswiadczalna i propozycia zastosowdan,
Mech. Teoret. Stos., 4, 1986, :

6. W. Inczak, Prryblizone rozwigzania w dynamice niesprezystych membran, Cze$é 1, Rozpr.
Inz, 33, 4, 1985. : , , : .

7. W. Inczak, Przyblizone rozwigzania w dynamice niesprezystych membran, Czes¢ 2, Rozp.
Inz, 3, 1986. o '

8. G. 1. MARCZUK, Analiza numeryczna zagadnien fizyki matematycznej, PWN, Warszawa 1983,

9. W. IDCZAR, I WINNICKL, Stabilnod¢ i zhieinodé metody numerycznef stosowanej w dynamice
niesprezystych membran, Rozpr. Inz., 35, 3, 1987 .

10. G. Bax, W. Ipczax, A. SPYCHALs, Sztywno-lepkoplastyczna  membrand kolowa obcigiona
impulsem eisnienia, Binl. WAT, 28, -8, 1976.

11. M. K.. Duszek, Geometrycznie nieliniowa teoria konstrukcji sztywno-plastycznych, Prace
IPPT, 42,-1975.

12. S. R. Bopner, P. 8. SymoNDS, Experiments on viscoplastic response of circular plaies
to impuisive loading, J. Mech. Phys. Sol, 27, 91-113, 1979 ’

13. D. PotTER, Metody obliczeniowe fizyki, PWN, Warszawa 1977,

PeawomME

TMPEARAPHUTEILHOE YHCJIEHHOE MOJEJVMPOBAHUE JTUHAMUKU
HEYIIPYTHUX KPYIOBBIX MEMBPAH

IIpencTABIGHO HMCNEHHOE MOMCNHPOBAHME JEHAMHKE HEYNPYTOH .Kj)ymBoﬁ wmemMOGpassl,
3AKPENICHHON 10 NEPHMETPY, HCTOYHHKOM HATPY)XCHHMS KOTOPOH fBJSeTCA ACTOHAIMA 3apaja
B3IPHIBUATOTO BemlecTBa. ONUHPasch Ha YOPOWEHROH TCOPMH YMEDEHHO SomBIUnK TPOTHGOB
U JOVYCKAs BO3MOKHOCTE HOMEHEHHMS TOILIAHDI MeMOpaHsi, BRIBEJICHO HenmHeHNoe mmbde-




WSTEPNE MODELOWANIE NUMERYCZNE DYNAMIK] MEMBRAN KOLOWYCH 445

PEAIHANBHOE YPUBHEHAE BHKSHHA, KOTOPOE DEIUCHO METOJOM KOHEMHBIX pasnocTell. B pam-
KX PaccMaTpHBAEMOMN TEOPHH MCCIENOBAHB! BPEMECHHY-TPOCTPAHCTBCHNEIE MAMEHSHHAA (YYHKIAY
nporuba, cropoctd nporuba, OedOPMANMH H TOMNILMHEL MemMbpansl. Oﬁéymneﬂo BHHAHHE
ocnabnenas MeMOPpaHLL, CBA3ANHOE € YMEHBIUGHNEM €€ TONIMILL MaTepHaIbHOTO YIpod- -
HeHHSA, & TAKKC BHJA HAYANBHOTO YCIOBUA Ha HpOUECC Mminkenns MemOGpamst. Tloxasama
HEOGROAMMOCTE YAETA TAKKE TEOMETPHIECKOTO YIPOTHEHMSL. IIpefcTanneH BHIBOL O BOIMOMNC-
HOCTH HCIONbIOBANMS HCCHENYEMBIX MCMODal., B MEXAHMICCKHX NATYMKAX [OABISHHS 718

HIMCPCHHA TAK AMILTHTYIbL! HABJCHRS, KAK H BPEMEHU €TI0 HPOOOKHTECABHOCTH.
P4

SUMMARY

PRELIMINARY NUMERICAL MODELLING OF CIRCULAR INELASTIC
’ MEMBRANE DYNAMICS |

. Numerical modelling of dynamic behaviour of circular inelastic membranes fixed at their
peripheries is presented; their motion is provoked by detonation of explosives. Basing upon
a simplified theory of moderately large deflections and allowing for possible thickness
variations, a nonlinear equation of motion is derived and solved by the finite differences
technique. Space-time variations of the deflection, deflection rate, strains and membrane
thickness are analyzed. Effects connected with reduction of the thickness, material hardening
and various:initial conditions are discussed. The membranes may be applied in constructing

the mechanical pressure indicators for measuring both the pressure amplitude and duration
time.
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