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’

W pracy przedstawiono -metode - badania wraZliwodci 1ini6wo«spt:§2ystych konstrukgji

pretowych. i belkowych ze wzgledu na zmiany ‘parametréw geometrycznych. Sprowadza - sig
ona. do -tworzenia, zaleZnoéci wariacyjnych -dla: konstrukcji badanej i odpowiedniej . konstrukeji
sprzezonej na podstawm zasad energetycznych. Pokazano, sposdb przeprowadzania analizy
wrazliwodci ze wzgledu na zmiany parametréw geometrycanych zardwno o charakterze zmien-
nych wymlarowych jak 1’ konﬁguracyjnych pozwdia]acych na dowolna modyﬁkac_]@ ksztaltu
konstrukqu =

Yo [ U ]J WSTEP -

Znajomoéé maciérzy wrazliwodci odgrywa istotna rolg w projektowaniu
konstrukcji sprezystych. ‘Na jej podstawie konstruktor moze dokonaé¢ doraz-
nych zmian poprawiajacych wiasnodci- konstrukcji. Znajomosé jej znajduje
rowniez zastosowania w rézhorodnych zadamach optymahzacyjnych rozww;
zywanych metadami gradientowymi

Zagadnienia badania ‘wrazliwo$ci nabierajg coraz wigkszego znaczenia

wraz z rozwojem. zastosowan' elektronicznych  maszyn cyfrowych. W zwiazku-

z tym pojawila sig¢ konieczno$¢ opracowywania nowych metod andlizy
wrazliwosci zastepujacych tradycyjny rachunek pochodnych.

Celem niniejszej pracy jest stworzenie metod pozwalajgcych na wyprowa-
dzenie dokladnych wzordw okre§lajacych wspdlezynniki macierzy wrazliwosci
w jawnej postaci, dla sprezystych :konstrukeji pretowych i belkowych. Po-
wyzszy cel bedzie reatizowany przez zaprezentowanie metody ukladow sprzg-

#onych:w- zastosowaniu - do- dowolnych zadan modyfikacyjnych dla wyze;'

wymienionych’ ustrojow. ‘

Znaczacy roiwojw zakresie rozwiazywania” problemow 7 anahzy wrazli-
wofsci konstrukcji:datuje .si¢. od- konca - lat- swdemdmes;ajych aczkolw:ek
3uz wezesniej- pisano’ 1 pubhkowano ha ten’ ‘temat.

3*W. Polsce zblizona tematyka lecz- potrakiowana mnyml metodami- za}mo—

wah sie. w.latach .pieddziesiatych. A.: Branpt, J. Kosmowski, Z. WASIUTYN-
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sk [1]. W kilka lat pozniej Z. WASIUTYNSKT i A. BranpT napisali artykut
podsumowujacy dotychczasowa wiedze na temat wrazliwosci i optymalizacji
komnstrukeji [12].

W pracach Z. Mroza i K. Demsa [3, 4 i 5] stosujacych juz koncepcje
ukladéw sprzgzonych spotykamy sie z analiza wrazliwosci konstrukgji ciag-
lych; rozwazania te nie daja si¢ jednak w bezpodredni sposéb przeniesé
na klase konstrukeji rozwazanych w tej pracy. Problemem badania wrazli-
wosci konstrukcji zajmowali si¢ takze .E. J. Hauc i J S. Arora [2].
J. S. ArOrA rozpatrywal konstrukcje pretowe i belkowe w pracy 18]. Zapro-
ponowana przez niego metoda oparta na rozszerzeniu macierzy sztywnosci,
chociaz skuteczna w dzialaniu, nie pozbawiona jest wad. Wymaga ona wyko-
nania obliczen polegajacych na bezposrednim rézniczkowaniu wyrazéw ma-
cierzy sztywnosci, innych dla kazdej konstrukciji i nie dajacych si¢ zrealizowaé
przy uzyciu maszyn cyfrowych. Zagadnieniem badania ustrojéw dyskretnych
o zmiennej topologii zajmowal si¢ réwniez K. I. Manp [10]. Wyznaczyl on
wartodcl skonczonych zmian sit wewnetrznych i ugie¢ w przypadku skonczo-
nych zmian zmiennych wymiarowych.

‘Przejdimy z Kolei do krétkiego 0m0w1ema zawarto$ei pracy W roz-

dziale 2 zdefiniowano podstawowe pojecia analizy wrazliwosci. W rozdziale 3 -

przedstawiono metode badania wrazliwo$ci oparta na budowie ukladow
sprzezonych. Pokazano sposéb wprowadzania ukladdéw sprzezonych w po-
szczegOlnych zadaniach oraz wyprowadzono wzory na wspélezynniki macierzy
wrazliwosdci dla rdznych modyfikacji ksztattu konstrukeji pretowych i belko-
‘wych. W rozdziale 4 w formie przykladu rozwiazywanego metoda elementéw
skonczonych przedstawmno sposob stosowania rozwazane] metody w.kon-
kretnych zastosowaniach technicznych, -
Rozwazama ograniczymy-do konstrukgji wykonanych 7. materiatu 11n10w0-
-sprezystego podlegajqcego prawu Hooke’a. Przyjmijmy ponadto, ze wlasnosci
sprezyste materiatu sa stale w.calym obszarze zajmowanym przez cialo lub

" tez moga si¢ zmienia¢ skokowo na powierzchniach lezacych wewnatrz roz-

patrywanego, ciala.

2, SFORMULOWANIE PROBLEMU

Przez analize wrazliwosci konstrukeji rozumiemy zbadanic wplywu zmiany
pewnego. parametru charakteryzujacego te konstrukcje - (geometrycznego lub
materialowego) na wiclkoé¢ opisujaca wlasnoéci czy sposob -pracy tej kon-
strukcji (np. reakcja podporowa, ugigcie, sita wewnetrzna itp).

Przyjmijmy, iz chcemy zbadaé wplyw wektora parametrow: a(ai, d,,..;4,)
na wielko§¢ wektorowa A (A;, As, ..., A). Aby znalei¢ zaleznoéé funkeyjna
miedzy tymi wielkoéciami nalezy wykorzysta¢ réwnania rownowagi i warunki
brzegowe, a poszukiwany zwigzek otrzymamy w. postaci: A = f(a), tzn.

t
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‘Przez' anahzg wrazhwosm plerwszego Stopma rozumlemy wyznaézemé:

macietzy: wrazhwosm B PEEREIE S R Dol
A i & 5A-1-* | Bu Blzl- Blnr /720 REEEI N PP
(_2.3): AU P =4 SRR 3 TP
v P 5141( et B Bk?. Gt Bku 6.51'!, ¢ .
gdzic B jest postam .
af1 afi ofy :
aal @1 =810 8“2 a, =y 6(1" d,=,0
24) B=|-——+~cm—= N S
| Ofk Bfk afk
: aai as=a10 5612 az=a20 aan P

Wprowadzimy wekiory kolumnowe druglch warlacp w1elkosc1 A oraz fa-
czajac je odpowiednio DA i D?*a’ i - - S
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DzAz [52A1: 52A21~-~)5-2Ak]a"
D*a = [6*ay, da, day, .., da, day,.

'ézaz, , 0d,, 5a2,

52 a,,]
gdzie wektor Dza ma m = n(n+1)/2 skladowych.

Przez anahzf; wrazhwosa druglego stopnia rozumlerny wyznaczenie ma-
cierzy C : .

0O DAL= [Clxn [D? a1,

(2.5)

gdzie ity wiersz macwrzy C }esf postam
o & | 8,
QN C= { O/ P A :
R Y . - --aal 4y =dq aa2 aal Ty =dp Iaan aal ) =dpp
T T ’ S @2=d30 ity = o
% f; R
aa% a3 =39 0ay, 0a, "2:“20,:
= dyp
_ - 732f i 1
13
6(13 “u"anOJ

W podobny Sposob mozna podad deflmqe analizy wrazliwoéci kolejnych
stopni. Ze wzgledu na znaczenie praktyczne rozwazania nasze ograniczymy
d6 badania’ wrazliwo$ci pierwszego stopnia.

Wprowadzmy jeszcze pojecie zmiennych wymiarowych i konﬁguracyjnych
jako parametréw charakteryzujacych ksztalt konstrukcji pretowej i belkowej.
Przez zmienne . wymiarowe rozumie¢  bedziemy . wielkosei, .zmiana - ktdrych
nie narusza postaci rOwnaf statyki konstrukeji. Przykladami. takich zmiennych
sa wymiary przekrojéw poprzecznych pretow, belek czy ram.

Gdy zmiana wartosci-zmiennych powoduje zmiang postaci rownan statyki
konstrukcji {tzn. réwnan réwnowagi i warunkow brzegowych), to takie wiel-
kosci nazwiemy zmiennymi konfiguracyjnymi. Jako przyklady mozpa podaé
poloZenic wezldw w kratownicy lub ramie czy dhugosci poszezegdlnych
segmentow. swobodnych lub podpartych w belce o skokowo “zmiennych
polach powierzchni przekrojow. :

3..R.OZWIAZANIE _PROBLEMU. R B
: : A
3.1, Wprowadzenie -+ = cr o7 iyt
Le. wzglgdu na. sposob. pode;scm do- zagadnienia i rodzaje stosowanych
ZmienDYCh rozwazymy trzy rodzaje probleméw. - S .
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Tablica 1

Tp: Rodzaj zadania _ . Typ ukladu sprzeézonego

1 Anahza wrazhwosc; sﬂy W danym
prqme kratowmcy
SN

“Kratownica z dystorsja (wzajelnym  przesuig-
ciem koficow przecwtego pr@ta) ut w badanym
v o . precie o . : :

2 Atializa wrazliwosci ‘momentu gnacegb'* -
“w wybranym punkcie belki {ramy} -
-(Mg) -

Belka (rama) z dystorsia katowa 0w przekroju,
w ktorym badamy moment gnacy

3 Analiza wrazliwodci sktadowej reakeji
"' podporowej w wybrafiym kierunku
dla belki (ramy)

R) .

" Belka (rama) Z ugI@Clem Wstqpnym u w ku:-
runku badaneJ skladowej reakc;z podporowe_]

4 _ A-ﬁali”za ﬁraiiiwoéci.‘_prz'e}nieszczenia w. -
wybranym kierunku danego wezla kra-
townicy czy danego punktu belki (ramy)

(w)

Beika rama !ub kratowntca obmazona s:lq P“‘
w rozwagany punkme przylozona w badanym'
klerunku ’ -

Jednym z nich sa zadama ze zmiennymi wymiarowymi. Sposéb ich roz-
wigzania oprzemy na sprowadzemu problemu do obliczania wariacji w stalym
obszarze, co przy wykorzystaniu réwnan zasady prac przygotowanych i uzupet-
niajacych prac przygotowanych daje natychmiastowe rozwigzanie..

W przypadku. zadan ze. zmiennymi - konfiguracyjnymi nalezy’ wyrozmc :
dwie klasy-zagadniefi. Pierwsza, to zadania przesuwania brzegu zewnetrznego
lub wewnetrznego wraz z podparciem ‘wzdtuz kierunku belki: lub-odpowied-
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niego, elementu belkowego w ramic, rozwiazywane na zasadzie przedluzenia
1 wariacji..odpowiednich; pol statycznych i kinematycznych, Druga zas,. to
zadania przesuwania wezldw  kratownic i ram w. dowolnym .wybranym
kierunku. Rozwigzanie ich sprowadza sie do zapisu odpowiednich réwnan o
charakterze pizyrostowym wynikajacych z zasad wzajemnosci, a nastepnic
zastosowaniu® do ‘nich ‘wariacyjnych rownat rownowagi w weztach.
Zajmiemy si@'"‘wprowadzeniem pojecia uktadu sprzezonego. Nie wdajac sie
w szczegolowe. rozwazania. teoretyczne zalozymy, Zze konstrukcja sprzezona
jest konstrukcja o identyeznej konfiguracji z konstrukcja podstawowa lecz
inaczej obciazopa .i znajduje si¢ w innych warunkach brzegowych. Sposob
definiowania itakich konstrukcji. mozna znalesé w réZnych pracach m.in.
W pracy Demsa [5]. Przyjety sposob obciazenia lub obrane warunki brzegowe
w uktadzie sprzezonym zaleza od wielkosci, ktorej wrazliwosé bedziemy badaé
{iloczyn wielkodci badanej i wprowadzonej*w ‘konstrukcji sprzezonej ma
charakter “pracy).’ W celu” praktycznego stosowania fégo pojecia podamy
postacie “uktadéw sprzezonych dla roznych zadan rozwiazywanych w tej
pracy w tablicy 1. - RIS
. 3.2, Analiza wrazliwosci wielkosci Statycznychwustrq]achpretowych i bel-

kowych ze wagledu na zmiany wartosci sztywnosei G

-:;‘5-_ Ponizsze rozwazania dotyczyé beda zmian sztywnoéci spowodowanych
zmiang wartosci zmiennych wymiarowych, zmiang wartosci statych sprezystych
jak i zmiang wartosci obydwu tych czynnikéw jednoczesnie.

Oznaczmy sztywnoé¢ ma rozcigganic lub- {ciskanie i na’ zginanie i-tego
elementu pretowego czy belkowego konstriikgji odpowiednio przez. 85 oraz S%.
Zachodzg. nastepujace zaleznosei: .. . B

DY

k1
[ R e,

8i = E; A;,
3.1) !

Sf: Ei Jy;'s

gdzie 4,, J,i to odpowiednioﬁ;”'pole powierzchni przekroju i moment bezwtad-
nosci, a E; modul Younga w i-tym elemeticie.
Naplszmyzasadgprdcwutualnych dla konstrukeji podstawowych i odpo-
w:adajqcych im ukladéw sprzezonych —w przypadku analizy wrazliwoéci
wiclkodci statycznych w postaci [11]5 - ' .

o pree e R N L
Ve e . SR AR

G T WRUS SN AR S

RN S i G e meen e s e

gdzie' N, M 4f OZNaczaja odpowiedirio sile f6imalng i moment ‘enacy w 'uk}a'dzi_e
podstawowym, A1 3 odpowiednio wydtuzenic'i kizywizne w ukladzfe” sprze-
Zotiym, sumowanic za$ odbywa ste ‘po Wszystkich elementach pretowych lub
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belkowych badanej konstrukcii. Indeksem a w powyiszej zaleznosci oraz we
wszystkich nastepnych, oznacza¢ bedziemy wielkodci dotyczace konstrukgji
sprzgzonych. _
i We . wzorze (3.2) wielkoé¢ W oznacza prace wykonana przez uogélnione
sily zewnetrzne dzialajace w ukladzie: podstawowym, na odpowiednich woegdl-
nionych przemieszczeniach ukiadu- sprzgZzonego,: co. mozna napisaé - -

k

. (33) L W= Y R4

=1

»

gdzie I to vogdlnione sﬂy zewnetrzne, A? uogodlnione przemieszczenia, sumo-
wani¢ za$ odbywa sig po. liczbie. obcigzen. U jest praca badanych wielkosci :
statycznych na wprowadzonych dyStorSjaCh ukiadu sprzgzonego i w zaleznosc1
od zadania (tablica 1, punkty 1, 2, 3) przyjmuje jedna z postaci
(3.4) U=Nu" lub U=M,0° lub U=Ru"
Chcac naplsac zasad@ uzipetnidjacych prac przygotowanych pomewaz intere-
sujg nas wariacje wielkoéci stafycznych N, R, M,, poddajemy pola statyczne :

zmianom wariacyjnym oraz zachowujemy’ pola kinematyczne bez zmian,
co daje w rOwnaniu analoglcznym do (3.2)

(3.5) W+(U+5U) Z(N +5N)Al“+z j(M +5M,,)x dx

Ode]mu]ac stronami rownania (3.2) i (3. 5) otrzymujemy [617]

GO, SU=Y N ARLY (M,
O ,..- s . :.l' B Tod i'I,- R TN ST 01

'

gdzw 6U w zaleznodci od zadama oznacza 5Nu 5M & lub éRu". Poniewaz
Apss\ & Ay
5N - 5 ( li ) II ( I iz
oM, =5( Sz)—s 5%+7»c5$z

3.7)

przeto wzory (3.6) mozna’ przedstawtc w postacx

38y SU= ZN“&(A! +Z fM“éxd +Z

5

lffl RPN IR R
TEZ AT 58 TR

+Zf ” ;i ; 5%

Korzysta;zgc 4 Zasady prac, przygotowanych uzysku]emy L '_4“_

IO ZN" AI)+ZjM“5xdx—ZP“6wm0
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gdyz. . :
o Pf = 0\,, N
gdzie P* oznacza obciazenie zewnetrzne ukladu sprzézonege oraz dw; wariacje

sktadowych: przemieszczeddr w kierunku- d21alama sit P w ukiadzze pod-
stawowym.. Wzor (3:8) przyjmuje wigc postaé : :

N; N¢ I,
(3.10) U =3 B Losi+ ZJ My i, 532

7 EZ.JT;z

Na podstaw1e powyzszego " wzoru - mozemy wyplsac 0dp0w1edme wzory
w kazdym mteresujacym nas zadamu Wykona]my to dla kﬂku przykla—
dowych problemow o

L Anahza wrazhwosa sﬁy w K- tym precie kratownicy N Kk Ze wzgledu
_na zrmany pol p0w1erzchn1 przekm]ow A; poszczegoinych prgtow Poniewaz
; 583 E 5A[,

wige uzyskamy

(3.11) : éNKu?(zlelNl EIAIZ CSA[ .
2. Analiza wrazhwosc1 momentu gnacego M, w danym punkcie belki
0 skokowo zmiennym polu powu:rzchm przekrOJu prostokatnego ksztatiu

b; x h; — ze¢ wzgledu na zmiang wysokosc1 przekrojow h;, Poniewaz

oy 2 L
35t = L), %m,

wigc uzyskamy

) R :-\ﬂ . :-A-.36; .
Gl M :Zf M Mdm ot

Identyczne zaleznosci mozna réwniez wypisa¢ w. przypadku- analizy wrazli-
wodci reakcji podporoweJ ‘badanej belki. -

3.3; And’liza wrazliwoéci przemieszczen w ustrojach pretowych i belkowych
ze wzqledu na zmiany wartosci sztywnosci
Ze wzgledu na péddBi’éﬁéfwo probléméw wszystkie oznaczenia' wprowa-
~ 'dzone w podrozdziale 3.2 uzna;emy 7a 0bow1azu]ace Oznaczmy odwrotnosc1
‘sztywnofci jak nastepuje:
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G T g ) 'C-zz——-. ;.

(3 3y I o S*’ =g

Napiszmy zasad@ wzajemnosci dla uktadéw podstawowych i odpow1adajacych
im ukladéw sprzgzonych, w przypddku anahzy wrazliwosci przemieszczen
w postaci (tablica 1, punkt 4)

(3.14) REPWIELED) j M, dx, -

gdzie V oznacza prace sil zewnetrznych. dmalamcych w ukladzie sprzgzonym
na przemieszczeniach ukladu podstawowego i moina ja przedstawi¢ naste-
pujaco:

(3 15) AN o !liar‘f R V Pa . ‘ o - N y
Chcqc uzyskac warmq@ badanego przemieszczema nalezy poddac pola kme—

matyczne zmianom wariacyjnym, pola za§ statyczne nie ulegna zmianie.
W zwiazku z tym piszac rownanie analoglczne do (3.14), znajdzwmy

(3.16) V4oV =3 N, [Alf+5 Al?)jﬁrz ng (" + %) dx;

[

Odejmujac stronami (3.14) od (3.16) otrzymujemy

(3.17) . OV = Z_Nl-_é_‘(dl?)%z ng dntdx;.
¢ i S
Poniewaz
(Al“)w 6(N“l C“)—l Cs 5N“+N“l (SCs _

3.18 et
( ) | 5(%“)—5(M" ) = CchM“+M“ 5C7,.

przeto wzdr (3 17) napiszemy w postac1

(3 19) V= ZA 5N“+Z jxéM“dx +ZN N&I 5CS+ZjM M dx, 5CF

Na podstaw;e zasady uzupeinla}a_,cych prac prZygotowanych uzysku;emy

S T S P

(320) : ZAZ 5N"+Z J'%(SM“dx; Z 5R“u —-0

ponﬁ:WaZ Uy = 0 Y/ gd21e 5R" oznacza warlaqu reakcp uk}adu sprzqzonego

fskladowq przemieszczema podpory ukladu podstawowego mdeks m: zad
orpacza. liczbgureakeji podporowych, - s e ek
Lo WzZor- (?g 19) przyjmu]e wiec: postao A FURE TR LTS

2oy

5V ZN NEl; 5c~*+z [M M“dx 5cz' .

Naplszmy' postac wzoru (3 21) dla lﬂlku konkretnych zadan
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1. Analiza wrazliwo§ci przemieszczenia danego wezda kratownicy - ze
wzgledu na zmiany pdl przekrojow A poszczegdlnych pretow. W tym
przypadku

aci=o (E A ) ~E 42 M
Wzor (3.21) przedstawimy'wiQé w naStqpuja_;cy sposob:
A
E. A?

13 1

(3A22) . A: o Paéw =fz N‘ Nf 5A1 .

2. Analiza wrazliwoéci przemieszczenia w danym punkcie belki o skokowo
" zmiennym potu powwrzchm przekrolu ze wzgl@du na zmlanQ wartosc: modu-
low Younga Ej. : :

Pomewaz '

z_ :_mﬁE,
wigc zaleznos¢ (3.21) ma po_st_a,c_

1

OE;.
E2 Ju

(323) P ow = —Z-JM Me dx;

5

34. Analiza wrazhwosa w:elkoscz statycznych w mmach i belkach ze
wzgledu na przesuniécie brzequ Zewnelrzhego wraz 2z podparciem wzdluz
kierunku odpowiedniego elementu belkowego

‘Rozwizania przedstdwione W niniejszym podrozdziale zostana przeprowa-
dzone dla ram, jednak w oczywisty sposdb przenosza si¢ one rownicz na
belki. jako. szczegllny . przypadek. ram. WprowadZzmy uklad. wsplrzednych
Xy yy zwiazany z przedluzonym elementem belkowym jak na tys. 1. Pozo-
stale oznaczenia sa -nastgpujace:. g, (x;) oznacza skladowa normalna obcia-
* zenia, qy (x;) sktadowa styczna obciazenia, w; (x,) skladowa wektora przemie-

szezenia wzdiuz osi x;, wj (x;), skladowa. wektora. przemaeszczema wzdhuz
~osi y;, R sktadowa reakcji przesuwanego podparc1a wzdluz osi yy, Q skla-
dowa reakeji przesuwanego podparcia wzdhuz :osi: x;, M-moment -utwier-
dzenia przesuwanego podparcia oraz x;yy uklad: wspoirzq,clnych Zwigzany
z i-tym elementem belkowym. W rozwigzaniu: powyiszego problemu zasto-
sujemy ideg sprowadzema do dlugosci pierwotnej elementu belkowego prze-
dluzonego o s przez skrocenie 0dp0W1edmch pol statycznych i kinematycz-
nych. Rozpatrujac 0dp0w1edme Skladowc reak(:Jl przesum@tego podpar(:la
mozemy napisaditi.o o TP AL s :
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‘h’(xv)-

Rys. 1. Konstrukcja podstawowa—rama z przediuzonym elementem belkowym o dhugosei Iy,
obcigzona obcigzeniem ciaglym gr{x), gy {x) oraz dowolnym ukladem sit i momentow
skupionych, Przesuwane podparcie zastapiono jego reakgjarmi R, Q, M

MedMeRSS

R+ d‘R—i;T(lq)d‘.S'/' :

- Q+6Qiq,iv (1;)8s

v M+&M

Q+8g

Rys. 2 Sprowadzenie przedtuZzonego elémentu belkowego do dhigosci :inocz&‘;tkoﬁfej T

"OR =O6R+R, s,
(3.24) \ L 80 =80+0Q,. s,
L L M = 8M+M, b,

gdzie OR, 30, M przedstawiaja catkowite Warlac_]e R Q, M Qraz 5R 5Q '
oM sa ich warla(:]aml dla. konflguracp picrwotne;j. W ZWquku 7.-tym uklad
rownan (3.24) pozwala wyznaczy¢ wariacje wielkosci statycznych dla. konﬁv-
guracji zmienionej, obcietej do obszaru odpowmdajacego konfrguracp pier-
wotnej (rys 2) R
‘ 5R= 5R—‘I‘1' (l,) 53;
(325 ol 50=160—ay () 65,
. SM.=.5M+Rébs.
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Uwzgledniajac fakt, iz warunki brzegowe sa takie same dla konfiguracii

poczatkowej i koncoweJ : [ S
- é.-[-'w; (11)3 =0,
(3.26) S S 1=0,

B )] =0,

mozemy dla wielkosci kinemét'ycznych napisa¢ rownanie analogiczne do (3.25) -
w postaci

| §ifwr ()] = —w) (1) b,
G ST =
STl = =iy ds,

gdzie lewe strony (3.27) oznaczaja wariacje dla konfiguracji pierwotnej.
Powyzszy sposob podejécia do zagadnien przesuwania brzegu wraz z pod-
parciem zastosujemy we wszystkich problémach rozwazanych w niniejszej
pracy. Sprowadza sie to do napisania roéwnafi analoglcznych do (3.24)-(3.27)
dla kazdego z postawmnych zadan.
Nastepny etap opiera’ si¢ na wykorzystaniu zasad energetycznych. Na-
. piszmy zasad¢ wzajemngsci iBettlego dla ukladu podstawowego 1 odpow1ed-
niego ukiadu sprzqzonego w formle

-
-

I
—

(3.28) A4 Mw (zl)‘ug Rwg (1) + 0w (1)+U =

o = RO wy (1) + 0wy (L) + MWy (1),

gdzie U = 0, gdy przeprowadzamy analize wrazliwosci ktorejkolwiek z reakcji
(M, R ub Q) przesuwanego podparcia; w pozostatych przypadkach

(3.29) U=M,0° lub U=Ryu* Iub U=0Q,u

w zaleznosci od rozwazanego zadahia (indeksem u oznaczono reakcje-ha.
podparciach nieprzesuwanych), sumowanie za$:odbywa sie po wszystkichn
uogolnionych obcigZzeniach, o

Podobnie mozna napisaé- zasadg- wzajemnosm dla- famy" przedtuzonej’ po
obcigciu fragmentu ‘o dlugoéé 85 oraz’ uzewn@trzmemu odpow1edn1ch sit:
wewnq‘{rznych (rys 2) i odpowwdmej ramy sprzezoncj : : ‘

{3.30) i A“+(M+6M+Rc$s)w (11)+{R+5R qT(l)5s}-wg(ll-)'+"’*“*“"‘"

i

| H[Q+d0- qN(ii)és]wl(l;HUJréU M [wh (1) W5 (), 05T
+ R [ws (1) = wh () 55]+Qa[w1 ( 1) wi (I1) os]!

R
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Odejmujac (3.28) od (3.30) otrzymujemy
(331) MW (1) +8RWS (1) 4+ 80ws (1) 4+ 6U = —[Rw (I;)+ RO w) (1,)+
' +MOws (1) + 0wy (L) —qr (1) wh (4 ) qn ) wi (1, )] Js.

Réwnanie powyisze stanowi ogdiny zapis wszystkich zaleznosm s}uzqcych
do badania wraZliwodci ‘wielkoéci statycznych w ramach ze wzgledu na’
przesunigeie zcwnt;trznego brzegu podpartego. Sposob stosowania wzoru (3.31)
w konkrctnych zadgniach pokaiemy na ki}ku przykladach.

1. Anahza wrazhwosm sktadowej normalnej R reakcp na przesuwane]
podporze meprzesuwnej
Wtedy o

U=0@U=0), M=0@EM=0), M =0, wi(l)=0, wi()=0,
oraz w4 (I;) # 0 oznacza wprowadzone w ukladzie sprze;zonym ugiecie wstgpne
w kierunku badanej reakcji. Wzor (3.31) przyjmuje wiec postaé

(332)  ORWS (1) = —[Rw§ ()4 Row5 (L) +Qwh () —ar (1) wh ()] 5.

2. Analiza wrazliwodci sktadowej normalnej R, reakcji na podpb_rze nie-
przesuwanej ze wzgledn na przediuzenic elementu belkowego wraz z prze-
sunigciem innej podpory nieprzesuwnej.

W tym przypadku zachodzi

CU=R, W (6U=68R,u), M=0(EM=0), M'=0, =~
N Wil =0, wi(l)=0, wi()=0,
(3.31) za$ jest postaci AR
(3.33). SR, % = —[RwF (I,)+Rw, 1)+ 0w, ()] 6s.”

3. Analiza wrazliwosci momentu utwierdzenia M w przesuwanym utwier-
dzeniu, : :
W tym przypadku mamy

U=00@0U=0), wi(i)=0, wi{,)=0," wy(l))=0

w3 (I;) # 0 za$§ spetnia role wprowadzonej w ukladzie sprzgzonym dystorsii
katowe). Wzor (3.31} przyjmie wigc forme

334y SMwE () = —[RwS (1)+M*w} (1,)+0"w, (I,)] s.
~ 4. Analiza wrazliwosci monientu gnacego w wybranym punkcié ramy ze

wzgledu na’ przedluzeme ‘elementu belkowego wraz z przesunigciem utw1er-
dzenia. v, -, o0 T ;
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Dia -.'fa.kiego zagadnienia mamy S
U =M, 65U = oM, ), wil)=0, wi()=0,. o
o ' wo (1) =0, wf(l)=o0,

(331) z)as jésf pdétaci
(3.35) M, 6= M () 0w, (] 8,
3.5. Analiza wrasliwosci przemzeszczen w mmach i belkach ze wzq!edu na

przesunigcie brzegu zewnetrznego wraz z podparaem wzdluzi klerunku odpo-
wiedniego élementu’ belkowego- S S

Napiszmy- zasade wzajemnoset dla uktadu sprzr;zonego (ramy obmaczone]
sila P* w kierunku badanego przemieszczenia) oraz ukladu podstawowego
z 1ys.'1 bez ugied wsteprych na poporach w postaci - ;

636 ..;,Pw:,zﬁ_zt?.,’
) - i=1 :

Dla skréconej o- 8s ramy z przesumgtym brzegiem zewnetrznym i odpowied-
niego uktadu sprzezonego zasada wzajemnosci jest postaci

(337 P“(w+c3w) [R“w_,_(l)JrQ”Wl(f }+M“ (h]rﬁs—

ST Rw (l (3S+ Z PA“+5MW (l‘l}

i=

Odejmujac (3. 36) od (3.37) otrzymamy poszukiwanc rowname pozwalajq,ce
przeprowadzi¢ analize wrazhwosm przemleszczen '

(3.38) P Sw — [Rw (l )—i—R"w2 )+ 0wy (I)+ Mow (I )] 53+5Mw (l ) ‘
W przypadku przesuwania. podpory M= 0 M =0, wj (li) =01 wzor (3 38)
przyjmuje postaé '
(3 39) L P“ w = {Rw (ll)+R“w2 (l )+Q"w, (I )] 5? _
a gcly przesuwamy brzeg Zewnetrzny wraz z utWIerdzemem to wz ( 1)_

w3 (1) = 0.1 wtedy (3.38) mozna zapisaé SEE PRI v
(3.40) S e PTow=[Q0wy (L) MAwy (1)) ds. - as

G e e

3.6. Analiza wrazliwosci wzelkosu statycznych W mmach i belkach ze:
wzgledu na przesuniecie podpartego brzequ ‘wewnetrznego S

. Zadanie: powyzsze rozwazymy Jako superpozycie dwoch. pg:oblemow prze-
sum@ma brzegu wewnetrznego i przesuniecia, podpory, €0, pokazano na.
rys. 41 5
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Rys. 3. Konstrukcja pptﬁstawowamrama Z, preesuwanym wraz z podpora brzegiem wewngtrz-

nym obcigzona obciaZeniem ciaglym gr(x), gy (x;) oraz dowolnym ukladem sit i momentéw

skupionych. Przesuwana podporg zastapiono jej reakcjami R, Q. Zachodzi zaleinost
co o ' hithy=1 ' ' '

S Qe Qe SeNixg) - :
R T ;,____:_-.__.l.i_H_ . J

R+84R

. Rys. 4. Ukdad podstawowy-rama z przesunigtym o ds brzegiem wewngtrznym

Ga7(xs) Qivpez)  Gawixg)

Q27(x4)

Rys. 5. Uklad podstawowy-rama z przesunigta o ds podpora

[185]

Rozpr, Tnzyn. —2
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(3.41) Z +Rw2(1“)+Qw1(hl)+U—__,

1

n i T
= Y (| M, »dx,+ | Neydx) =0,
i=1 0 4]

gdzie "= w4 &5 =w{ a U ma takie samo znaczenic jak w podroz-
dziale 34.

i’Pierwszé'"wyraze.nie"'zeL wzoru (3.41) hapiszemy w postac1

L koo no b b e e ey
(3»42) B Zl R Afm Z U ‘h (x:} wh ‘(xi):dxi,‘{;! gy (x w1 (x;) dxi] + 21 S; 4%,

i =1 0 i=

gdzie pierwszy skladnik oznacza pracg obcigzen cigglych na odpowiednich
przemieszczeniach, drugi za$ prace uogolnionych obciazen skupionych §; na
odpowiednich przermeszczemach uogolnionych A7,

Piszac zasade prac WIrtualnych dla. uktadu; podstawowego z 1ys. 4 oraz
konstrukcji sprzezonej przy wariacji” pol“ statycznych oraz przediuzeniu pdl
kinematycznych (w tym przypadku pozostana one bez:zmian) znajdziemy

. _A» ) ) . ) '(
n I '
G43) - % [f 4 (o) wh (x2) dx, +J aw () Wl (x0) doxi] +

0

wi (1) ["qm (1) —qan (1)1 85 +wa (1) [y 7 (i)} —d2r (111)] 35+
+z Sy A+ (R+6y Rywy{ly) +H(@+ 0y oy ws (h)+U+d U=
i r‘[‘ . 'l; ti
= > [f M, %“dx.,;+j Ne?v.d-xi+j= 8y Mg %“dxi+j 8y Ne§dx; ]+

+[Mgl (,11,1) LA (111) Mga (1) x5 (11)] 65+

DN ) N sy ()35,

gdzie indeksem 1 oznaczono w;elkosm po lewej stronie, a ‘2 -— po prawej
stronie przesuwanego brzegu. Odejmujac (3.41) do (3.43) i uwzgledniajac, iz .

n 1
(3.44) Z [j M, %“d_xi+j &1 Neg dx;] =0,

Si=1 0

na podstaw1e zasady prac przygotowanych otrzymamy rozw1azame zadam
przesunigcia brzegu. wewnetrznego: , i
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(3.45) . &; Rwi(l1)+6, Owd (1) 46y U= {My (L;1) % (1, )—
— My (132) 4 () + Ny () ey ()= Na () éhy (1)) =
_ —ws {{ 1) La1r i) —gzr (L )I—w] (h0) Tgan ()= qan (44)1} 05,
Piszac zasad@ wza}emnosm dla ramy z rys 5 1 deowi_ednipgo ‘uktadu
sprzgzonego ‘
k

Y RAHRAG R () bws ) 8T

i=1
+(Q+38, Q) W () +esw (L) 8]+ U+ 0, U =
= —[R w (1) + Q% ey (111)] 6,
oraz odejmumc (3.41) od (3. 46) uzyskujemy rozwmzame zadania przesuniecia
padpory: :
(347) Oy Rwi (Li)+8, Owi (li) +; U=
== [RW"I (11 ',)+R“w’2 (11 1)+ Qs () +Q%ean Un)] 55

Stosujac zasadg . superpozyql do (3 45) 1 (3. 47) otrzymujemy

(3.48) SRS (1 )+ 80w (1\)-+8U = (Myy (1) (1)~ My (1) 7 (L) +
+N; (111) EIN(Ili) N, lu) gan (l1)— W‘i (I11) [6111"(111)—‘121‘(11_1} -

=wi (1) Tgaw (1) —qaw (4 1)]”[RWIG (4 1)‘
' +RY W) (Ii1)+QF2N (I 1)+ Q%an (111)]} 6.
7 Rowname powyzsze pozwala na badanie wrazhwosm w1elk0sc1 statycznych
ze wzgledu na przesunigcie brzegu wewnetrznego podpartego. Jesli przeprowa-
dzamy analizg wrazliwosci reakcji na przesuwanej podporze, to- U =0 oraz

wi (I;1) lub w5 Iy} spelniaja role dystorsji wprowadzonych w ukladzie
sprzezonym, W pozostalych przypadkach U przyjmuje jedna z postaci:

s U=M,6* lub U=R,u" lub U=0Q,u,
przy czym
: Wq Ul'l) == 0 oraz W% (Il ;),= 0

.:-37 Analiza wrazliwosci przemieszczenn w ramach i belkach ze wqu@du
na przesum@cze podpartego brzegu wewnetrznego

alo_gxcznre'do podrozdzlaiu 3.6 problem nasz rozwazymy jako super-
zadan przesunigcia brzegu wewngtrznego oraz przesunigcia podpory.
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Napiszmy zasad¢ wzajemnodci dla ramy z rys. 3 i odpowiedniej ramy
sprzezonej:

n I

(3.49) . Plw= Y, [I M, x" dx; +I Nejy dx;] =

i=1

- B AL

M::—

1

Cheac uzyskaé rozwiazanie pierwszego z Wymjenidnych zagadnier’lj poddajmy
pola kinematyczne wariacji oraz przediuzmy pola statyczne i zapiszemy to
nastgpujacym réwnaniem réwniez wynikajacym z zasady wzajemnosci:

I 1 &

(3.50) . Pw+d, wy= Y. [{ M, xf‘dx;+j‘Na?V dx;+ [ M, 8y o dx;+
B i=1 0 : : -0 0
il i

+j N51 £y dx]‘!”{Mm (111)%1 (111) Mgz (I44) %2 UH)JF

+N1 (111) &1w ([u) Nz 111) &5 {111)] 0s,

Odejmujgc (3.49) od (3.50) i uwzglgdniajac, iz
— "Il .

(3.51) YoUF M, 8, widx,+§ N&; e§dx] =0,
=10 - o o .

na podstawie zasady uzupelniajacych prac przygotowanych, otrzymamy. Toz-
w1azan1e zadanla przesunigeia brzegu wewnt@trznego w postaci

(3~52) P“§1W—[Mg1(111)x1(1t1) 392_(111)%2(111)‘*‘
' : +N (i) ein i) =Ny (1) €95 (111)] Os.

Plsza,c zasade Bettlego dla uk}adu z rys 5i odpowwdmego ukladu sprzc@-
Zonego

(3.53) P“(w+52w) [R“w’z(l“)+Q“szN(l,,)]55—;_. ‘~-7

i=1

= z P A“+Rw ' (141} 5+ Qe (1) Bs..
i odejmujac stronami (3.49) od (3.53), otrzymujemy rozwiqzanie zadania
przesunigcia podpory
7(3-54) Py w=[R'W5 (Iy )+ RwZ {1, 1)+ Q%3 (I, )+ Qely UI 1)] ds.

Stosujac zasady superpozycji do zaleznosci (3.52) i (3.54) rozwiazanic problemu
uzyskamy w formie nastgpujacej: -

(3~.55) Piow = [M,; (1) %5 Uy)— qu(lll)%z(lll)+N (lll)glN(lll)

2T N () g5 () 4 ROwh )+ Rwy ,,(11-'1).'{“ L

Qe )+ Qi ()] 5
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3.8. Analiza wrazliwosci wielkosci statycznych w ramach i kratownicach
ze wzgledu na przesuniecie wybranego wezla

'Rozwazania nasze przeprowadzimy dla ram, a odpowiedni wynik dla
kratownic uzyskamy jako szczegélny przypadek rozwiazania dla ram.

Obierzmy globalny uklad wspétrzednych x, y. Wprowadzmy rowniez
lokalne uklady wspétrzednych zwiazane z- poszczegdlnymi elementami belko-
wymi i z poszczegblnymi wezlami. Ponumerujemy wezly ramy w nastepu-
jacy spos6bb: numerem jeden oznaczmy wezel przesuwany, kolejnymi za$
numerami wezly polaczone z wezltem przesuwanym za pomoca tylko jednego
elementu belkowego w kolejnosci przeciwnej do ruchu wskazdéwek zegara itd.
Dia clementu belkowego o koncach w weztach L oraz M (L< M) przyj-
mujemy uklad wspélrzednych o poczatku w wezle L i osiach skierowanych
tak, ze dany i-ty element belkowy lezy wzdluZ osi I; i odcigte jego punktébw
sa dodatnie oraz uklad osi I; 2; tworzy prostokatny prawoskretny ukiad
wspolrzednych (rys. 8). Wprowadzmy taki¢ lokalne uklady wspolrzednych

x;y; o poczatku w J—tym qule i rownolegle 'do globalpego ukladu xy
{rys. 6).

Zauwazmy, iZ ZNAFAC - warlaqe 4, R, 9, R pewnej wielkoéci statycznej R
ze wzgledu na przesunigcie wezla w dwu wzajemnie prostokatnych kierunkach
np. wyznaczonych przez osie ukladu x, y, (przesunigcia te oznaczmy odpo-
wiednio przez 8, ds), znamy jednoczesnie wariacje tej wielkosci 4R ze wzgledu
na przesunigcie qula W clowolnym klerunku (oznaczmy go przez ap), co
wynika ze wzorii a

B56) ...  OR=c¢ 5 Rt R,

gdzie cl, cz to cosmusy kwrunkowe wektora. przesumgcm 6p W, uklad21e Xy yl

Tir L T ".!1"?'[

anj(xj)
MR

b/
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\’12 _"e o

' Rys 8 Sposob wprowadzenla Ioka!nych ukladow wspolrzgdnych N T

Zdobserwujemy rowniez, 7e wzory okreslajace warlaqe badanej w1elkosc1 ze
wzgledu na ‘przésunigcié-wezla 0 ds wzdluz osi y, oraz o8t wzdluz osi X4
maja identyczny charakter.

Powyisze fakty upowazniaja nas do ograniczenia naszych rozwazafi do
zbadania wrazliwosci badane) wielkosci ze wzgledu na przesunigcie wezla
wezdiuz Jednego wybranego kierunku (w naszym przypadku — wzdhuz osi y,),
gdyZ jej znajomo$¢ pozwala okredli¢ wrazliwosé dla pozostalych kierunkéw.
Spostrzezenie to zastosujemy do wszystklch prob}emow w niniejszej pracy
dotyczacych przesuwanid wezlow. Na podstaw:e rys. 7 mozna stwierdzi¢,
iz kazdy z elementéw; belkowych ‘wchodzacych do’ przesuwanego wezla
zmienia sie tak, ze jego koniec znajdujacy sie w tymze we;zle przesume sig. .
o wektor o nastepujacych skladowych: e D .

(3.57) 5?“) = —cosa; ds, OsP = sing; Js,

gdzie o, oznacza kat mig¢dzy kierunkiem przesunigcia wg;z}a a ztym ele
mentem belkowym. Eatwo zauwazy¢, iz pierwsza skladowa odpowiada prze
diuzeniu preta, a druga — jego obrotowl. Korzystajac z powyzszego- zadam
nasze mozemy rozlozy¢ na dwa niezalezne podzadania, tzn. problemy a'
wiclkosci : statyeznych ze wzgle;du na;- a) Zmiany d%ugoscl pOsz,
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elementow belkowych b} obroty poszczegdlnych elementow belkowych (bez
zmiany dlugosci). Pierwszy z wymienioriych problemow st anaioglczny do
rozwazanego w podrozdziale 3.4. W zwiazku z tym nie przeprowadzajac
szczegOlowych rachunkdéw' podamiy jego rozwiazanie:

(:58) 80 U= 3, [ME (0) wh )+ NF 0wy 025 0 iy (0

iZ1 - N _
— T, {0) w5 (0} + g (0) W% (0) 4 g; (0) w; (0)] cos %, l 53

gdzie é; U oznacza iloczyn odpowwdmej dystorsji wprowadzonej w uk}adzm
sprzgzonym i wariacji badanej w:elkoscx s’ta’rycznej ze wzgledu na zmiany
dlugosci poszczegélnych elementdéw belkowych; My, Ni, T oznaczaja sily
wewnetrzne w ukladzie wspdlrzednych zwigzanym z i-tym elementern belko-
wym ramy sprzezonej, T, — sil¢ tnaca w ukiadzie wspolrzednych zwiazanym
z i-tym. elementem belkowym ramy: podstawowe] oraz wi; sldaﬂlcmvac prze-
mieszczenia wzdtuz osi 1; ukladu 1; 2;, w,; — skladowa przemieszczenia wzdiuz
osi 2; oraz m:liczbe elementow : belkowych wchodzacych. do- przesuwanego
wezla. :
Rozwazmy z kolei drugie z wymienionych zagadnien, tzn. obroty poszcze-
golnych belek wchodzacych do przesuwanego’ wezla. Idees rozwigzania tego
zadania oprzemiy na wprowadzeniu takiej definicji wariacji (oznaczal ja
bedziemy indeksem 2), ktora pozwoli nam bada¢ zmiany wielkosc nie-
zaleznie od obrotu, a jedynic przez porowname ich w pierwotnym lo’kalnym
ukiadzie wspotrzednych i w obroconym lokalnym ukladzie wspdlrzednych.
Powyzszy sposOb opisu zmian pewnych wielkosci jest stosowany i odpowiada
definicji przyrostu lub pochodne] korotacyjnej typu Zaremby-Jaumanna [6].
Na podstawie zasady Bettiego i zasady prac wirtualnych (pomijajac
wplyw sit tnacych) dla ramy podstawowej i odeWIedme] ramy sprzezonej
mozemy napisa¢ . . T “

i

(3.59) Z (j wzl dx; +]N"w1,dx)

gdzie poszczegolne w1elkosc1 sa podane w Iokalnych ukladach wspolrzqdnych
zwigzanych z elementami, [; za$ oznacza d’mgosc i-tego elementu belkowego;
n oznacza liczbg elementéw belkowych. Rownanie analogiczae do (X 59) dla
ram z obréconymi elementami. belkowymi jest postaci.

- (3.60) Z j(M 6, M o) w5, +52(w Ndxit

i=1 i

+ [ (N“+62 N9 [Wu‘l‘éz (wi2)] dx:s ~o.

._e}mu}ac stronami. rOwnanié (3.59) od (3. 60) i pomajajqc ma}e wyzszego
zedu otrzymamy R
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(3.61) Z f [6, M8 w4+ M2 8, (w51 d, +
4] [, NEwhit NE 8, (wh)] d = 0.
I ‘

Poniewa? zachodza zaleznosci

A 52 qu
(‘3__?62)7 : : 82 _Wzi_) EJ.

wiec, r'élwnanie (3.61) przyj:'r_r,uijéf_postéé,

(.3.'64)'- Z,H(éz w21+52me””)dxf+J" 52N“w,l+52Nw’,)dxj 0.
im[ [- 3

.Dla poszczegolnych eIementow belkowych ca}kumc przez czesei mozemy
napisac wzory

o : 1 S -
. I w dx mi 5’;3 IT W2;|o+' qqul dx + Z S“’A‘”“
Lo i K
(365) o - S
IMg:\ Wzrc dxk = lMg.KPW !o ,TI\ Wu,o
+j q,k wz,\ dx,‘+ Z S“’A”’“+U
B i e J—E .
orfaz - B C s EEENE , i
e L L iny by : R
IN wi dxi fN W11|o+j q,ww,,dx + Z Smﬂ(z)" RN
(3.66) " . S e

iy m;,\-
!k (2) fiZ)a
fNgwiedxy =Ny wiklo *+ | qux wig dxg+ Z 857 477+ Uy,
L T B I R B o gL

a takie

(3.67) j 'wzl g = M, Wiyl STy
(3.68) §NE wh dxy = |N? wilg L,
; L o L i

gdzie K- oznacza element zawierajacy. punkt, w ktorym badamy sﬂf,; wewnqtrzna
[ub reakcje. Sumy Loan S
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P e ZH S“’A“)“ Tub fS‘Z’ Afz’)a
Rt . e T j=I . 1:1 . :
i
okreslagq prace odpowmdmch obcsazen skuplonych na przem1eszczemach
uogolnionych w i-tym elemencie beikowym oraz - :

U, gdy interesuje nas wrazliwogé momentu gnacego lub skla-

U= . dowej reakcji. prostopadiej do elementu belkowego i U=
el =M, 0 albo U, = Ru",

U, gdy interesuje nas wrazliwoé¢ reakcji stycznej do elementu
_belkowego lub sity normalnej wi wybranym punkcie. i

: = Qu” albo U, = Nu

Wypisujac podobne wzory dla ustroju z obroconym1 elementami belko—
wymi przy polach statycznych poddanych wariacji i niezmienionych polach
kinematycznych (poniewaz zadanie rozwazamy w statym obszarze), a nastepnie
biorac odpowiednie rdznice otrzymamy nastgpujace wzory wariacyjne:

J 02 My wiidx; =10, M Wi §—16, T; W2t|0+j 3G wh; dx; .
! itK
369 e ’
[0y Myx wik dxy =18, M gKWZJ'\ '_ |6, Tk W21\|o
: ' T f _ Ly
' + ] dquk Wik dug+6, Uy,
- 0
oraz
1 :
j 0y Ny wiidx; =18, N; W‘{',-Iij'—i—j dqn; wi; dx; L,
! o it K
(3.70) o
E R Lo, R O P S BT
§ 62Nk Wik dxg =185 Ny wi kI + {0qng Wik dxg+8, Uy, -
Ik it
a takze ront : L 7
(3.71) {8, M“f wg,. dxi = |52 wzlio |(s2 w2i| L v
{3‘72) j 52 Nﬂwh dx = '52 Na Wh,h V,

i

gdzle 5qu, 5q N, 07 ’aczajd( warlaqe skladowych normalne] i stycznej obclzgzema
mqglego warlacje za$ skiadowych sit skupionych przyjeto jako zero,__ e za]da-

.. dajac, ze zachowuja mezmlemony kierunek dzialania w,stosunku do elementu,
~ha ktory oddzialywaja. W przypadku obc:1azema c1agleg0 obracajqcego sig
‘“wraz z elementem belkowym (me zm1ema]acego wartosci’ odpow1edmch skia-
- dowych w ukladzie zwiazanym' z:obracajacym “sie e]ementcm) wanac;e 5qT,
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dqn; beda rowniez rowne zeru. W przypadku obcigzenia nie obracajacego sig
wraz z elementem belkowym. ‘(ego skladowe nic -zmicniaja wartosci w
globalnym ukiadzie wspolrzqdnych) Warlaqe qu,, 5qu latwo Jest Wyzuaczyc
‘o' pokazemy nizej. ;
Na podstaww rysunku 9 mozemy nap1sac '
ST (xi)=-f1i (x') COS'(%'— ),

(3.73)
. Q_'u(x) ( :)Slﬂ(% ) 1)

P

gdzi€’ y; oznacza - kqt ml@dzy osia 'y ukfadu x, 9”4 kiérunkiem dzialania
obquem’a zewn@trznego

Rys. 9

Liczac wariacje obydwu stron przy wykorzystaniu réwnan (3.82), otrzymu—l
jemy wzory na-wariacje odpowiednich- sktadowych ‘obcigzenia: °

. . .
Oqu; (x;) = (sin 7 w-cos ¥i Sml'm‘ )qi {x;) 8s

(3.74)

Oz () = (sm 7 2 ooy SLH S )qi () ds.
Analogicznie mozna wyznaczy¢ wariacje skladowych. sit skupionych, gdy nie
zachowu]a klerunku dz,lalama w stosunku clo eIementu belkowego na ktory
oddma%ywa}a S

POdeZ‘lWl&_]QC (3 69H3 72) do (3 64) Otrzymamy S

(3 75) 5;_ ;U = _21“52 M;: Wz;|d+|52 Mgi Wz“;ld“ 3
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(3.75) oL — [0, Tiawzi[%—jézT}W%if3+}52N?W.Iiﬁ)i'l"!éZNiwqilg:F

S T I,
+£ 5‘11‘;“’%;‘ dx;-—l-(j}. g Wi dxi}-

Przedstawiny wzOr (3.75) 'we wspélrzgdn.ych g!obalnego- uktadu x, y.
Skladowe wektora przemieszczenia wy;, wo; Wyrazimy w skladowych tegoz

wektora. wglobalnym ukfédfz_ig wspllrzednych x, y, w nastgpujacy sposéb:

. LW i_zwiCO.SOti-l—.w in_COS is |

(376) - i A ‘ A X . .ﬁ

T Wa = —Wy; 8iN o;—w,; sin: B;, -

k 1[..

Y.

. ‘“R,ys. 10 7

gdzie B = o +mj2 oznacza “kat ' miedzy osia x, a elementem belkowym.
Wyrazajac wzory (3.71) oraz (3.72) w rozwinigtej postaci dla i-tego elementu
belkowego o weztach 1, M (L< M) przy’ wykorzystaniu (3.76) oraz prze-
chodzac do ukladéw wspolezednych x; y, i %u yiy zZwigzanych 7z tymi wezlami
i rownoleglych do .x, y'(tys. 10),7otrzymamy ™ - e L e e

o 10 Mg de = 6, My (1) i, 1), M3, () w015

B o 0T [y Sin iy, —wp sin ]
(377) S i+ 85 T (1) B Wyng sitt oy~ wiy sin B ],

B NEWdxi = =85 NE (0) Dwy 08 By g oS BT~
i

=02 N (5) [Wya 008 o, +wpe cOs By ]

Podstawiajac do wzoru (3.75) wyrazenia (3.77) oraz przédstawione a_né_llo-

gicznie (3.69) i (3.70), a nastgpnie porzadkujac-ze wzgledu na przemieszczenia

poszczegdlnych wezldow, otrzymamy ‘

(378)78, U=} [wo; ( Xaf) &5 No)Ewi, (Y a6, N)+ T
j=1 SR Tl . EP R S : R

i=1 i=1"
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H

b%’35 713‘)+wx1(2 ENT )+WW(Z ) 3, NE)+

1 i=

@378 -
[cd.] ‘ -I-wxj(

b=

N

13

=

M-‘*H

110 Ti) 4w, (;;1 b 62 )] -

i
[

R

Wy (21 atzj:?léz Nu)+wﬁ(

o L Lo
(I Sqr; whi dxi+ § Sqn wi, dx),
0 0

I!Msi

13

gdzie 8, N, 8, N§;, 8, T;, 6, T} oznaczaja wariacje sit wewngtrznych w j-tym
wezle i i-tym elemencie belkowym “lioznacza liczbe weziow w ramie za$d
(0, jezeli i-ty clement nie wchodzi do j-tego wezla, cos f;,
* jezeli i-ty element wchodzi do j-tego wezka, a drugi z wezddw
i-tego clementu ma wigkszy numer (j < k), gdzie fi; oznacza
kat miedzy i-tym elementem a osig x; ukladu wspdlrzednych
af! =4 x; y;~o poczatku w j-tym wefle i rownoleglego do xy,
—cos fB;, jezeli i-ty element ‘wchodzi do j-tego wezla, a drugi
z wezlow ma mniejszy numer (j > k), gdzie B; oznacza kat
migdzy i-tym elementem,”a osia x, ukladu wspolrzgdnych
Xis Vi © poczatku w k-tym we;zle i rownoleglego do x, y;

&«

(3.79)

™

0, jezeli i-ty element nie- wchod21 do jtego wezla, cosa;,
jezeli i-ty element wchodzi do j-tego wezda, a drugi z wezkow
i-tego elementu ma wickszy numer (j < k), gdzie «; oznacza
af) 4 kat migdzy i-tym elementem a osia y; uktadu wspOlrzednych

Xj, ¥j» —C0S oy, jezeli i-ty element wchodm do j-tego wezla,
‘a drugl' A qulow ma mmejszy numer (j> k) gdme %
| oznacza kqt mlqdzy i-tym elementem K oswg yk ukiadu

\ wspolrz@dnych xk, Vi

Wspolczynmk1 bi,, bzl deﬁmu]emy analoglcznle zast@pujac funkc]q .cosinus
funkcja sinus. Nalezy zauwazyc 7e skladmkl zw1azane z wariacjami, momen-
tow gnacych wyzerowaly ‘sig. Wynlka to' z’ postaci wariacyjnych réwnan
rownowagi dla momentu W wgzlach Wyrazenia w nawiasach zwyklych
prawej ‘strony wzorl (3.78)- mozna’ przedstawi¢ w dogodnej postaci dzigki
wariacyjnym roéwnaniom -rownowagi dla sit w wezlach. .
Napiszmy wn;c rownama rownowagl dla j-tego wezta ramy podstawowe]

ey Z al, NU+ Z b 1J+PxJ+RxJ
(3.80), - " :

‘n

f=1

IR IRIE T I a(z“ Nu+ E b Tl_r“l‘};_r“"Rw 0 P

vf

gdzie P, P,; oznacraja skladowe obciaZenia Zewn@trznego przylozonego do
Jjtego wezla, R, R, sktadowe téakcii"w j- tym wezlg,
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Wariacyjne réwnania rownowag1 dla zagadmema obrotu eiementow ,bel-
kowych, przy]mu]ac wiec forme : :

n n

ZW%MﬁZb%wm&ﬁ42%m%zm%%

i=1 = i=

Y a8, Ny+ Y b9 5, i;,lw‘;,j (z Ny 8a)+ z T;, 5b%).

Wariacje wspdlezynnikow Saf), 5a21, (Sb(f,), 5b2i uzyskamy na pods_tawie
rozwazan geometrycznych:

381)

6 (cos o) = — An o ds,
o I
5_(005 B) = ;wil_“is_oigs,
(382) A
. .5"(\5inoci)= E{ic;?ias’
. oo B -.( 2 l"i‘-_-'. -
| ””"“'5$mﬁ%f—ﬂia“&: o '

Analogicznie do wzorow (3.80) i (3 81) moiemy Towniez naplsac wzory dla
ramy sprzeZongj.©

Podstawiajic do (3.78) prawe strony wanacyjnych réwnan rownowag1 ‘
zatéwno dla ustroju podstawowego jak i sprzezonego, otrzymamy rozvanzame
zadania analizy ' wrazliwosci wielkosci statycznych ' ze wzglgdu na obroty
poszczegolnych elementow belkowych o stalej dlugoscr ‘

n

sin? 0

(3-83) 52U Z[ (NuW __N:kWyk‘i‘N:lW N:kW +

l

: sin o cos o .
+Ti'i Wyt — Tik woe+ Ty Wiy — Ty ka)+ ml (Nu Wi — Nip W+
. e - S i

+ Ny wiy — Ny wie + T wy— T4 Wy + Ty wi— T3y W;O:, ds—

I I;

- Z (J 5‘11"1 whi dx +J'5qu W‘ﬁ_dii): ‘
, R
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(384) " oU = i{ S0 W3 O NE Wi (0)— T whs 0)— Ty wh 0)+

: sin
+qri (0) w3 (0)+gn: (0) wi, (0)] cos o; + (Nu L

i .
] .
— N wyk+N11 Wy1 ka Wyk"l"TII le T ka"‘

' smoc cos o,
+ Ty wei— Tig ka)+T(N;1 le Nik W

+ Ny wiy— Ny chk'f‘Tif:W — I Wy1+TmW Tu wyl)} 55—

SR y
- Z (J Oy whi dx;+ J. Oqn: W4 dxi)-
i=1 o
0 0

Nalezy zauwazy¢, iz czg$é wiclkosci (przemieszczenia weztow) sa podane
w globalnym ukladzie wspotrzednych x, y.° Aby fijednolicié zapis mozna
zastosowac wzory transformacyjne odwrotne do réwnan (3.76) i w ten sposéb
uzyskamy postaé¢ poszukiwanych zaléznosci operujaca tylko lokalnymi ukla-
dami wspblrzednych, zwiazanymi z poszczegdlnymi elementami belkowymi.

< W przypadku. analizy wrazliwosci kratownic- wzor (3,59) zawiera tylko
sk}admk zwigzany z sitami normalnymi. W konsekwencp tego faktu.. We
wzorze (3.84) znikng wszystkie wyraZenia zawierajace wartodci . momentow
gnacych isit tnqcych a.takze (poniewaz kratownica obcmzona jest tylko
w qulach) obcm,zen cmglych Tak wigc: rozwiazanie zadania analizy wrazli-
wosci wiclkosci statycznych ze wzgl@du na przesunigcie wezla kratownicy.
mozna przedstawic w postaci

| EYNIN, st
(3.85) oU = Z{ 4 cos o; + ; [N (Wyr —wy) +N; (wh, —wi )]+
i=t i . . ‘

sin bci COS o )
e [N Wy —wa) + N; (W5 —Wik)]} os

L

3.9. Analiza wrazliwo$ci przemieszczen w ramach i kratownicach ze wzgledu
na przesunigcie wybranego wezla

Rozw1azan1e zagadnienia dla kratownic podobnie jak w poprzednim
podrozdziale mozna. potraktowaé jako szczegdlny przypadek. rozwiazania
dla ram. o S

- Rozwazany problem bedziemy. rozwiazywaé jako .. wynik. superpozycji
zagadnien, analizy wrazliwosci przemieszczeri ze wzgledu na zmiany dhugoéci
poszczegolnych clementéw belkowych oraz: ze wzgledu na. obroty elementow
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‘belkowych o statej dlugodci. Pierwsze z wymienionych zadan jest analogiczne
de ‘rozwazanego w podrozdziale 3.5. W zwigzku z tym me prchrowadza]ac
szczegoiowych rachunkow podamy jego rozwiazanie: :

(386) P“51w-{z[1:1 w2,(0)+nw21(0)— f;w;;'(O)—'Nélwa,:(é)%ﬂ

s 0) % 0)—ay: (0) w4, (0)] 008 ) ds,

gdz1e oznaczenia prawej-strony odpowiadaja przyjetym we wzorze (3.58).

Rozwazmy teraz drugie z wymienionych zagadnien, tza. obroty poszcze- .
gblnych belek wchodzacych do przesuwanego wezla. Korzysta]a.c z zasady
Bettiego i zasady prac wirtualnych przy uwzglgdmeplu momentdw gnacych
i sil normalnych dla ram podstawowej i sprzc;zone], mozemy napisac

(3.87) . . Pow = Z (j wht dx; +IN w’{’ldx)

przy oznaczeniach prawej strony jak w (3.59).
Réwnanie analogiczne do (3.87) dla ram z elementaml betkowymi obréco-
nymi Jest postaci

(3.88). P“(w+52 w)" Z { f (Mgi+ 85 M) [wie+3, (W] dox; +

i=1 I

+j(Ni+52 Ny [wh+ 6, (W] dx,.

Odejmujac stronaml réwnanie (3 87y od (3 88) i porm]a;ac male WYZSZego
rzgdu, otrzymamy L . S .

n

(389) P'S,w= Z { j [6, M ’z’f+Mm 35 (W3i)] dx; +

+I[52N W +N 52(W11)] dxi.

Pomewaz zachodza wzory

oo T 2200 =

Ei Ji st
oraz : , R . .
. _ o~ iy P . 5 Nla
(3.91) Lo 8, (W ==

E 4;°

przeto roéwnaniec (-3‘89) przyjmuje postaé

L (B9

POy w=.Y [[8; M2 wi+6, Mgl W) dx; +
ST =3 L A It

IO NEWy 8, N, W ],
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Latwo zauwazy(, iz- prawa. strona-rownania (3.92) jest identyczna z réwna-:
niem (3.64). W zwiazku z tym mezemy zastosowac. rozmowanie stosowane -
do wzorow (3.65)3.83) i otrzymamy rozwiazanie zadania analizy wrazliwosci. -
przemieszczenia ze wzgledu na obroty elementow belkowych w postam '
analogiczriej do'(3.83).- -~ oo ?‘-

Stosujac zasadf; superpozycji do wynikdéw z obydwu podproblemow,_.:-

uzyskamy roZwiazanie zadania analizy” wrazliwoéci przemieszczenia w wybra- -
nympunkcie ramy- ze wzglgdu na przesunigeie jej okrcslonego qula
(393) Pow= Y {[751 War O+ T s (0 M 5 (0) Nu whm)

s (O) w8 (0)—"&;}(0) Wi 0] cos 'éxgé sinfa,

(Nzl 1;uyz le Wyk"]“.

3
+ Ny whi— Ny W;k‘i‘Ti‘i W1 — T Woe+ Tiy Wiy — T ka)_
sin o; cos & S N L TR
L ] {Nu Wyy— N Wi+ Nig Wiy — Ny whi+
f . Ve ) R
J "'\‘Eﬁﬂﬂ Wy — T Wi+ Ty Wi~ Ty ng)}‘ss“"

Lo ! '
+ Z (J. 0G4 Why dx;+ J‘ Oqn: Wi dxi):
R . :-1‘0 Co e e Qe
gdiie oznaczenia odpowiddajq przyjetym we wzorze (3.84).

4. PRZYKEAD NUMERYCZNY

Dia kratownicy mostowej przedstawionej na rys. 11 przeprowadzimy .

analize wrazliwoscel skladowych przemieszezen wzdhuz osicy, weztow 7,78, 9,
10, 11 (w4, Wygs Wy0, Wyio, w, 11} ze wzgledu na przesunigcia wezlow 1, 2, 3,4, 5.
Do obliczen przyjeto, iz sztywnosci wszystkich pretéw EA sa takie same’
i beda rowne EA = 6 10° [N], wspdlrzedne za§ weztéw od 1 do 11 w ukladzie.
wspolrzgdnych o poczatku w wezle 12 kolejno wynosza 1(2;2), 2(4;3),
3(6;3.5),4(8;3), 5(10; 2), 6(12;0), 7 (10;0), 8 (8;0), 9 (6;0), 10 (4;0), 11 (2;0)
153 wyrazone w metrach. Kratowmc@ obciaZono sitami w weztach 7, 8, 9, 10, 11
rownymi co do wartosci bezwzg]@dne]

P =2 10*[N], =4 104 [N] Pg_ s 104 [N],
| C R E30MND AL S 104INT

j 'dwukrotme wewn@trzme statyczme mewyznaczalnej. Dla: rozw1azam€1

'-Zadame nasze. dotyczy kratowmcy symetrycznej, _mesymetryczme obcwp—_{l'__ .
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Rys. i1

problemu zastosowano program ulozony przez autora w jezyku FORTRAN-
—1900 przy uzyc1u komputera Odra-1305. Wymieniony program zawiera:
a) rozwiazanie kratownicy podstawowej i kratownic sprzgzonych za pomocy
MES [97 b) wyliczenie wspolczynnikdéw wrazliwosci ze wzoru (3.93). Korzy- |
stajac z (3.56) rozwiazanie POWYZszego zagadnienia  analizy wrazhwosc1
mozemy przedstawm w formie macierzowej jak nastgpuje:

Wy, —0906 —0,586 —0,135 0,051 8011 |[c{® op, |

dwy | | —1811 —1123 0096 2,739 4326 || 2 ép,

dwy |=107%| —2717 —1,845 —0021 1961 3244 ||t dps 1+
B | —3,622 -2,685 —0,074 1,180 2,163 || ¥ op,
Aow,y | [ —6807 —0057 0,124 0,619 1,081 || ops |

0,542 1,398 —0,384 1,162 8,771 | op,
| 1,084 2,501 0442 6,109 2,851 || dp,
+1074 1,627 4,707 0,508 5,046 2,138 | ¢S’ ops |,
2,169 5,787 0,550 2,695 1,426 || c§” dp,
7,268 1465 —0332 1,502 0,713 || ops_

gdz1e dp; oznacza dlugosc Wektora wariacyjnego przesunigcia i-tego wezla,
a ¢, ¢ sa jego cosinusami kierunkowymi w ukladzie wspotrzednych x, y.
W celu zbadania dokladnoéci i poprawno$ci obliczen dokonano porow-
nania zmian przemieszczen pionowych weztow 7, 8, 9, 10, 11 wyznaczonych
‘raz przy. uzyciu wspolczynnikéw wrazliwosci, a drugi raz. przez wyliczenie
réznic skoficzonych. Rachunki takie przeprowadzono dla trzech rdéinych
przesum@c qula 2, a wyniki umieszczono W ponlzszych tablicach.

1 Przesumegcxe wq,zla 2w, polozeme o wspolrz&gdnych 4, 3,01}

5w,,1 106 (w;%uwg,p)-loﬁ %"ﬁ 100%,
W _1398 1,378 101,5
Cwe | 2500 | 2463 ' 101,5
Ty | 4707 T TU 4646 1013
Wyion | 5787 1 o STIT o012
W1 1,465 1,417 1034
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2. Przesuniecie wezta 2 w polozenie o wspdlrzednych (4, 02; 3)

dw i o
dwy; - 10° . (_w;?) — w1y 108 w;%}_ywﬁ) - 160%,
W7 - 1,172 —1,182 99,2
Wy —2,246 —2,264 99,2
T Wy — 3,690 —3,722 99,1
Wy1o —5372 —5,409 99,3
Wit —0,114 —0,127 89,8

3. Przesunigcie wezla 2 w polozenie o wspdlrzednych (4,02; 3.01)

w108 | (WD —wid). 108 ;(—‘fl“mﬁ 1002,
»n
W 0226 0,223 101,3
Wog 0,255| 0,249 1024
we | 1017 1,013 1004
Wyt 0415 0,404 L1027
wa | 1351 1,354 99,8

Analiza powyzszych wynikéw pozwala stwierdzié, iz dla stosunkowo
niewielkich przesunieé wezléw zmiany przemieszczen wyznaczone na pod-
stawie wspolezynnikow macierzy wrazliwosci oraz na podstawie réznic skofi-
czonych roznia si¢ najwyzej w granicach kilku procent (z wyjatkiem jednego
przypadkun, gdzie roznia sie o okolo 10%;; lecz zauwazmy, iz odpowiedni
wspélczynnik wrazliwodci jest o rzad mnigjszy od pozostalych). Swiadczy
to o tym, Ze zagadnienic nasze nie jest silnic micliniowe i przedstawiona
metode mozna stosowaé w gradientowych metodach optymalizacyjnych,

5. UwAGI KONCOWE

1. Przedstawione rozwazania dla ram i kratownic plaskich mozna latwo
rozszerzy¢ na ustroje trojwymiarowe,

2. Rozwiazania metoda ukladow sprzezonych sa dokiadne.

3. Rozwiazania poszczegolnych probleméw przedstawiono w formie zamk-
nigtych wzordw, pozwalajacych na wyznaczenie poszukiwanych wspolczynni-
kéw macierzy wrazliwodci na podstawie rozw1qzan1a dwu konstrukgji: pod-
stawowe] 1 sprzezonej, :

4. Analize wrazliwosci metoda ukiadow sprzgzonych mozna realizowaé
jednoczesnie wraz z rozwigzywaniem konstrukcji dowolnym sposobem przy
stosunkowo niewielkim dodatkowym czasie pracy maszyny cyfrowej. Wy-
daje sig, jako szczegblnie korzystne, zadanie powyzsze rozwi&zywaé_ Za pomocy
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metody elementow skoficzonych ze wzglgdu na identyczny charakter macierzy
sztywnosci konstrukeji podstawowej i sprzezonej.

5. Metode ukladéw sprzezonych mozna stosowaé w metodach gradiento-
wych optymalnego projektowania, gdzie poszukiwane gradienty odpowiadaé
beda poszczegdlnym wyrazom odpowiedniej macierzy wrazliwosci.
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PE3roME

AHAJIN3 YYBCTBUTEJIBHOCTH VIIPYIHX CTEPXKHEBBIX M BAJIOUYHBIX
KOHCTPYKIUHIA

B paboTe WpeACTABICH METON HCCIENUBAHHS YYBCTBETCALROCTH NHHEHHO-YIPYIHX CYepH(-
HCBLIX W OGANOUNLIX KOHCTDYKHMHE H3-33 H3MEHERHi YEOMETDHYECKHX NApamMerpos, CBOAMTCH
OH K 0DDA3OBAHNIO BAPHANHOHHBIX 33BHCHMOCTCH /U1 MCCTENyeMOH KOHCTPYKHEM M OOTBET-
CIBYIOIIEH CONPIKEHHOH KOHCTPYKIMM HA OCHOBE DHEpYeTHWecKmX NpuHIUMnos. Iloxasam
onocof IPOBENEHHA AHANM3A UYBCTBRTENBHOCTH H3-33 H3MCHCHHH TeOMETpHUeCKMX [Iapame-
TPOB Tak O Xapaxrepe Pa3sMEGPHEIX HEPEMEHHHX, K&K ¥ KOHGQHTYDAIHOHHBIX HﬁpEMeHH]:IX
TO3BOAKIINK (HPOR3BORGEO MOARMHEEPOBATE (HOPMY. KOHCTPYKIHH.
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SUMMARY

1

COMPLIANCE ANALYSIS OF ELASTIC ROD AND BEAM STRUCTURES

Sensitivity of linearly clastic rod and beam structures fo the variations of geometric
parameters is analysed in the paper. The problem is reduced to constructing the variational
relations for the structure under consideration and the corresponding coupled structure on
the basis of energy principles. Compliance analysis is performed in the case of variation
of both the dimensions and confignration of the structure thus allowing for an arbitrary
modification of the design.
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