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DRGANIA BELKI NA INERCYJNYM . PODLOZU SPREZYSTYM
OBCIAZONEJ SILA RUCHOMA‘*’

S PIOTR_ RUTA (WROC—LAW)- :

W pracy rozw1azan0 zdgadmeme drgan be!kl meskonczeme dluglq, spoczywajacej na
mercy_mym podlozu sprezystym, obciaZzonej posu&zajaca si¢ ze stalg predkosciy sila skupiona!
Pioblem ten rozwigzano mefedg transformacp Fouriera. Przeprowadzono numeryczna anahzc
wykonujac™ obliczenia “dla’ réznych warto$ci parametréw. Zbadano rowniez wp}yw :nerqx
podioza na ekstremalne wartodci: otrzymanych 1ozw1qzdn

1. WsTEP

- Zagadnicnie drgan belki na podlozu sprezystym: jest jednym z waznych
probleméw mechaniki konstrukcji; belke taka moina bowiem traktowaé
jako uproszczony model toru kolejowego obciazonego ruchomymi pojazdami.

Problemem tym zajmowalo si¢ wielu autorow. W pracach swych brali
oni pod uwage rozne modele podloza - poczynajac od najprostszego ‘modelu
Winklera do modelu klasycznej potprzestrzeni sprezystej wlacznie.

I tak Keer [5], KENNY [6] i RozensasGier [107 rozwazali zagadnienie
belki spoczywajacej na podlozu Winklera, obciazonej sila skupiona {5 i 6]
oraz rozdozonym odcinkowo stalym obciazeniem [10]. W pracy [5] zostal
uwzgledniony wplyw st osiowych: Wybranym - zagadnieniem drgani belki
nieskonczonej na podlozu Winklera posw1§cona jest praca Switki [15].
Praca ta o charakterze przegladowym zawiera rOwniez pewne nowe rozwia-
zania, m.in. rozwigzanie zagadnienia drgan belki obciazone; ruchoma sila
harmonicznie zmienng. Belki po%meskonczone i nieskonczone rozpatrywal
réwniez Swtapy [13]. Z mnych prac mozna wymieni¢ prace BaNpYOPAD-
"uyNava [1], w ktérej rozwiazano to zagadnienie w wykorzystamem réznych
znanych modeli reologicznych. W modelach tych- nie uwzgledniono jednak
wzajemnego oddzldlywama migdzy czasteczkaml podioza, mozZna zatem }e
traktowaé jako rozszerzenie modeiu Winklera. ~ :

@ Praca wykonana w ramach Problemu Weziowego 05.12/14.3,

Rozpr. Iazyn. — &%
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Wspdlna cecha wymienionych prac byto pomijanie inercji podtoza.

Model typu poélprzestrzeni sprezystej zastosowali Lasra [7] i Ferow
[2]. Autorzy tych prac zalozyli rownomierny rozklad funkcji odporu podioza
w kierunku poprzecznym do toru. W wymienionych pracach rozwazano belke
obciazong sila skupiona. Bardziej ziozony typ obciazenia w postaci dwu-
masowych oscylatoréw obcigzonych sita harmonicznie zmienna uwzglednili
TieriENTIEW | Frerow [16]. Zastosowanie modelu w postaci. klasyczne
.polprzestrzeni sprezystej prowadzito w- cytowanych pracach do rozwigzan
-w posiaci podwojnych calek Fouriera. Otrzymanie wynikéw liczbowych bylo
mozliwe tylko przy zastosowaniu calkowania numerycznego, co w przypadku
calek podwojnych nastrecza znaczne trudnosci

W niniejszej pracy jako -model podtoza wykorzystano uproszczony model
inercyjnego podloza sprezystego przedstawiony w pracy autora [11] oraz
w pracy [12]. Przedstawiony w [11] model jest uogolnieniem konccpcji
‘modelu podloza zaproponowanego przez SWITKE [14] (znanego pod nazwg
aproksymowanej polprzestrzeni sprezystej) oraz Murawskieco [9]. Rownania
opisujace model uproszczony w.{11] wyprowadzono z réwnan przemieszcze-
niowych klasycznej elastokinetyki, pomijajac w nich sprzeZenia. Jedno z uzy-
skanych tam réwnan jest 1dentyczne z roOwnaniami uzyskanymi inna droga
w [14 1 9]

W pracy [14] dokonano weryfikacji modelu przez poréwnanie go z kla-
syczng polprzestrzenia sprezysta. Podobne porownania dla modelu uproszczo—
nego wykonano w [11 i 12]. L

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Rozwaiaé-quzierhj( zagadm'enie.drgafl belki nieskoniczenie dingiej spoczy-
wajacej na inercyjnym podiozu spreZystym, obciaZonej przesuwajaca sig¢ ze
stala predkodcia sila skupiona F = Pd (x,—ut) d (x,) (rys. 1)

Wrykorzystamy nastepujace znane rownanie belki:

W 2w AW

axt T g Ty =l

(2.1) - EJ

Podloze w przypadku wystqpowama tylko obcmzenla plonowego oplsane
jest rownamaml _

0y G Py

22)

033 (xl,x2,0)=(2+2y) 6x -~ - R,

3
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P
e e >
 d—"4 P4 X
T, Ty
Rys. 1

gdzie (2.2), jest naprezeniowym warunkiem brzegowym.
W celu uproszczenia rozwazan przyjmiemy, ze funkcja odporu podloZa
ma postac {rys. 2) :

P 2 .n-L <
23)  REnx,n= { reo,0@ =) F dla el <a,
0 dla |x2| > a,

¥x 3
Rys. 2

(czynnik opisujacy rozklad funkcji (2.3) w kierunku osi x, jest taki, jak
funkcja odporu podioza w plaskim statycznym zagadnieniu kontaktowym).

Ostabimy rowniez warunck ciaglego kontaktu belki z podlozem, zadajac
zgodnosci przemieszezen tylko wzdluz osi x;. RozwaZania ograniczymy do
przypadku zagadnienia stacjonarnego.

Przyjete zaloZenia upraszczajgce sg podobne do zaloien wystepujacych
w pracy FiLirprowa {2]. Réznica polega na przyjeciu w [2] réwnomiernego
rozkladu funkcji odporu podioza w kierunku poprzecznym do belki. Zalo-
zenie w niniejsze] pracy dotyczace postaci funkcji odporu podloza zostalo
zaczerpniete z pracy GavLina [3] i dotyczyto w [3] zadania statyczaego.
Na mozliwo$¢. zastosowania funkcji odporu podloza z zadania statycznego
w zagadnieniu dynamicznym wskazal Swrrka [14].
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3.- ROZWIAZANIE

Wykorzystujac przedstawione'zaioienia olrzymamy réwnania

»*w 42 aw
@31 EJ T LA

oxt dt? dt
= {(Pé (1 —vt)d {x)—Pr(xy, ) (az——xg)_%) dx, =
= P [ (xy—vt)—mr (xy, )],
82.11.3 6 Uy | dzua |
— A+2 — =
(32) "f( e + a2 )+( + #) x3 @ =0,

Pt

Ju . ',
033 (X1, X3, 0) = (A+2u)3;”— = —Pr (xy, t) (@ —x3)
3

Wprowadzimy nowy uklad wspolrzednych Zwigzany z poruszajacym sig
obdiazeniem (rys. 1):

(3.3) Xy = s Xa="F,  Xj=—,

Po wykorzystaniu przyjetych zatozen i ograniczenin sie do rozwiazania
stacjonarnego stwierdzimy, ze rownania (3.1) i (3.2) przyjma odpowiednio
postad

*w 3w ow  Pa? Pa?

34 b.’Z 2 - _ " I
(3.4) a2 + o2 + [ o, 7 i 7 F(x1),
?u GERTI 9%u
2.2 OTH3 | 5 3 2 3 _
(CZ v } axrlz +cz axaz +cy ax? . 0_’
(3.5) _ 5 .
- ) P ' r
Oy = (A4 2p) o3 =.ML1)1,
dx3 a(l—xhz

gdzie _ : . R

' b =g, v2a?/E), PP=wua’/EY, ¥ (x) = ar(x,1),
=(A+2we, <5 =plo.

W dalszej czedci dla uproszezenia zapisu pomijaé bgdmemy znak prim.

Ze wzgledu na zastosowana metode transformacji Fouriera przydatne beda
. nastepujace wzory calkowe ([4], wzory 7.355 i 6.552].
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2 T, (’;) |
(3.6) o IT & dx = (1" T, (a ),
WA —X |
7. (b 1) 1

(3.8)

o i t Sl :
w __% iny (~2— ab) H(%z) (% ab),
J. J, (b [x]) :

dx = " lub
Y]

T L S S T
[¢] 1 — ni -
3 mJ%v(z ab)H‘%v(z ab),

gdzie wprowadziliSmy nastgpujace oznaczenia: T,(x) oznacza wielomiany '
Czebyszewa 1 rodzaju, J,{(x) funkcje Bessela v-tego rzedu, I, (x) zmodyfi-
kowana funkcje Bessela pierwszego rodzaju v-tego rzedu, K, (x) zmodyfiko-
wana funkcje Bessela drugiego rodzaju v-tego rzedu oraz HY (x) funkcje
Hankela i-tego rodzaju (i = 1,2). Calka wystgpujaca we wzorze (3.8) jest
wicloznaczna. Istnienie dwoch niezaleznych rozwiazan jest spowodowane
niejednoznacznoscig funkcji podcatkowe. :

Rozwiazanie zagadnienia rozpoczniemy od réwnania ruchu belki (3.4).
W tym cela wykona}my na nim jednowymiarowa transformacje Fouriera
zdefiniowana wzorem .

(39) G =@ ] ou(n) e,

co prowadzi do wyniku

Pa®  (m) I—nF(w)
EJ (ot —b?al+il*a;)”

(310) W(alj =

Cheac rozwiaza¢ réwnanie (3.5) wykonamy na nim podwojna transformacje
Fouriera okrediona wzorem

(3.11) (o, 0ty) = 211:) 1 “ 1 (X, Xp) @@xe¥ama gy dxo.
Po wykonaniu odpow1edmch przeksztaleen dostaniemy nastgpujace rdwnanie
réiniczkowe:
d2
(3.12) dx = [(Cz o) af 4¢3 ay] i,

ktérego rozwiazania poszukiwac bedziemy w postaci
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3
(3.13) fy (o, 22, X3) = A (ay, ay) €™,

Po podstawieniu (3.13) do rownania (3.12) i wykorzystaniu warunku wy-
promieniowania ;-0 dla x3-+x5+x3 - oo otrzymamy

_ 2 L
(3.14) m=*(c v oc1+% )

¥

Stad po wykorzystaniu warunku brzegowego (3.5),, wzoru calkowego (3.6)
oraz po wykonaniu przeksztalcen dostaniemy wzor

S L o
(B.LS) iy (0, otz x5) = P(g)z Jolea Flew)
Qacy €2 (2 ai+ad)?

eXp [~ (2—: (c*af +_oc%)5|xsl)],

(316) uz(xl,xz,()) 2@“102( ) j 0 Irxz!r(cn)

(2o +ad)r
CD .

éxp L1 (oty xy —i-ocz xz)] docl docz

gd21e 2= l—v"‘/c2 Dla X3 = 0 mamy

Wykorzystamy teraz warunek kontaktu belki z podtozem u; (x,, 0, 0) W (xy)
rownowazny warunkowi

u3 (051,x2,x3) x;l, = W(al)
=4

Rozwazania ograniczymy na razie do przypadku v < c;; przypadek v > ¢,
rozwazymy pdznigj. Korzystajac ze wzordow (3.10) i (3.16) warunek ten
mozemy napisaé w postaci '
P [ JoleahF@) , _ Pa® (Qm) i-mie)
Rucie, ) egeayt 0 B @Bl

(3.17) -

Catke wystepujaca po lewej stronie réwnania (3.17) mozemy przedstawid
w postaci zamknigtej, korzystajac ze wzoru calkowego (3. 7) Otrzymamy
wtedy wzor : -

P (1 1 _
(318) WIO ("5- C ,OCll) Ko (2 c |&1') r (061) =

Pa? (27:)_'5—'——1:17(&1)
VBT (@i-bPaftilay)’




DRGANIA BELK] NA INERCYJNYM PODLOZU SPREZYSTYM 135

pozwalajacy na obliczenie funkcji-

o o B (1 {1 x
(3.19)  Flo)=2m) 3| Iy [ = eyl ) Ko {5 ¢ ] )
atocy ¢y 2 2

. et —bpPad i)+ a] !

Po podstawieniu tego wyniku do wzoru okredlajacego funkcje prze-

mieszezeh uy (wzor (3.16)), powtdérnym wykorzystaniu wzoru catkowego (3.7)
oraz po dokonaniu zamiany zmiennych, otrzymamy ostatecznic

2
. Paa:cg o IO (S) KD (s) e—!;&‘x1 dS
3.20 0,0)= S _ ’
( ) . * (,X1-,. ) 8n BJ Re J Iy () Ko (5) (s* —p2 s +ir?s)+ R

o &

gdzie _ .

' p —g v a2c2/4EJ vt = nua’ c3/8EJ
h? = na* ¢t gy c2/16EJ

Wrynik ten moZemy traktowad _}dko koncowe rozwxqzame Ze wzgledu
jednak na koniecznoéé numerycznego obliczania: catki (wzor (3.20)) poddamy
go. dalszym przeksztalceniom powodujacym przyspieszenie zbieznoéci do zera
funkcji podcatkowej. Wykorzystamy przy tym znane twierdzenia dotyczace :
obliczania calek krzywoliniowych na plaszczyznie zespolonej. -

. W tym celu wprowadzimy zmienna zespolong z = s+ ig oraz rozwazymy
dwa kontury calkowania, ktdrych wybdr jest uzalezniony od wartosci funkcji
sign (x;). Rozbicie na dwa przypadki jest konieczne ze wzgledu na wymog
spetniania przez funkcje podcalkowe lematu Jordana zapewma}accego zbiez-
noé¢ obliczanych calek. :

Przyrapex 1. x; >0

Dla x; >0 kontur calkowania jest zawarty w dolnej polplaszezyimic
plaszczyzny zespolonej imz <0 i ma posta¢ jak na rys. 3. Korzystajac
z twierdzenia o residuach (por. [8], str. 134) oraz z faktu, 7e catka na

" Rys 3
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éwiercokregu I przyjmuje dia dostatecznie duzych R wartos¢ dowolnie mala

'J (2) dz| < SnR Sz 1

fIF eldz < o=~ o R ST const,
po przeisciu do. granicy R — oo otrzymamy
| Pa’c?

SnET Re |--2mi gres F (z)._—_ L

I

021 1y(x1,0,0) -

.

— Xy

g J H(Dr e
£y . o () 0‘{4)? . dq |,

Jo (@) H (@) (¢* +p* g% +2 qQ)—i—Hh

gdzic z,e{z:Rez>0,Imz <0} i sa biegunami funkcji podcatkowej F (é)
ze wzoru (3.20); w tym przypadku sy to pierwiastki roéwnania

3. 22) M(z) Io (z) Kﬂ (z) (z* —p222+1r z)-i—h2 0,

Mozna wykazac oplerajac sig: na; znanych tw1erdzemach dotyczqcych hczby
migjsc zerowych. funkcji. -analitycznych (por. [8], str. 137 140), ze' dla: para-
metrow majacych praktyczne zastosowanie lHezba: p1erw1astk0w réwnania (3.22)
lezacych w obszarze A={z:Rez>0,Imz <0} jest ograniczona i wynosi
jeden. Dowod polega na . wykazaniu, Ze  kontur :otrzymany w- wyniku
przeksztalcenia konturu z 1ys..3 za pomoca ‘odwzorowania ‘M (z) (przeksztal-
cenie M (z) jest opisane lewa strona wzoru (3. 22)) przy R - w0 oblega punkt
zerowy. tylko jeden raz. ... |

Po obliczeniu residuum funkc_u podcalkowe} w punkc1e osobhwym z,
otrzymamy koncowy wynik

(3.23)  u (x;,0,0) =

Im%sﬁ - LK@ | rhen_
8x EJ [I0 (z) Ko (2) (z* —p 2Z2+#22)] e, _

L

8

e 124
Pl

Jo (@) HY @)

2
Jo @ HY (@) (@*+p* a*+72 )i —

PrzyPADEK 2. x, < 0

Analogicznie postgpujemy dla x; < 0 z ta roznica, ze kontur calkowania
jest zawarty w gornej polplaszezyznic imz >0 i ma posta przedstawiong
na rys. 4. Po wykonaniu odpowiednich przeksztalcen i obliczeniu wartosci
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Rys. ‘4

residuum funkcji podcatkowej w biegunie z, (tak jak poprzednio 11czba
punktow osobhwych wynosi Jeden) otrzymamy koncowy wynik :

(324)  u3(x,,0,0)= B : ! _
Pad 3 1. S '(z)‘KO (2) ' _' e—f%z,,‘x.l.

= grry Re| 2w I, (2) Ko (2)(z* wp2 2+t z)]

g

2
J H<2> ' -
Ny o (@) HY @) ¢ 2l
S _Jo(q)H‘c?-’(q)(q +pPgt—r q)+z—h

Postaé ta jest wygodna do obliczen numeryczuych ze wzgh;du na szybki
eksponenqalny zanik funkcji podcatkowych wystepujacych we wzorach (3.23)
i (3.24). Pozwala to na dostatecznie dokladne obliczenie wystegpujacych tam
catek w nieduzych przedzialach calkowania.
~ Rozwazmy teraz przypadek gdy predko$¢ poruszania sig sily jest wigksza
od “predkosci krytycznej. ‘Przypadek ten rozwiazuje sie . analogicznie do
przypadku v < ¢, —do wzoru (3.17) wiacznie. Jedyna r6Znica jest to, Ze
w:miejscu stalej ¢? jest teraz stata —d?, gdzie d* = v?/ci—1. Rozwigzanic
- rozpoczniemy od odpdwiednika wzoru (3.17):

(29 P j T (o) 7 (2r) Pa®  (2m) ¥—niqo)

d == - .
2pacy ¢, E (az—dzpc‘})z %2 =gy (et —b2 el +il% ay)

Ze wzoru tego moiémy obliczy¢ tranSfbrmatQ funkcii reakcji podloza 7 ().
Po prostych przeksztalceniach otrzymamy

620 rly-en bl L (j ( ""S“Z'z’)l;daz)-_
TR 1 03 Y 02— d?ad)t .

-1
v(oc‘}hbza%+il7'oc1)+n] .

Rozpr, Inzyn, —9
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Calk¢ wystgpujaca w tym wzorze moZemy przedstawi¢ w postact zamknigtej
(por. wzor (3.8)) z tym, ¢ catka ta jest wieloznaczna. W celu wybrania
odpowiedniej galezi skorzystamy z fizycznej interpretacji funkgji r (x4). Fonkcja
ta jako reakcja podloza jest funkcja rzeczywista. W zwiazku z tym jej
transformata Fouriera musi mie¢ postac

(3.27) Flag) =7, (a1)+iﬁ: (1),

gdzie 7, (a;) oznacza parzysta funkcje fzeczywistq oraz F,{x;) nieparzysta
funkcje rzeczywista. Aby warunek ten byl spelniony, funkcja wystgpujaca
we wzorze (3.26) okreslona catka

€

(3.28) : C (o) = I———"—”i‘?l}daz,
: ' (03 —d* o)z

musi mie¢ t¢ samg postaé¢ co funkcja r(a,), tzn.

(3.29) . Clay) = C, () +iC, (051)

Biorac pod uwage wzory (3.8) 1 (3. 29) widzimy, 7e calka (3.28) musi przyjaé
jednag z dwbch postaci: .

3 Cw —nido [ =-d | I)H(z’(_—dhx ;) dla a, <0,
(330) J Jo (el doa _ °(2 AR '
R (oc%'—c.izlot?)zr o wid, (—;—-djaﬂ)ﬂg,n (%d_hxl[)j dla” o, >0,
ey d o |) (H( d o |) dla <0,
(331) J o (oslydoy 0( 1 ' R
: e AL . 1
L g dad) —niJo( d|a1|)H(2>( dlall) dla- ;> 0.

Na podstawie wzoru (3 26) otrzymamy dwie sprzgzone transformaty funkcji
odporu podloza

i

[ irEJ /1 1
— - —_— o 2y . .
(273) ZQa ¢y ¢y -Io( d|0f1|) Hg (2 dlohl) o

(et —b%o? +1lzoc1)-§—7r dla 'fxl <0,

1[ inEI 1
(2n)—111 LW Jo (7 d |0’51|> Hg)l) (‘é“ d |051!)'

) -1
et =brei4ilPa) 4w dla o, >0,

(332 7 (ag) =
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oraz _
= — -3 LEL ) .
(33) 7 () = (2n) 2[2@4616 ( dla;I)H (2d|oc;|)
( b2d2+llzoﬂl :I dla oy < 0,
_ . 1 ir BJ
(333); 7y () = —(2m) 2[W ( dl“ﬂ) (2)( d|°¢1|)

'(Oﬂ‘}*bztx2+llzoc1)+n:| dia  «, >0.

Po podstawieniu tych wynikow do wzoru okreflajacego funkcje prze-
mieszczen u;, powtérnym wykorzystamu wzordw (3.30), (3.31) i po dokonaniu
zamiany zmiennych otrzymamy poszukiwane rozwigzania, 0dp0w1ada]ace
obliczonym transformatom funkcji odporu podloza:

Pad4? r Jo (5) H“)(s)e i

334)  ui(x,0,0)= — : 2

(3349 us (v, ) 8z EJ Re J Jo O HP (5) (s*—ps? +ir2s)—f2 s,
0 '

Pa’ g’ [ Jo (&) HP (s) e "
Re

335)  u3(x;,0,0)=
O3 w60 0.0= "0mrRe | P ) (=P 7
0

gdzie
p* =gy *a’d*4 BI, #* = qoa®d*/S EJ,
f* = 2ia*d* pc, ¢,/16 EJ.
Nalezy podkreslic, ze tylko jedno z rozwigzah ma sens fizyczny.

Przed dokonaniem wyboru pokazemy zwiazek laczacy otrzymane rozwia-
zania. Oznaczmy _

(336) B, (x;) = Re

Pa? 4 Jo (s) HOD (5)
8w BT To ) B 6) 6 —p s +ir? 9577 |

(337) W1, (oc;) = Im [ Pa’d’ Jo () HY»P(s) - }

8 BT Jo () HI® (s) (s*~p25* Lir? ) T f2

Okazuje sig, ze funkcje wystepujice we wzorach (3. 36) 1 (3.37) réznia sie
tylko znakiem czgsci urojonej. Mamy zatem

(3.38) oot () =0, (), Wy (2g) = — W, (o).



140 PIOTR RUTA

Wykorzystujac wprowadzone oznaczenia oraz zwiazki (3.38), wzory (3.34)
oraz (3.35) przedstawimy w nastgpujacej postaci:

(3.39)  ud(x,,0,0) x'Re,{f [0y (o) + iy (oeg)] e ™t dotg = vy, (1) +wy (x4),

oo

u3 (x4,0,0)=Re f [T () —iwy (1)] e = oy = vy (x,)—wy (x4),

gdzie v, (x,) oznacra czg$E parzysta funkcp ud (x(,0,0) oraz wy (x,) czqsc
nicparzysta funkeji ul (x4, 0, 0).
Ze wzoru (3.39) wynika, ze funkgje u3, u3 spelniaja zwiazek

(3.40) ud(x,,0,0)=ui{—x,,0,0) dla x;,eR.

Opierajac sig na wynikach uzyskanych w pracach [1, 6 i 10] wybieramy
to rozwigzanie, w ktérym maksymalne wartosci wystepuja za poruszajaca si¢
sita. Ze wzgledu na zlozona postaé rozwiazan wyboru mozemy dokona¢
po wykonaniu oblicze numerycznych. Majac obliczone funkcje vy (x4), wy (x4)
latwo znajdziemy poszukiwane rozwiazanie. ‘

W dalszej czebci dla ustalenia uwagi zatozymy, ze¢ rozwiazaniem majacym
sens fizyczny jest rozwiazanie opisane wzorem (3.34). Podobnie jak w przy-
padku predkosci podkrytycznej wynik ten poddamy dalszym przeksztalce-
niom. Qgraniczymy jednak je do przypadku, gdy x; <0 (przy wyborze
rozwigzania opisanego wzorem (3.35) bylby to przypadek x; > 0). Ograni-
czenie to jest spowodowane trudnoéciami zwiazanymi z okresleniem liczby
biegunéw funkcji podcatkowej, zawartych w obszarze ograniczonym przez
kontur catkowania przedstawiony na tys. 3, a odpowiadajacej przypadkowi
xq = 0.

Tak jak w przypadku predkosci podkrytycznej, dla x; < 0 kontur catko-
wania ma postaé przedstawiona na rys. 4. Wykorzystujac twierdzenic o resi-
duach, po wykonaniu przeksztatcen i obliczeniu wartosci residuum w jednym
biegunie z, (istnienie tylko jednego bieguna wykazano korzystajac z tych
samych twierdzef, jakie stosowano w przypadku gdy v < c;) otrzymamy
koficowy wynik dla x, < 0:

(341 ui(x4,0,0)= .
Pa® 8 Jo (z) H) (2) e

= i N, O HY () & A it )

g

' I K e““
i o {q) 0(51) gl =

5 Lo (@ Ko@) @ +p* = q)—l—fz
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!_2

TigE X

e d .
=z,

Na zakoriczenie podamy mozliwos¢ uogdlnienia pewnych zaloZen poczy-
nionych na wstepie. Zalozyliémy wtedy m.in., Ze funk(:]a odporu podtoza
ma postac

LN P Jo @) HY ()
= 8nEJ " e (@) HYY (2) (z* — p? 22

(342) R (x4, );2’ ) = {(1;’1' (1, &) {a*—x3)%

Wynik ten mo#na znacznie uogdlnié. Zalozymy mianowicie, ze funkcja
odporu podloza wyraza si¢ wzorem

(3.43) R{xy,x,,t)= {(I;r (x1, 1) g (x2)

gdzie g (x,) jest pewna calkowalng z kwadratem, ciagla, przedzialami gtadka
funkcja parzysta okre$lona w przedziale {—a,a). Wiedy réwniez funkcja
£ (%) = g (x,) (a*—x3) bedzie tego samego typu co funkcja g (x,). Wykorzy-
stujac odpowiednie twierdzenia o rozwijaniu funkcji w uogdlnione. szeregi
Fouriera, otrzymamy rozwinigcie wzgledem wielomianéw Czebyszewa I ro-
dzaju

(3-44}. £ (x2) =g (x2) @*—x3) 293 = . ;i a2n Tan (’;2).

Szereg ten jest zbiezny w przedziale (—a, a) nieomal jednostajnie. Po wyli-
czeniu ze wzoru (3.44) funkgji g {x;) i podstawieniu do wzorn (343) otrzy-
mamy

Pr (x, t) (> —x2) "2 > agn Ton ()if) dla  [x;] <a
=9 -

345 R =
( ) (xls xZBt) 0 - dla |x2| >d.

Dokonujac zamiany zmiennych okreslonej wzorem (3.3) i po Wykorzystaniu
wzoru calkowego (3.6) dostaniemy

{3.46) Ry, 0, ) =Pa"?F(ay) (— 1Y az Jan (aal)-

n

il
fAngl

Dalszy tok postgpowania jest podobny jak dla obcigzenia (3.42). Biorac pod
uwage skonczong liczbe wyrazdéw szeregu otrzymamy

(347) 25 (Xl, 0, 0) =

3.3 - | Z ( 1) (12" n S)K (S)e
_Pac Rej...."= ds,

sn EJ m :
Y (—'ag, I (5) K, () (s* — p* s> +ir? )+ I
n=0 :
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dla v < c;, gdzie state p?, r?, h* sq zdefiniowane za pomoca wzoru (3.20):
(348) H3 ‘(xl H 09 0) =

Padg® T _
- Sa g;r Re:j "
1[ m
& (—1)'az, J, () HEP®(s) (s* —p? s>+ ir? 5) + f 2

. n=0

2

—iasx,

(_ I)uah th (S) Hftl)'u) (S) e

s

ds,

dla v > ¢,, gdzie stale p?, r?, f2 sa zdefiniowane we wzorze (3.33).

4. ANALIZA NUMERYCZNA

Dla przedstawionego zagadnienia, wykorzystujac wzory przedstawiajace
rozwigzania dla podkrytycznej i nadkrytycznej predkosci ruchu obcigZenia,
wykonano obliczenia numeryczne. Obliczenia te wykonano dla réznych
wartosci parametru ¢ = v/c,, bedacego stosunkiem predkosei ruchu do pred-
kosci krytycznej oraz dla roznych modulow sprezystosci podloza: E, =
=0,1-10° N/m? E, = 0,5-10° N/m?, E; = 1,0 108 N/m?, gdzie E; = 2y, (1 +v).
Pozostale parametry przyjeto jako stale; v='03; g, =470 kg/m, o=
= 1800 kg/m®, a = 1,25 m, EJ = 12,83 - 10° Nm2. Wartosci a, EJ, ¢, sa danymi
dotyczacymi toru kolejowego z szynami S 60 i podkladami betonowymi
INBK-8. Uzyskane wyniki przedstawiono na wykresach, _

Na rys. 51 6 przedstawiono funkcje przemieszczen dla roéznych wartosci
modulu sprezystosci podloza przy ustalonych wartosciach parametru ¢ = y/c,
(£ =108 dla przypadkn podkrytycznej predkodci poruszania sie obcigzenia
oraz { = 2,0 dla predkosci nadkrytycznej). Tego samego typu zaleznosci dla
momentéw gnacych przedstawiono na rys. 7 i 8. _
~ Dokonano réwniez poréwnania omawianych funkcji dla réznych wartosci
parametru ¢ przy ustalonym module sprezystosci podloza réwnym E,.

Uzyskane zaleznosci przedstawiono na rys. 9-12.
~ Analizujac otrzymane wykresy widzimy, ¢ zmiany omawianych para-
metréw nie powoduja wyraznej zmiany charaktery wykreséw. Wylaczamy
oczywiscie przypadek, gdy predkosé ruchu przechodzi z przedziatu predkosci
podkrytycznych do przedziatu predkosci nadkrytycznych. W tym bowiem
przypadku charakter wykresow ulega istotnej zmianie, '

Badano roéwniez wplyw tlumienia na przebieg omawianych funkcji.- Obli-
czenia wykonano przy ustalonym module sprezystosct podioza réwnym E,
oraz ustalonej wartosci parametru ¢ (¢ = 0,8 lub ¢ = 2,0). Otrzymane wyniki
przedstawiono na rys. 13-16. _ :

W celu zbadania wplywu inercji podloza na przebiegi funkcji prze-
mieszczen i momentow gnacych poréwnano rozwiazania uwzgledniajace sity
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bezwladnodci 7 rozwiazaniami je pomijajacymi. Obliczenia wykonano dla
¢ = 0,8 i modutu sprezystosci podloza E,. Wyniki przedstawiono na rys, 17
i 18, gdzie linia ciagla oznaczono rozwigzania uwzgledniajace sity bezwlad-
nosct w podloZu, a linia przerywana rozwigzania pomijajace je. Na rysunkach
tych widzimy, Ze pominigcie inercji podloza ma przede wszystkim wplyw
na wartosc funkcji przemieszezeni;*nie powoduje natomiast zZmiany charakteru
badanych wykreséw. S : :

Wplyw ten jest szczegdlnie widoczny na rys. 19, gdzie przedstawiano
wykresy najwigkszych wartoéci funkcji przemieszezed i momentdw gnacych
dla réznych modultdéw sprezystosci podioza w zaleznosci od predkosci ruchu
obciazenia (¢ < 1). Porownujac rozwiazania uwzgledniajace inercje z rozwia-
zaniami je pomijajacymi widzimy, z¢ pominiecie sit bezwladnosci w podlozu
powoduje znaczne zmniejszenie wartodei funkcji przemieszczeh w poréwnaniu
z wynikami uzyskanymi dla modelu podloza uwzgledniajacego inercje. Jest to
szczegblnie widoezne dla wigkszych predkosei ruchu obciggenia. Roznice
dotyczace rozkladu momentéw gnacych sg natomiast male.

. Nalezy zwrdcié uwage na znaczny, w pordwnaniu z wplywem predkodci,
wplyw modutu sprezystodci podloza na wartosci funkcji przemieszczen i mo-
mentdéw gngcych. Wplyw predkodci jest widoczny dopiero dla wigkszych
wartosci parametru £ i dotyczy rozwigzafi uwzgledniajacych inercje podloza,
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" PE3lOME

' KOHEBAHHH BAJKU HA HHEPTHOM VIIPYTOM OCHOBAHHKU B
© HATPYXEHHOH TIOIBIDKHOM CYIOM

B paBote pemenus samaua xonefamwil GecrowewHOH ﬁamcn, Haxoaamelcd HAa HHCPTHOM
YOPYTOM OCHOBAHHH, HATPYXGHHON ABMKYMiEcs ¢ HOCTOAHHOH CKOPOCTRIO COCPENOTOYEHHOM
CHIOH. 3Ta zamava peHiena METOOM npedﬁpaaonaﬁnﬂ ®ypoe. Tpopenen wncTenHsIl anamas
381240, OPOH3BOAL PACICTH ANA Pa3HbIX 3HAUEHMA MApaMeTpom. I/ICCJICI[OBaHO TOXE BIRAHHE
maepuan OCHOBAHHS HA JKCTPEMATLHEIC 3HAYCHWH NONYHCHHEIX DPeHISHMH,

SUMMARY

VIBRATION OF A BEAM RESTING ON INERTIAL ELASTIC FOUNDATION
AND LOADED BY A MOVING FORCE

Problem of vabrat;on of an infinitely long beam is considered; the beam rests on
inertial elastic foundation and is acted on by a concentrated force moving at. a constant
speed. The problem is solved by means of the Fourier integral transform technique.
Numerical analysis is performed for different values of the parameters. The effect of. inertia
of the foundation on the final solutions of the problem is also analyzed.
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