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OSOBLIWY ELEMENT POWIERZCHNIOWY W ANALIZIE PLYT
I STEMPLI NA POLPRZESTRZENI SPREZYSTEJ(*)

' GRZEGORZ C Y R O K (ZIELONA GORA) i ROMUALD §WITK A (POZNAN)

© Praca dotyczy problemu plyt i stempli weiskanych w polprzestrzen spresysta. Obliczenia
komputerowe s3 realizowane przy- zastosowaniu metody elementéw skoriczonych-do plyty
i metody elementow brzegowych do polprzestrzeni sprezystej. Wykazano, Ze aproksymacja
liniowa w elementach brzegowych przylegajacych do krawedzi piyty lub stempla prowadzi
do znacznego zniekszlalcenia wynikow. Prawidlowe wyniki numeryczne, pokrywajgce sig
prawie dokfadnie z analitycznymi, moZna otrzymaé stosujac elementy brzegowe z osobliwosciy
na obwodzie ptyty lub stempla. Koncepcja elementu osobliwego jest w pracy przedmiotem
licznych analiz. Tezg autoréw potwierdzaja przyklady obliczen.

1, WsTEP

W numerycznych rozwiazaniach dla plyt na podlozu sprezystym typu
polprzestrzeni sprezystej bardzo efektywne okazuje si¢ polaczenie metody
elementéw skonczonych dla plyty z metoda elementéw brzegowych dla
polprzestrzeni sprezystej. Takie ujecie bylo przedstawiane m.in, w pracy [1]
dotyczacej plyt na polprzestrzem sprezystej przy zatoZeniu wigzéw dwu-
stronnych oraz w pracy [2] zawicrajacej analize stempla wciskanego w pol-
‘przestrzen sprezysta z uwzglednieniem jednostronnodci wigzow na  styku
stempla z podiozem. W obu pracach przyjeto liniowa aproksymaq@ odporu
podioza w obszarze pojedynczego elementu. .

Stosujac metodg elementoéw brzegowych w zadaniach kontaktowych,
w ktorych jedno z cial (np. plyta lub stempel) wciskane jest w drugie
ciato (np. polprzestrzen sprezysta) ,,ostra” krawedzia, natrafia si¢ na pewne
trudnosci w obszarach przylegajacych do brzegu plyty lub stempia Jedli
krawedz wciskana jednego z cial jest ,osfra”, to znaczy nie wyokraglona,
to w rozwiazaniu w przemieszczeniach dla drugiego ciala pojawia si¢
niecigglo$¢ pierwszych pochodnych i zgodnie z wynikami matematycznej

(*) Praca zostala wykonana w CPBP 02.01.
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teorii sprezystodei naprezenia w podiozu przy zblizaniu sie do krawedzi
weiskanej plyty lub stempla rosna nieograniczenie.

Przy zastosowaniu wymienionych wyzej metod w ujeciu standardowym
otrzymuje si¢ rozwigzania przyblizone, ktére w poblizu krawedzi weiskanych
daja silnie znicksztalcony obraz odporu podtoza. Zniekszialcenia te polegaja
po pierwsze na otrzymywaniu skoficzonych wartosci odporu podloza wzdhuz
krawedzi wciskanych i po drugie, na pojawianiu si¢ znacznego obniZenia
rzgdnych odporu w poblizu krawedzi. Znicksztalcenie pierwsze nie ma
" istotnego znaczenia praktycznego, bowiem osobliwosé funkcji opisujace]
odpér podltoza stanowi fikcje matematyczna, ktora w zadaniu inzynierskim
nalezy skorygowac. Przejicie od tej fikcji do rzeczywistosci fizycznej moze
np. polega¢ na ,obcigciu” rzednych wzdiuz krawegdm do pozlomu naprezes |
odpowiadajacych uplastycznieniu podloza. Drugi rodza“ znieksztatcenia
zmienia' natomiast tak znacznie przebieg funkcji opisujacej odpér podioza,
z¢ jest trudny do zaakceptowania zaréwno ze wzgledow p aktycznych jak
i poznawczych.

Na rys. I pokazano wyniki obliczen dla wydluzone] plyty prostokqtne]
Plyta obcigzona jest nieréwnomiernie, w wyniku czego pojawia sie strefa
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odrywania. Ponizej pokazany jest wykres odporu podloza wzdluz odcinka
A—0—B, na ktérym przedostatnia rzgdna jest wyraznie obnizona. Jest to
wynik zaburzen numerycznych zwiazanych z przyjeta aproksymacja.

Plyta zostala obliczona dla nastgpujacych danych: g= 0,025 MN/m?,
p = 60g, wysokos¢ przekroju plyty h=0.1m, charakterystyka sprezysta
ptyty E =23.10* MPa, v=1/6, charakterystyka sprezysta, podloza Eq =
=20 MPa, vo=0,3. W czeéei gbrnej rzutu plyty pokazano podzial na

trojkatne elementy skoficzone. Kazdy element skorczony plyty dzieli sie
na cztery trojkatne elementy brzegowe podioza,

W poblizu narozy plyty zaburzenia te kumulujg sig ! znleksztalca}ac
przebieg odporu tak znacznie, Ze pojawiaja si¢ nawet niewielkie obszary
odporu ujemnego. Ilustracja tego zjawiska moze by¢ wykres odporu podioza
pod stemplem o podstawic kwadratowej pokazany na rys. 2.

Stempel byt obliczony dia nastgpujacych danych: a= 200m (dtugosé
boku), Eq = 15 MPa, v, = 0,3, sita wciskajaca P = 0,80 MN.: )

Przedstawione wyniki w otoczeniu krawedzi i narozy znacznie odbiegaja
od prawidlowych. Uzasadnione jest wigc poszukiwanie takiej modyfikacji
metody elementéw brzegowych, ktora by likwidowata omowione znieksztal-
cenia.

S
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- W celu lepszego przybliZenia wyniku numerycznego do rozwiazania ana-
litycznego wprowadza si¢ do aproksymacji osobliwosé: odpér podioza w
elementach przylegajacych do brzegu plyty aproksymuje si¢ iloczynem dwéch
“funkcji, z ktérych pierwsza jest regularna, jak w pozostalych elementach
“brzegowych, natomiast druga zawiera wzdluz brzegu plyty odpowiednio do-
brang osobliwosc. S

Pewne proby we wskazanym wyzej kierunku byly juz czyx};ione [3, 4, 5]
Agin w pracy [3] wprowadzil element skoficzony zawierajaky osobliwoéci
punktowe. Brorrers, SiNcLAIR | SEGEDIN [4] rozpatrywali problem stempla
0 podstawic prostokatnej. Odpér podloza w catym obszarze kontakty
przyjeto, wykorzystujac wyniki Rwaczewa [6], w postaci

(L1) q(x,) = q(x, ) [(@®~x*) (B>~ y*] V2

Sktadnik regularny rozwigzania 7 (x, y) aproksymowany byt funkcja sc'h(_)_d‘-_‘
kowa. Podobna metoda stosowana byla w pracy [5] przez MasTROIANNISA,
KEeErA i Mure. Wymaga ona budowania osobliwego skladnika rozwiagzania
w kazdym konkretnym przypadku ksztaltu plyty lub stempla i|nie nadaje sig
tym samym do stosowania w uniwersalnym programie komputerowym.
Cytowane prace nie zawierajg bardziej szczegdlowych analiz | przykiadow.

2. PrzyxeAD TESTOWY

. Doktadng analize rozwazanego problemu mozna przeprowadzi¢ na pro-
stym przykladzie, dla ktérego znanme jest Sciste ‘rozwiazanie analityczne.
W tym celu bierze sig pod uwage znane zadanic Sadowsky'ego dotyczace
weiskania stempla plaskiego w polprzestrzen sprezysta, w warunkach pla-
skiego stanu odksztalcenia. o

~ Bedziemy badaé, w jakim stopniu metoda elementéow br@gowych moze
aproksymowaé wynik analityczny !

. P
(2.1) q(x)= PN

w ktérym wystepuje osobliwos¢ typu r~1/2. We wzorze (2.1) ¢ jest odporem
podloza, P—sila obcigzajaca osiowo stempel o podstawie ptaskiej, 2¢c —
szerokoscia podstawy stempla. Zmienna x jest mierzona od osi symetrii’
stempla. !

Trzymajac si¢ zasad typowych dla metody elementéw brzegowych, zasto-
sujemy jednakze bardzie ,analityczny” zapis wskaznikowy stosowany w kia-
sycznej metodzie sit. . ‘ '

W analizie postuzymy si¢ funkcja Greena i
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1—w,

(2.2) W, ) = - s
o]

x—¢& ‘

 We wrorze (2.2) Gy 1 vo sa odpowicdnio modulem $cinania i wspot-
“czynnikiem Poissona dla pdlprzestrzeni sprezystej, x — odcigtg punktu bieza-
cego, & — odcieta punktu przylosenia sity ~;ednostkowej, L— dowolng wiel-
koécia majaca wymiar dlugosci.

13 dé A
1

k=3 Kk k1
Tkt | Ok Uien
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TiJet1

Rys. 3

Stosujac element brzegowy z liniowa funk(':jac ksztaltu, otfzymamy dla
stanu jednostkowego realizowanego w wezle k (rys. 3) nast@pujqcy wzor na
elementy macwrzy podatnosci podioza

: 1 "Vo Fhe—1y Pie—1)
'( ) "= anGe AI:Z(ak‘l'ak-kl) ak n—r + o
k ak de+1 ) L Qs L ’

w ktorym: 7, jest odlegloscia od wezta i do wezta k, g — dlugoscia
elementu (k—1,k). We wzorze (2.3) wezel k nie moze w ogoln0501 nalezec¢
do elementu skrajnego (n—1, n).

Dla k=i wzor (2.3) przechodzi w

1
A+t
T X
Dla elementéw skrajnych przyjmiemy najpierw liniowa funkcje ksztattu
(element nieosobliwy — NOS), a nastgpnie element z funkcjg ksztaltu zawie-
rajaca w wezle skrajnym (n) osobliwo$¢ (element osobliwy — OSO).

1—V0

: ‘4 s TIE
(2 ) 611 4TEGO

S R

3
[7 (@ + e 1) —a In

Element nicosobliwy (NOS)

Dla k =n—1 zachowuje waznos¢ wzdr (2.3), natomiast dia k =n (stan
jednostkowy w weZle skrajnym -— rys. 4) otrzymuje si¢
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IT—vy| 3 7"1'2{-:71) Fitn— 13
- — i, —F; — In +
@8)  dy= [ S T -
F; Fin
+—"(ry—2a,) In |-— :,,
a, £ltn)
oraz
1—\)0 3 ay
= ——In .
(2 6) hn ‘4?'CGO aﬂ(z L )
/
: n—1 n
" n-1 =1l= Cn
i,n
Rys. 4

Element osobliwy (OSO)

Liniowa funkcje ksztaltu w elemencie skrajnym (n—1, n) mnozymy przez
. po_E\T12
funkcie z osobliwodcia w wezle n: (—"’—mém) y

W ten sposéb funkcje aproksymujace maja ksztatt pokazany na rysun-
kach 5 i 6. Na rys. 5 pokazana jest realizacja stanu jednostkowego
w wezle (n—1). Sytuacje pokazana na rys. 6 mozZna tylko umownie nazwac
realizacja stanu ,jednostkowego” w weile n. Odpér podloza w elemencie

skrajnym osobliwym opisuje funkcja

@7 0= dret | ta, (\/—‘5’:‘—— /%)

§ 5!
o 1( 3\%
i On
h-2 n—1 n
-2 1. 9=t | 9n
T
in-1
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gdzie & = rp, - & Nalezy podkreslic, ze ¢, nie jest tu rzedng odporu podioza
w wezle n (rzedna ta dazy do nieskonczonoscei), lecz jest parametrem weztowym
pozbawionym jawnej interpretacji. Parametr ¢, steruje aproksymacja w ele-
mencie skrajnym. :

Dla odpowiednich elementéw macierzy podatnodci otrzymuje si¢ wzory

_d—w [ 5 3 32 Fiin—2) Fitn~2)
(2.8) 5f{n—1)~m Ii??"i(n—z)‘l'z Gy gty 0 ||+
”I:l(n— 1) 4 Tin- 1)
Jin=ly g, T Jin— 13
+( 2] Titn— 1) 3 t | 1 L +
. |
(] _1
4 J
+?ri,,\/2" [ ], i#{n—1),n;
n an +1
i
_l=vg [ 3 32 fly 1 4 4a,
29) Sn- 1yn—1) = 4G, (2 g1+ g G -1 In . |3 a,1n I ):
1 — Yo 1 {an—I + an)z Gy 1ty
= —— =3 ) ——
(210) 5:1(:1 1) 47EG0 [18( 4&,,-!—27(1,, 1) a1 In L +
a a
*(2a,-1+3a,)In |—
+3an-1 (“n 1+ Ci!n)Il L :l:
Dla i =n wzor (2.11) przechodzi w:
1—v, 4 8 ry Fitn—1)
R 2 AL B S T I Ut T
@11 o= ™ [ (3 an) et

) ;'ELL 1
+(3—r‘"> ELIFPY IS I R
n dy a
: [—-+1 _

Fin ! .

44,
L

1—vy 8 5 -
(212) By = E{éoi‘”é” ay (w?—}n

Dla i=n wzor (2.11) przechodzi w:
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I'—Vo 8 8
. (213) 5",,— GO 3 an(?’ ' n

Przyjmujac regularny podzial na clementy a,= a = const, .rik = |i—k| a,
Lja= N, otrzymuje sig:

1-—vg > J—1 5 2 J+1
Oy = In Go [3 (J— 1) In }+2J In = ‘ {(J+1)*In |
(2.14)
.. 1
d;; 411:(}0 3—2In )
NOS:
3 2 J—1 J
m‘“ 47’5G0 [?—J—(J*'l) ln !+J(J—2)ln T\}:‘],
(2.15)
3wl
Om = 4T£Go (2 D
0S0O:
1oy 91 5 J—1
Supry = — 0 2 _
Pitn- 1) 4nGo [18 — J—{(J~1)*In ‘—l—
—(—(JZ—ZJ——‘E-) In ’i’ —(J+1)*?21n ’ /It 1 H, :iqé(n—l)n;
3/ IN /T+1+1 ;

1—vy {91 1 4
S 0= = g “(ﬁ_h’ ‘N‘_? tn ﬁD

1—vo (61 5 |1 2
el [ 4 2 | = |—41
Ontr= 1) = G “(18+3 ln‘N‘ ! N)’
(216 A J—1
—_ —to Y, — R — #.—._
Oin = 41rGoa3[3 J lnl ~n |t

+—§(3—J)ﬁ1n }ﬁ”l H i (n—1),

VI+1
_l—v, 85 4
Q=1 = dnG, 3 (3 —hniy

Cot—v, 8 (8 |t
- S )
Oom= TnGy ¢ 3 (3 H‘ND

We wrzorach (2.14)(2.16) jest J = |k—i, przy czym w (2.16), jest J=
=|n—1-—1i.
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Warunki kontaktu w wezdach dla stempla plaskiego, z wyklorzystaniem
symetrii zadania, prowadza do ukladu réwnan

@17) b dot Y Guw o di=wo, 1=0,1,2,. .1
k=1

w ktérym ¢, sa rzednymi odporu podioza w wezlach i wo jest prze-
mieszezeniem stempla. Uktad réwnaf (2.17) wraz z warunkiem réwnowagi

2{g(x)dx=P,
0

ktéry prowadzi do réwnania

n—1 P
(2.18) ' got+2 Y. Qi"l“'Qn:;,
: : i=1
dla NOS, lub
1 o m-2 7 . 8 P
(219 go+2 i;l QE+? dn-1 +"§“ qn = a’

dla OSO, w sposob jednoznaczny okreSlaja przemieszczenie stempla Wo
i rzgdne odporu podioza w ‘weztach g;.

(=g

o (&

. n=1 n
Fin- wle B0
It

Tin-1

Rys. 6

Podane powyZej rownania i wzory pozwalajg na przeprowadzenie szcze-
golowej analizy poréwnawczej elementéw NOS i OSO. W tym celu wyko-
nano obliczenia dla n=2,3,..‘,'40. Wyniki ofrzymane przy zastosowaniu
clementu NOS zestawiono dla wybranych n(n = 2,5,20) z wynikiem anali-
tycznym Sadowsky’ego na rys. 7. Widoczne jest charakterystyczne zaburzenie
w poblizu krawedzi utrzymujacej sig niezaleznie od wiclkosci n. Zaggszczanie
podzialu na elementy (NOS) nie prowadzi wigc do poprawy jakoéci wyniku
w strefie przykrawedziowej. Zastosowanie elementu 0OSO zmienia sytuacj¢
w sposob radykalny. Juz dla n=2 (podzial polowy szerokofci| stempla na
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0s SYMETRIl STEMPLA

Rys. 7

dwa elementy) otrzymuje sig' wyniki, ktére na wykresie analogicznym do

wykresu na rys. 7 sa nieodréznialne od wyniku Sadowsky’ego. Bardziej

obiektywne oceny sq mozliwe na pedstawie analizy bledéw aproksymacii,
Niech rozwigzanie numeryczne bedzie reprezentowane przez zbidr {w}, 4%,

(1. .s ¢y | Dalomiast rozwigzanie analityczne przez zbior oy Gon Gf v s ),
przy ¢zym

1—v 2L P
(2.20) wi = SPIn| ==, 4f = —_—

270G, c nic A/1—(ifn)

gdzie 2¢ — szerokoé¢ stempla, i=0,1,2, .., n.
Zdefiniujemy blad procentowy przemieszczenia
wo —w§

wa.

(2.21) £ = 100,

Na rys. 8 przedstawiono wykresy bledu ¢ jako funkeji gestosei -podziatu
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Rys. 8

na elementy n. Zastosowanie elementu OSO zmniejsza blad: ¢ ok. sto-
‘krotnie. 3

Przechodzac do bledéw aproksymaciji odporu, zdefinjujemy hfajpierw bigd

22 5= sup H_qj—-_qf_

. A
1610, n-- 1} §

- 100%} ;

bedacy miarg jednostajnej zbieznosci wyniku numerycznego do analitycznego.
Okazuje sig, ze jednostajna zbieznoé¢ nie istnieje w obu przypadkach
(lim & # 0) i, co charakterystyczne, zwickszanie n nieznacznie zwigksza blad.
n— o0 . b

Krzywe § = d(n) pokazano na rys. 9. Dla elementu NOS kizywa & = § (n)
jest funkcja monotonicznie rosnaca majaca kres gérny na poziomie ok. 71%.
Dia elementu OSO krzywa & = § (1) najpierw maleje, a nast@pr‘iie dla n>4
monotonicznie ro$nie z kresem gdrnym ok, 2,29 i

Druga wazna miarg blgdu aproksymacji odporu- jest éredni:e odchylenie
kwadratowe. - |
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Rys. 9

229 o=t [t - e,

0

charakteryzu]qce zbiezno§é¢ przecigtng. Uwzglgdniajac W (2.33) przyjete apro-
‘ksymacije w granicach poszczegélnych elementéw, otrzymuje sig dia elementu
skrajnego calki rozbiezne. Wobec powyzszego analizuje sig Falej $rednie
‘odchyleme kwadratowe zdefiniowane na zbiorze dyskretnym:

©24) —i"z @t~

- Na rys. 10 pokazane sa krzywe A = 4 (n). Sa to krzywe monotonicznie
malejace, lecz majace kres dolny wigkszy od zera. Zastosowanie elementu
OSO zmniejsza btad A ok. tysigckrotnie. :

Przeprowadzone analizy numeryczne mozna zamknaé nastgpujacymi
wnioskami:

1) Zastosowanie elementu OSO likwiduje catkowicie zaburzenia nume-
ryczne wynikajace z aproksymacii liniowej dla wszystkich elem{nt()w. Wynik
jest praktycznie nicodréznialny od analitycznego wyniku Scistego.

2) Blad aproksymacji, chociaz przy zastosowaniu OSO jest |bardzo maly,
to jednak nie moze byé dowolnie zmniejszany. Nie istnieje bowiem zbiez-
'no&¢ ani jednostajna, ani przecigtna z kwadratem. :

3) Zwigkszanie podzialu na elementy nie zwigksza w zasadzi¢ doktadnodci,

bowiem bledy & i 4 pozostaja w przyblizeniu na stalym ;oziomie nie-
zaleznie od liczby podziatu #.
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3402
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110° : .
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Rys. 10

3. PLyTY 1 STEMPLE NA POLPRZESTRZENI SPI_QEZYSTEI

3.1. Aproksymacja odporu podloza w elemencie powierzchniowym.z osobli-
wosciq

Niech na pélprzestrzeni sprgZystej spoczywa piyta lub pliaski stempel,
Obszar Q stanowiacy czgsc¢ plaszczyzny z = 0 zajety przez podstawe. plyty
lub stempla dzieli si¢ na podobszary Q° — trojkatne eleminty brzegowe
(e=1,2,..,E; E—liczba elementow). Zbiér numeréw elementéw brzego-
wych & ={1,2,..,E} dzieli si¢ na podzbiory: & -— zbiér numeréw tych
elementow, ktore nie zawieraja weztéw lezacych na 6Q, & — zbidr numerdw
tych elementow, ktore zawieraja wezy lezace na 06, & =8 U 8", §'né" = ¢.
Wezly nie lezace na linii 62 numerowane sa liczbami 1, 2, .., M; pozostate

wezly lezace na 02 numerowane sg liczbami M+1, M+2, .., W; W liczba
weztéw. Wprowadza sig oznaczenia: #” ={1,2, . M}, #”" = {M+1, M+
+2, .., W} Symbolem #;' oznaczono pewien podzbior zbioru % ; elementami

zbioru %, sa te spoérod liczb se #7, ktore sqa numerami wezldw elementéw
brzegowych przylegajacych do linii 6Q.

Oddziatywanie podloza w elementach ¥ dla ecé’ (np. £°1 na rys. 11)
aproksymuje si¢ wzorem [1, 2]

61 q 06, Y) = Ly () o+ Ly (%, ) Gt Ly (%, 3) 4,

. {mz n: p} < W"s
w ktérym L, (x,y),..— sa liniowymi funkcjami ksztalty {wspolrzednymi
powierzchniowymi elementu wzglgdem kolejnych wezAéw; Lf+L,+L, = 1),
G, - — 53 rzednymi odporu podioza w wezlach. ‘
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Jedli eed”, to rozroznia sig dwa przypadki:
1. Jeden z weztéw elementu lezy na 892 (np. element €°: na rys. 11).
Wéwezas przyjmuje sie

(3.2) q=(Lig+Lq;+ Ly q) (Li+ L)% [i,k} < #7, je#™.

2. Dwa wezdy elementu leza na 02 (np. element € na rys. 11),
Wéwezas przyjmuje sie ' ' :

(3.3) g={L;q+Lq+L q) i, kew”, {jl}c ™

We wzorach (3.2) 1 (3.3) ¢; i g, sa rzednymi odporu podtoza w weztach,
natomiast .q; i g; dla A> 0 pelnig rolg parametréw weztowych sterujacych
aproksymacja w elemencie. Parametry te dla 4> 0 nie n{aja, wyraznego
sensu fizycznego i tylko dla A =0 stajg sig fizycznymi rzgdnymi odporu
podloza-w weztach lezacych na brzegu 4Q: Wzory (3.2) i (B.3) przechodza
wowezas w (3.1). Wykladnik i okredla rzad osobliwosci np brzegu plyty
lub . stempla. Jest to osobliwo$é typu 1/, gdzie r jest odlegtoscig od
brzegu. : SR '

Przyjeta aproksymacja zapewnia ciaglto$¢ odporu podioza na’ granicach
elementéw w calym obszarze Q. Pewnym . mankamentem ljest staly rzad
osobliwosei wzdhuz brzegu. Wiadomo, 7e¢ w przypadku steémpla kolistego
(i ogdlniej — wzdluz brzegu gladkiego) o osobliwodci d cyduje funkcja
(@*—x?)"12 = [(a~x) (a+x)] "2 = r~ Y2 (a4 x)" Y2, czyli 1 = 1/2. Natomiast
np. dla stempla trgjkatnego lub prostokatnego osobliwoéé w narozach ma
rzad zalezny od kata zawartego miedzy bokami (Rwaczew [6, 7.

W celu usunigcia powyzszego mankamentu mozna wzory (3.2) i (3.3)
zmodyfikowaé, nie naruszajac ciagloéci aproksymacji w calym obszarze Q,
w sposob nastgpujacy:

w przypadku 1:

(34) q=L, Ly*q+ Ly L3Pqu+ Ly Ly gy, - Ly = LiH L,
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w przypadku 2.
(3.5) q=L;Lig+ L Mg+ L LM a

W ten sposob kazdemu wezlowi re # ' moina przyporzadkowaé liczbe
A, kazdemu weztowi se #/' — liczbe p,. Liczby A, okreflaja fzad osobliwodci
w otoczeniu wezla r i wynikaja z badan teoretycznych. Liczby u, powinny
by¢ tak dobrane, azeby réznice pomigdzy liczbami 4, i y,, przyporzadkowa-
nymi kazdemu z elementéw brzegowych przylegajacych do aﬁz, byly mozliwie
mate. MozZzna np. przyja¢ w typowym, dla przypadku 2, wzorze (3.5):
ty = (A;+A4)/2. W ten sposob kazda z liczb p,, se 4, zostaje okredlona.

3.2, Macierz podatnosci podloza

Podstawowe. znaczenie dla algorytmu obliczen plyt i 'ftempli na pék-
przestrzeni sprezystej [1, 2] ma macierz podatnosci podtoza D = [d, Ty x iy
Macierz ta wystepuje w zwiazku

(3.6) V=DQ,

w ktorym V=col{v,.t;....t.) jest wektorem przemieszczen pionowych
podloza w weztach, Q =col(qy, g2, s Gais Gaa 1y ,qw)»wektor rzednych
odporu podloza g, W weztach re v’ i parametrow aproksymacp g, dla
weztow se# . Obliczenie elementéw macierzy podatnoéeil é,, gdy ge 4
nie stanowi problemu. Wielkodci te okresla wzér

(3.7 bpe= 2 O
. eed,

w ktérym &, jest zbiorem numeréw tych elementéw, ktére zawieraja
wezel g, natomiast J;, oblicza sig wzorem

E «f n} d¢ dn
(3.8) J:[ i~ T
gdzie
_1-v
(3.9 n = o

E,, vo — modul sprezystodci 1 wspdtezynnik Poissona dla podtoza. W przy-
padku, gdy calkowanie we wzorze (3.8) odbywa sig po oObszarze £ przy-
legajacym do linii 80, wowczas. w liczniku funkeji podcatkowej wystepuje
nieliniowa funkcja ksztattu okre§lona we wzorze (3.4) lub (3.5) (funkcja
przyporzadkowana weztowi i lub k). Jedli p nie jest wezlem Zadnego z ele-
mentow ee . Lo calke we wzorze (3.8) oblicza sig zwyklymi. metodami
catkowania numerycznego. Jesli p jest wezdem jednego z elementdw eed,,
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to funkcja podcatkowa ma osobliwos¢ rzedu 1/r. Calke moina obliczyc
wg [1] lub za pomoca specjalnych wzoréw numerycznego catkowania [8].
Jesli ge #™, to w przypadku (1)

(310) &, =wx ﬂ (L& n+ 5

I, (€, m) dC dy

e [(x, — &P+,

—11)2}”?‘* ’

{i,k} < W s i,k sa werdami clementu €. W przypadku 2 natorlk]iast jest:,

(3.11)

H [ L (é 7)) [(

ke#”, k jest wegzlem elementu £°.

o (&, n)dl dn

X _é)2+(yp

)2]1,’2 »

Tablica 1. Wartosci wykladnika 2 w zaleimosci od kata 2x

A A
200 wg WEg 20 wg wg
RWACZEWA BAZANTA RwACZEWA . BazanTa
0 1 1 i 0,5 0,5
n 7 :
: 087 — e 044 -
n : 5 .
7 — 0,793 Tﬂ — 0,360
T 4
3 0,77 — "*3""115 0,38 —
bid 3 .
5 0,69 0,704 - 0,31 0,184.
2
2 _ 5
77 0,62 — 37 0,23 -
3 7
" — 0,640 T — 0,040
s . 11
g 0,56 — _“6_11- 0,13 —
T 0,5 0,5 2n 0 0
Jesli p=gq, to funkcje podcatkowe we wzorach (3.10) i (3.11) maja
osobliwod¢ rzgdu- 1//4+4. Catki- takie sa zbiezne, jesli 1+1 <2 ([9], 3,
- str, 185) co zachodzi-zawsze, bowiem z badann Rwaczewa [6, 7] i Bazanta

- [10] wynika, 7e zawsze jest A <1 z wylaczeniem przypadku s czegblnego,
w ktérym kat rozwarcia jest réwny zeru (A= 1). W pracach [6, 7, 10}
wyznaczono wartosci 4 dla stempla w ksztalcie klina nieograniczonego o kacie
rozwarcia krawgdzi 2o wciskanego w polprzestrzen sprezysta. Wyniki Rwa-
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‘czEwA 1 BazanTa réZnig sie nieznacznie. Obaj autorzy stosowali rézne
. - - - . g sl

przyblizone metody obliczei. W tablicy 1 zestawiono wyniki| otrzyman

przez obu autorow. ' -

3.3. Problemy numeryczne przy obliczaniu calek

Obliczanie catek wystgpujacych we wzorach (3.10) i (3.11) stFnowi dosé
~ powazny problem i zostanie ponizej omowione.

j We wzorze (3.10) dotyczacym elementu przyleglego do 02 w przypadku 1
© przyjmijmy g = j(je #"") oraz wprowadzmy uklady wspolrzednych (&, n) i (s, t)
pokazane na rys. 12. Osie ¢ i s sa rownolegle do boku ik trojkata €
Wowezas I+ L5 = (n+t)/hy, E=1—-(g+t)/hy, hy=t,=1t i !kvzér (3.10)
przyjmuje postac: :

hy—t, Pa(m

. dé 1—(n+t,)/hy
(312 %"“?f f m]

by —t, o
+/Pi+n? | 1—(nt,)/h

=x£1f In | PX sz" 172 . _(:7 }/;L)/];f ",

) Pyt+/piyt+1 [(n *n 1

. P
gdzie & =sgnhy, p;=a;n+by, pp=agn+bg; py; 1 Py sa ?wnaniami

CEEAVA

prostych przechodzacych przez wezly i, j oraz j, k. Dokonujac zamiany
. zmiennej catkowania wg wzoru n = t—t,, otrzymamy dalej
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by
e __ @(t)(l_f/hi) dt
(11-3) e %J s
gdzie S
(3.14) ®()=1In | (g t—t,)+lag =5+ 1) »
| |(aijt”tp)+ﬁjt—sp)2+(r—tp)2 '

W przypadku szczegolnym, gdy p=j(s, =1, = 0), catke we wiorze (3.13)

mozna wyznaczy¢ wzorem . '
£y ajk—!‘:; 1 -I-ajz-k

&y ay+/1+ah

(3.15) 8 “h n
. =8 T
BTS2 A
Rozpatrzmy nastepnie wzor (3.11) dotyczacy elementu przylegajacego do
8Q w przypadku (2). Dalsze rozwazania ilustruje rys. 13. Do catkowania
po trojkacie jlk wykorzystane beda dwa uklady wspdlrzednych: (/f L) 1 (s, t).
Osie ¢ i s sa rownolegte do odcinka jL Przyjmijmy we wzﬁorze (3.11)
g=j(jen ). Uwzglgdniajac, ze¢ L;= o, E+Bintays,+ Bty Bi=1-(n+
+t ) by =t;=1;, a;= Ls;—8), B;= =5 a;/h,y, moZna Wzor (3.‘111) zapisac
w nastepujacej postaci: :

kz—'l‘p Pyrln) ‘
, Doy &+ Bintas,t+pt -
(316) &,=¢e, % J I: %y J 5% ge ] il )
S N VTS [~ +t,)/hz ]
T P

gdzie: g3 = 5g0 By, Do = G N+ b, Py = e j 1+ by
Wzor (3.16) mozna przedstawié¢ nastgpujaco:

(317) 6;}':82%[&}(11+Sp12)+ﬁj1'3],

Rys. 13
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gdzie:
hy=t, By by
(318) I, = j [ ‘& ] dn__ ,1_—J. LALOL
VE+uE | U —(+t)/h]% ) (1—t/hy)"
_IF Pk_,- .
IIZMIP c Py . hy
dé dn v, () dt
319) I, = =
GB) L J L «/§2+n’~J [1—(+1t,) k1% (1 —t/ho)”
hl_ptp B 1;;"“ hy
dé (n-+t,) dn j W, (t)dt
320 = P = T
G20 I J _J«ﬂ?¥P}[1—w+MMﬂ% J e

r Prj

(321) ¥, (1) = S t 5, H(E— 1, —Sla;t—s,)> +(E—1,),

(G t‘Sp)'i‘\/(akl f"Sp)Z‘i'(f—tp)z
(akj - +\/(akJ t— p)2+(t_tp)2

FunkCJe podcatkowe we wzorach (3.18) maja osobliwosé dla = h,.
Obliczenie tych calek wymaga wydzielenia osobliwosci i wykorzystama metod
calkowania numerycznego. Sposdb postgpowania pokazemy na przykladzre
catki I,. Pozostale catki oblicza si¢ analogicznie

Jedli pé{j, k, 1}, to
h?.

S HO-Y ) o
Il__[ (l—t/hz)‘li dt+ W, (hy) lmﬂ,}-'

¥, (1) =In

('3.,2‘2) 1'

Jesli p = (w_éwczas' t, = hy, 5, = a; hy), to

(323} ' Iy =111y,
gdzie _
. B . Ir2
L | e a)—o(h, a) 2
—(3.24) s Ijy = j (1 —t/h) dt+w (hy, ay) —i.°

]

-5+ 2 /1 _i_az_'
325 \/(“IU t P) IIJ) — 2 kj
( . ) —t/h) dt Bth_rv—JFQ—lj ,

3260 w(r,a)_:\/(ar—sp)2+(t—112)2.

Jesli p =1 (wowcezas t, = hy, s, = @y h2), to 1'1'1 i I, we wzorze (3.23)
wyrazaja si¢ nastgpujaco:
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\/(akl t—Sp)z"i“(t_tp)z 2. 1+ai%1
dt = g, 3 Y —"H

327 —
(327) T (L—t/hy) 22

(=} L,___ﬁt}_

(3.28) di+o (hy, a,)

o
=4

hl
1= @ (t, ag)=o (A, a)
e (1 —t/hy)
b

Jedli p =k (wowczas s, = t, = 0), to

hz
(329) I, =

0

¥io(odr
(L —t/hy)

(1 /1}} (2 RJ) \/1+akl \/1+4M

Funkcje podcatkowe we wzorach (3.13) (3.22), (3. 24) i(3.28) n zaw1eraj:—,1
osobhwosm i sa catkowalne w sensie wlasciwym. Wystgpu]qce nieogznaczonosei

0
(np we wzorze (3.22) dla t= h2 jGSt nieoznaczonosé typu F) maja gramce

réwne zeru we wszystkich przypadkach. Pod 0maw1anym1 catkanhi pojawiaja
sie jednak osobliwoéci pochodngj dla t =0 w przypadku ¢alki |(3.13) i dla
t = h, w przypadku calek (3.22), (324} i (3.28), co ma wplyw na|doktadnosc
catkowania numerycznego, w szczegdlnodei na mozliwosé oszacowania bledu.
Osiagniecie regularnoéci funkcji podcatkowych dostatecznie wysokiego rzedun
jest wprawdzie mozliwe przez odpowiedni dobor funkcji pochlaniajacej osobli-
wosci ([9], 2, str. 552), jednakze wiaze si¢ to z klopotliwym obliczaniem
wartosci pochodnych funkcji @, ¥y i w i prowadzi do bardzo rozbudowa-
nych wzordéw. W niniejszej pracy ograniczono si¢ do zapewnienia regularnoscei
funkcji podcatkowych bez regularnodci ich pochodnych. Catko anie nume-
ryczne w takiej sytuacji wymaga stosowania ztozonych kwadratur niskiego
rzedu w ten sposdb, 7e zwigkszamy liczbg podprzedziatéw przeqziatu catko-
wania az do uzyskania stabilizacji wynikéw w dwoch kolejnych prgyblizeniach.
Przeprowadzone eksperymenty numeryczne wskazuja, ze wystarczajaca do-
kladno&¢ uzyskuje sie juz przy podziale na dwa podprzedzialy, przy czym
podprzedzial zawierajacy punkt osobliwy pochodnej funkcji podcatkowej jest
znacznie krotszy (wynosi np. 0,1 I, gdzie L dhugoé¢ przedziatu catkowania).
Bardzo dobre rezultaty uzyskano rowniez wykorzystu]a_,c met dQ op1sanq
w [11] (str. 124):

Do obliczenn zalaczonych dalej przykiadow liczbowych przyijgto podzml'
przedziatu catkowania na trzy podprzedzialy. W kazdym z podprzedmalow
stosowano czteropunktowe kwadratury Gaussa [12].- :
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3.4. Réwnania plyty lezqcej na polprzestrzeni sprezystej

Dotychczasowe rozwazania odnosily si¢ do polprzestrzeni sprezystej,
realizacji metody elementow brzegowych i zastosowania elementdéw osobliwych
przy wyznaczaniu macierzy podatnosci podtoza. Dalsza realizagja postawio-
nego zadania wymaga zastosowania metody elementow skoficzonych do
plyty, budowy macierzy sztywnosci i wykorzystania warun fu  zgodnosci
ugie¢ plyty i przemieszczen podloza. 1 ych probleméw nie bedziemy tu
omawia¢, odsytajac zainteresowanych do pracy [1].

4. PrzyKLADY

41.

Ptyta kwadratowa 4,00x4,00 m spoczywajaca na polprzestrzeni sprezyste]
jest obcigzona réwnomicrnie p = 0,10 MN/m?. Dla podtoza p zyjeto modut
sprezystosci Eq = 10 MN/m? i wspolczynnik Poissona v =0]3. Dla plyty
przyjeto modut sprezystosci E = nE,, wspotezynnik Poissona v 1/6 1 wyso-
koé h =03 m. Podzial plyty na elementy skoriczone (linie ciagle) 1 na
elementy powierzchniowe (linie przerywane) pokazano na rys. 14, Na rys. 15
i 16 pokazano wykresy odporu podioza w przekrojach odpowiednio O—A
i O—B dla trzech réznych wartosci n = E/E,. Linia ciagla dottczy wynikow
uzyskanych przy zastosowaniu elementow powierzchniowych osobliwych
(OSO). Dla wgziéw na brzegu gtadkim przyjeto A= 0,5 i dla wezkdéw narozni-
kowych — A= 0,69 {wg Rwaczewa). Linia przerywana dotyczy wynikow
“uzyskanych przy zastosowaniu elementow nicosobliwych (NOS), tzn. dla

A B
~ ~ N Y Yy
. AN N
SN
SN, E
NS o 3
N,
K>
A
)
£
L]
=)
o~
X
) 200m | 200m

Rys. 14
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0 .ﬂ:m'o A
7=1600
. s bt bty
1f|.=1{}5
— =S e S \
020MN/m? \l
{
\
!
i
BAG
Rys. 15

A=0. Warto zwrdcié uwdgg na zasadnicza roznice w jakbéci wynikow
uzyskiwanych za pomoca elementéw NOS i OSO.

4.2,

Stempel kwadratowy o tych samych wymiarach (rys. 14) jest obcigzony
osiowo sila P = 1,6 MN. Parametry podioza sa takic same, jak \w przykiadzie
poprzednim. Wykresy odporu podioza przedstawiaja rysunki 17 (przekrdj
0O—A) i 18 (przekrdj O—B). Przeprowadzono teraz eksperyment numeryczny
polegajacy na wykonaniu obliczen dla réznych wartosei 4, d A=0 (ele-
ment NOS) do 4= 0,75. Na rys. 17 wykres odporu jest pra idlowy tylko
dla prawidtowej wartoéci A = 0,5 (zwré6¢my uwage na to, ze Krzywa odporu
jest gladka na przejéciu z elementu przedskrajnego do skrajnego). Na rys. 18
najbardziej prawidtowy wykres odporu otrzymano dla 4 = 0,69, przyjetego
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Rys. 16

0,10MN/m*

(=) o
=4 [=3
=3 |
=1 m =
=3
Lt &1 =
= |




A
A=0,00
[T T T 1 /\
A=010
I N R l)\
- A
A=0,25

A=0,69 w narozach
2=0,50 w pozostatych weztach

L[ T |

1
a b 4
|
. Qo
'7‘:0,75
N N N N
0,14N/m?
Rys. 17

[762]




C A=069w narotach
A=0,50 w pozastokych wezkath e b oc

[ T T] 1

g b C d a

B

0 MN/m?
L |

Rys. 18

[763]




764 GRZEGORZ CYROK I ROMUALD SWITKA

stosownie do wyniku Rwaczewa. ._PrZyj@cie A zbyt odleglegé od wartodci
prawidtowej powoduje w okolicy brzegu zaburzenia znicksztalcajace wykres
odporu w stopnin przeczacym fizycznym whasciwosciom ukladu.
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Peswome

OCOBBIM MOBEPXHOCTHBIM 3JIEMEHT B AHAJIM3E TLIUT M INTAMIIOB
HA YTIPYTOM TIOJNYHPOCTPAHCTBE

Pabora xacaeTcs 3amawir MIMT W IITAMIOB BAABIHBAEMLIX B YNPYTO€ TONYHPOCTPRHCTRO,
KoMIOblOTEpHEIE pACYETBI pEaNM3YROTCH [OPH NPHMEHCHHH METOd KOHEWHHIX SIEMEHTOB
K TNATE H METOAA TPAHHYIHRIX SNEMEHTOB K ynpyroMy nosynpoctpancTsy. IloxasaHo, 4To
THHSHHA ANNPOKCHMATIES B TPAHMYHLIX 3JIEMEHTAX, CMEIKHBIX C TDAHBIO IUTHTHL MIM LITAMIA,
IPUBOJHT K SHAYHTCNBHOMY ASOpMHpPOBAHAIO pe3yMbTaToB. [IpabuibHEE YHCICHELE PE3Yib-
TATHL, GOBHAMAIONIME TOYTH TOYHO C AHANHTHYCCKHMM, MOXHO [OJNYYHTH, UPHMEHAA Tpa-
HEYHBE JFEMEHTH ¢ OCOOCHHOCTBIO HA MEPHMETpPE MRMTH! WM mTamma, Kommemnms ocoGoro
3MeMenTa ABHETCS B paboTe npeAMETOM MHOTOUHCIEHHHIX AHATMA0B., TE3WC ABTOPOB IOZ-
TBEPHAAIT IPHMEPR PACUETOD,
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SUMMARY

SINGULAR SURFACE ELEMENT IN THE ANALYSIS OF PLATES
AND PUNCHES ON ELASTIC HALF-SPACE

The paper deals with the problems of elastic plates and rigid punches pressed into an
elastic half-space. Computer calculations were carried ouf: the finite element method is
applied to the plate, and the boundary element method to the elastic |half-space. It was
proved that the linear approximation performed in boundary elements adjacent to the edges
of the plate or punch leads to significant distortion of results. Correct numerical results
that almost precisely coincide with the analytical ones can be obtained| by means of the
boundary elements with singularity at the plate or puch perimeter. The i(iiea of the element
- with singularity is broadly analyzed in the paper; author’s thesis is jconfirmed by the
results of examples. :
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