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METODY UPROSZCZONEJ ANALIZY SPREZYSTO-PLASTYCZNEJ
PLYT USZTYWNIONYCH

WLODZIMERZ SOSNOWSKI (WARSZAWA)

Celem pracy jest przedstawienie wynikéw kolejnego etapu realizacji pewnej koncepcji
uproszczonej analizy obiazonych wielokierunkowo plyt usztywnionych metoda elementow struk-
turalnych przy zastosowaniu dwu modeli rozpatrywanej konstrukgcji: ortotropowego i ramowego.
Uwzgledniono nieliniowo$ci materialowe stosujac procedurg przyrostowa, prawo plastycznego
plyniecia i metode tzw. uogoélnionych przegubdéw plastycznych. Zdaniem autora praca zawiera,
obok programu ASGRAM-3, nastgpujace trzy nowe elementy: 1. Poréwnanie obydwu modeli
plyty w zakresie liniowym i nieliniowym prowadzace do wniosku, ze wobec jakosciowo réznych
wynikéw w wielu wypadkach obydwa modele nie moga by¢ uznane za dobre i powstaje problem
wyboru wlasciwszego modelu (do obliczen szacunkowych) oraz weryfikacji otrzymanych wynikow.
2. Dyskusje stosowanej w metodzie przegubow plastycznych addytywnosci czesci sprezystej
i plastycznej wektora catkowitych przemieszczen elementu ramy i pewne wnioski dotyczace bledu
wynikajacego z uogoélnienia na zakres sprezysto-plastyczny hipotezy matych obrotow przy-
jmowanej dla belek Timoshenki. 3. Propozycje modyfikacji szerokosci pasa wspolpracujacego
plyty usztywnionej traktowanej jako zlinearyzowana funkcja obiazenia w zakresie sprezysto-
-plastycznym. Funkcje ,,poradnika” ulatwiajacego wybor wlasciwego modelu i tzw. krytycznych
parametroOw spelnia program ekspertowy EXSASP.

1. WSTEP

Celem pracy jest przedstawienie wynikow kolejnego etapu realizacji pewnej
koncepcji uproszczonej analizy dowolnie obciazonych plyt usztywnionych
metoda elementow strukturalnych przy zastosowaniu dwu modeli rozpat-
rywanej konstrukcji: ortotropowego i ramowego. Uwzgledniono nieliniowosci
materialowe stosujac procedur¢ przyrostowa, prawo plastycznego plynigcia
i metode tzw. uogolnionych przegubow plastycznych. U podstaw przyjmowa-
nych zalozen lezy che¢ maksymalnego ograniczenia liczby elementéw struk-
turalnych kosztem ich wielkosci oraz uwzglednienia w algorytmie duzej
zmiennos$ci wymiaréw i proporcji sztywnosci plyt i usztywnien. W pracy
wykorzystano wyniki przedstawione w pracy [1] oraz wlasne doswiadczenie
zdobyte w trakcie realizacji projektow dla Polskiego Rejestru Statkow [2-3].

Zdaniem autora praca zawiera, obok programu ASGRAM-3D, nast¢pujace
trzy nowe elementy: 1) porownanie obydwu modeli ptyty w zakresie liniowym
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i nieliniowym prowadzace do wniosku, ze wobec jakosciowo roznych wynikow
w wielu wypadkach obydwa modele nie moga by¢ uznane za dobre i powstaje
problem wyboru wlasciwszego modelu (do obliczen szacunkowych) oraz
weryfikacji otrzymanych wynikow; 2) dyskusje stosowanej w metodzie przegu-
bow plastycznych addytywnosci czg$ci sprezystej i plastycznej wektora cal-
kowitych przemieszczen elementu ramy i pewne wnioski dotyczace bledu
wynikajacego w uogoélnienia na zakres sprezysto-plastyczny hipotezy matych
obrotow przyjmowanej dla belek Timoshenki; 3) propozycje modyfikacji
szerokosci pasa wspolpracujacego plyty usztywnionej traktowanej jako zlinea-
ryzowana funkcja obciazenia w zakresie sprezysto-plastycznym.

Opracowany program numeryczny sklada si¢ z trzech czesci:

1. Programu ASGRAM-3D przeznaczonego do analizy sprezysto-plastycz-
nych ram przestrzennych i wykorzystujacego koncepcje tzw. szerokosci efek-
tywnych i uogélnionych przegubow plastycznych, przedstawione w pracach
[1i4]

2. Programu ORTO do analizy plyt anizotropowych, uwzgledniajacego
nieliniowosci geometryczne i materialowe, opisanego w pracy [5].

3. Programu ekspertowego EXSASP niezaleznego od dziedziny.

Model ortotropowy, w ktérym sztywnosci w dwu prostopadlych kierun-
kach modeluja rzeczywista kombinacje sztywnosci plyt i usztywnieni dobrze
oddaje zachowanie si¢ ptyt o stabych lecz stosunkowo licznych usztywnieniach.

Model belkowy zastosowano np. w pracy [6] do obliczen paneli, czyli ptyt
usztywnionych w jednym kierunku. Panel idealizowano za pomoca belek,
ktorych wspoltpracg pomijano zakladajac, ze wiotkie poszycie pozwala ograni-
czy¢ si¢ do zbadania jednego wyidealizowanego usztywnienia z pasem wspol-
pracujacym plyty. W niniejszej pracy zastosujemy podobny model idealizujac
poszycie o silnych, rzadko rozstawionych usztywnieniach za pomoca ramy
przestrzennej. Wykorzystamy program szczegélowo opisany w pracy [4].

Funkcje¢ ,poradnika” ulatwiajacego wybor wlasciwego modelu i tzw.
krytycznych parametrow spelnia program espertowy EXSASP.

2. NUMERYCZNA ANALIZA SPREZYSTO-PLASTYCZNYCH RAM PRZESTRZENNYCH

2.1. Algorytm postepowania :

Sprezysto-plastyczne zachowanie si¢ konstrukcji w zakresie matych prze-
mieszczen opisuje rownanie
(2.1) K* ™ Ar = AP,

ktorym K*~? oznacza macierz sztywnosci sprezysto-plastycznej calej ramy,
AP oznacza przyrost wektora obciazenia, Ar za$ jest poszukiwanym wekto-
rem przyrostOw przemieszczen wezlowych.
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Réwnanie to rozwiazujemy metoda catkowania ,.w przod”, o tradycyjnej
nazwie metody zmiennej sztywnosci, ktora zostala przedstawiona w pracy [9],
s. 50. Globalna macierz sprezysto-plastyczna ramy jest modyfikowana na
kazdym przyroscie obciazenia poprzez zastapienie macierzy sprezystych uplas-
tycznionych elementéw odpowiednimi macierzami sprezysto-plastycznymi.

W przeciwiefistwie do analizy stanu granicznego uzyskujemy peina infor-
macj¢ o kolejnych etapach procesu deformacji, prowadzacego po przekrocze-
niu fazy czysto sprezystej poprzez fazy sprezysto-plastyczne az do zniszczenia
konstrukcji. Zakladamy, ze deformacje plastyczne koncentruja si¢ w prze-
krojach przywezlowych. Uplastycznienie przekrojow nastepuje w chwili spel-
nienia warunku stanu granicznego. Tworza si¢ tzw. uogoélnione przeguby
plastyczne. Ich powstanie uwarunkowane jest spelnieniem réwnan typu

22 F(Q) =0,

w ktérych Q oznacza wektor naprezen uogdlnionych w rozpatrywanym
przekroju przyweziowym elementu skoriczonego.

Naprezeniami uogélnionymi wystepujacymi jako argumenty w warunku
stanu granicznego (2.2) s3 momenty zginajace M y1 M_, moment skrecajacy M,
sity tngce Q, i Q, oraz sita osiowa Q.. Dla belki o dwu koncach, k = 1592
(rys. 1) mamy

(2.3) Qk == {Qx’ Qy’ sz st My, Mz}-
Z MZ
M) 2
Y s My
021 ;. MJ i Q2
dy 4
o Q! 2 g} M X
Rys. 1

Naprezeniom tym odpowiadaja nastgpujace weztowe stopnie swobody:
(2.4 i, v, 0000k

W zakresie sprezystym powyzsze wielkosci wiaze znana zalezno$é

2.5) Q =k,
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w ktorej k® oznacza sprezysta macierz sztywnosci i elementu obcigzonego
(rys. 1).

Spelnienie warunku (2.2) oznacza pojawienie si¢ uaktywnionej strefy
plastycznej. Odksztalcenia catkowite konstrukcji mozna uwaza¢ za sume
odksztalcen sprezystych &* i odksztalcen plastycznych e?:

(2.6) & =&+4¢eh

W przypadku belki Timoshenki zakladamy, ze ptaski przekroj, prostopadly
do osi belki pozostaje po odksztalceniu ptaski, lecz niekoniecznie prostopadly
do tej osi. Przemieszczenia dowolnych dwu punktow A 1 B takiego przekroju
na plaszczyznie pokazuje rys. 2.

Z A

" e

l___A

Rys. 2

Jesli przemieszczenia punktu A oznaczymy przez r, ir,, obrot za$ przekroju
przez 0,, to przemieszczenia punktu B wyniosa

¥, =r,+0,z,
2.7) hy =1,

Drugie z powyzszych rownan (2.7) wynika z przyjecia hipotezy matych
obrotéw. Hipoteza ta jest poprawna rowniez w przypadku utworzenia sig
przegubu plastycznego pod warunkiem, ze stopien statycznej niewyznaczalnos-
ci konstrukgji jest ,duzy”, co oznacza, ze konstrukcja jako calo$¢ ma jeszcze
duza rezerwe nosnosci. Uogodlnienie hipotezy matych obrotéw na zakres
sprezysto-plastycznych wymaga wigc zalozenia, ze tangens nachylenia krzywej
opisujacej zalezno$¢ przemieszczen od obciazenia E, dla calej konstrukcji
spelnia warunek

(2.8) i~ FE, > u,
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E, oznacza modutl Younga. Wigkszy od zera parametr a jest miara popraw-
nosci hipotezy matych obrotéw oraz charakteryzuje stopien jednoznacznosci
rozwiazania sprezysto-plastycznego (ktore jak wiadomo staje si¢ niejedno-
znaczne, gdy E, — 0. Odksztalcenie belki Timoshenki wyraza si¢ wzorami

e du, _ drx+d0y =
Tae g dx g

- 0,+

49) Yo =5 & Toodx’

8y=8z=})xy=72y=0~

Naprezenia uogélnione sa nastgpujace:

Q="1o,ds,
(2.10) =1t s
M, = { oy ds.

Zasada prac wirtualnych pozwala stowarzyszy¢ z powyzszymi naprezeniami
uogolnionymi nastepujace odksztalcenia uogolnione: odksztalcenie osiowe,
sredni kat odksztalcenia postaciowego oraz krzywizng. Wynosza one od-
powiednio

Fatie
dx
dr
0= o
(2.11) B P
S dgy
G

Widzimy, ze przy przyjetym zalozeniu o malosci obrotow istnieje prawie
jednoznaczna zalezno$¢ pomigdzy odksztalceniami i przemieszczeniami i moze-
my z dokladnos$cia do niewielkich sztywnych przemieszczen napisa¢ zwiazek

(2:12) e e o

Aby lepiej uzasadni¢ poprawnos¢ zasady addytywnosci przyrostow czesci-
sprezystej Ar® i plastycznej Ar? wektora calkowitych przemieszczen Ar°
w wezlach belki Timoshenki, niektorzy autorzy, na przyklad w pracy [7] (i
w wielu innych) zakladaja, ze odksztalcenia plastyczne wynikaja jedynie ze
zginania.
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Powyzsze rozumowanie zachowuje waznos¢ dla prostszego modelu belek
Bernoulliego-Eulera. W modelu tym przyjmuje si¢, ze plaskie przekroje
prostopadle do osi belki. pozostaja plaskie i prostopadle do tej osi po
odksztalceniu. Szczegélowy opis rozniczkowy belki zawierajacy dokladne
omoéwienie zalezno$ci pomigdzy odksztalceniami i przemieszczeniami dla
réznych modeli obliczeniowych mozna znalez¢ w ksiazce (8), w rozdziale 3.
Plastyczng czg$¢ przyrostu przemieszczen mozemy wigc, wobec poczynionych
powyzej zalozen, obliczy¢ wykorzystujac stowarzyszone prawo plastycznego
plynigcia, ze wzoru

i

» _ 1A _ [m0]]L0Q)| _ [mO0] [@

(2.13) at = { Arg} = [Ouz] [aF] > [0;12] {‘P:}
2

Q

Gdy przekrdj przyweztowy 1 lub 2 elementu jest sprezysty, zachodzi
odpowiednio p, = 0 lub u,. Zalezno$¢ pomigdzy przyrostem sit wewnetrznych
i przyszczen mozna wyrazi¢ nastgpujaco:

£ P
(2.14) . 4Q = {A Qx} i [kn k12:| {A l’el . Ar }
A Q2 k21 k22 Al' S Al‘p
2 2
Podstawiajac rownanie (2.13) do réwnania (2.14) otrzymamy wzor
k k Ay —= e @1
215 SQ = [ 11 12]{ '
(2.15) k,, ky, | (41, =1, D, ).

Dowolna zmiana naprezen uogolnionych dziatajacych w przekroju przy nie
moze naruszy¢ warunku plastycznosci. Zachodzi wigc zwiazek

(A F @0 |40, _
(2.16) AFf{j»E;}=[0‘ dﬁ’j{d QZ}—O.

Rownania (2.15) i (2.16) okreslaja zwiazek migdzy p i Ar. Rozpatrzmy najpierw
przypadek, gdy przekrdj 1 jest uplastyczniony, przekrdj zas 2 jest sprezysty.’
Zachodzi wowczas pu, =0, a u, = 0. Wstawiajac powyzsze wartosci do row-
nania (2.15) otrzymamy

k., k Ar, —u, @
217 4Q = |: 11 12:|{ 1 1 1}.
( ) k;; kyy | (41,
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Kombinacja pierwszego z powyzszych rownan ze wzorem (2.16) daje

&, [k, k5] [4r
218 == 1 11 12 { 1
( ) s Pk, D4 ar,’

wstawiajac t¢ warto$é u, do réwnania (2.17) otrzymamy sprezysto-plastyczna
macierz sztywnosci elementu belkowego dla uplastycznionego przekroju
1 i sprezystego przekroju 2:

§ ky, ?, Piky, kit ky, @, 91k,
219) 4Q = & CA o CcA {Arl}
. § 5oL ky; @y 91k, ki ky; @, 91Ky 4r,
11 e e 11 e e

CA CA

gdzie CA = @1k, P,.

Podobnie mozemy obliczy¢ sprezysto-plastyczne macierze sztywnosci dla
pozostatych dwu przypadkow belki, gdy przekroj 1 jest sprezysty, przekroj
2 za$ jest uplastyczniony oraz gdy obydwa przekroje przywezlowe sg uplastycz-
nione. W pracy [4] zamiesciliSmy kompletny wydruk podprogramu stuzacego
do generacji tych macierzy.

2.2. Informacja o programie numerycznym

Krotki, liczacy okoto 1400 wierszy w FORTRANIE i fatwy do implemen-
tacji na réznych spotykanych w kraju komputerach, program numeryczny
ASGRAM-3D, shizacy do przyrostowej analizy sprezysto-plastycznych ram
przestrzennych metoda elementéw skonczonych, zostal przedstawiony w pracy
[4]. Jest on zainstalowany na komputerze osobistym Olivetti M-24, kom-
patybilnym z komputerem IBM-PC oraz na minikomputerze SM-4. Algorytm
zastosowany w programie istotnie rozszerza mozliwosci programow AS-
GRAM i ASGRAMW, prezentowanych wczesniej w pracach [3] oraz [9].
ASGRAM-3D jest wedlug rozeznania autora pierwszym tego typu programem
opracowanym w Polsce. Podczas jego pisania wykorzystano wiele modutéw
zawartych w dostgpnej w kraju ksiazce [5].

Zgodnie z jedna z ogdlnie przyjetych metod przyblizonych: obliczen ptyt
usztywnionych, polegajaca na wykorzystaniu koncepcji tzw. szerokosci efek-
tywnych, program moze tez stanowi¢ uzyteczne narzedzie do analizy konstruk-
cji spotykanych na przyklad w okrgtownictwie. Opis takiego zastosowania
liniowej wersji programu zamieszczono w pracy [2].
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Réwnanie (2.2) opisuje powierzchni¢ graniczna, ktéra oddziela w prze-
strzeni naprezen uogélnionych stany zachowan sprezystych przekroju od
stanéw pelnego uplastycznienia. Nie wyrdzniamy wigc w tym podejsciu tzw.
poczatkowej powierzchni granicznej opisujacej stany poczatkowych uplastycz-
nieni przekroju. Sposréd wielu spotykanych postaci réwnania (1.2) wybierzemy
nastepujacy, najprostszy warunek stanu granicznego w k-tym przekroju
przyweztowym ramy:

(2.20) G+ar+qi+mi+mi+ml—0

stosowany dla peinych przekrojow prostokatnych belek. W przypadku belek
cienkosciennych powierzchnia opisujaca stan graniczny nie spelnia zazwycraj
warunkow symetrii wzgledem osi glownych przekroju. W powyzszym wzorze
poszczegdlne skiadniki sa unormowanymi warto$ciami naprezen uogdlnionych

oS 00w g,
7 ngr 5 ngr 5 ngr
2.21)
S el M,
X= , = . mz =
ngr e Mygr Mzgr

Symbolem gr oznaczamy wielkosci graniczne odpowiednio sity podtuznej Q.
sit tnacych Qi Q, oraz momentoéw M, M y 1 M, liczonych w przypadku plyt
usztywnionych z uwzglednieniem dwuteowosci przekroju i szerokosci pasa
wspolpracujacego; indeksy x, y, z odpowiadaja osiom lokalnego ukladu
wspotrzednych rozpatrywanego elementu ramy.

Nalezy podkreslié, ze w programie nie rozwiazano zagadnienia ,,odcho-
dzenia” od rozwigzania dokladnego oraz wychodzenia poza powierzchnie
plastycznosci w przestrzeni uogélnionych naprezen. Dlatego zaleca si¢ stoso-
wanie dostatecznie matych przyrostow obciazenia, nie przekraczajacych np.
0,01 czedci obciazenia, wywolujacego utworzenie si¢ pierwszego przegubu
plastycznego. O obydwu wyzej wymienionych zjawiskach pisalismy dokltadnie
w pracy [9], ss. 52-53.

3. SPREZYSTO-PLASTYCZNA ANALIZA PLYT I POWLOK ANIZOTROPOWYCH

W analizie wykorzystujemy typowy, zdegenerowany element powloki
grubosciennej, opisany w ksiazce [10]. Pole przemieszczenn w tym elemencie
jest okreslone przez trzy translacje wezla znajdujacego sie na powierzchni
srodkowej i dwa obroty wektora

X; Xi
(3.1) \ic At {Yi} e {yi}
Z Z

i bottom
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taczacego gorny i dolny punkt na powierzchni powloki i definiowany osobno
dla kazdego wezla (jego diugosC jest rowna grubosci powloki). Obroty te
nastepuja wokot ortogonalnych kierunkow normalnych do tego wektora. Jesli
dwa takie kierunki dane sa przez wektory v,; i v,; (o dlugosci jednostkowej)
z odpowiadajacymi im skalarnymi rotacjami «; i f§,, to wprowadzajac funkcje
ksztaltu wigzemy pole przemieszczen z przemieszczeniami weziow wzorami

u u; Lt
(3.2 {v}=ZNi{Ui}+2Ni€§l_[v1i—v2i],
w w; »

gdzie { jest wspotrzedna liniowa w kierunku grubosci krzywoliniowego uktadu
wspOlrzednych &, n, {, w ktorym zakladamy zmienno$¢ parametréw od —1
do 1 na odpowiednich $ciankach. Odksztalcenia w elemencie definiujemy przez
sktadowe w kierunkach osi ortogonalnych odniesionych do powierzchni
{ = const w lokalnym ukladzie wyznaczonym przez normalna do powierzchni
w rozpatrywanym punkcie, z' i dwie prostopadle do niej osie x" i y' lezace
w plaszczyznie stycznej:

&, du'/dx’'
€, dav'/dy’

(3.3) & = Yy = dv'/dy’ + dv'/dx’
B aw'/dy’ + du'/dZ
Vyz v aw'/dy’ + dv'/dx’'

Naprezenia odpowiadajace tym odksztalceniom zdefiniowane sa przez
macierz o’ i zwiazane sa z odksztalceniami przez macierz sprezystosci D’:

Q Q
R\

(3.4) 6 =13t r=DE+ &)+ 0,
X!

y'z'

L I B |

Macierz D’ zawiera potrzebne wilasnosci anizotropowe
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E E
3 2 0 0 0
1 — 05505 1 — 03,0,
_E?___ 0 0 0
1 — vy,0,,
(3.5) D = Gys 0 0
sym KG,; 0
K,G,
E, E, Gy, + Gy
e e G e e G o T g
G2 2(1 + vy,) 3 264 pyg) ' 2

Wspolczynniki K, i K, zapewniaja ciagly, paraboliczny rozklad odksztalcen
Scinania wzdluz grubosci. W programie wykorzystujemy 8-wezlowy element
Serendipowski, a takze 9-wezlowy element Lagrange’a oraz 9-wezlowy
element typu ,heterosis”. Te dwa ostatnie elementy umozliwiaja redukcje rzedu
catkowania, ktéra pozwala unikna¢ nadmiernej sztywnosci plyty obserwowa-
nej przy zmniejszaniu si¢ grubosci elementu i wynikajacej z niedokladnego
uwzglednienia naprezen Scinajacych. Temu samemu celowi shuzy catkowanie
selektywne zastosowane do czgsci wyrazen na energi¢ pochodzaca od naprezen
blonowych i Scinajacych.

Program umozliwia uwzglednienie nieliniowego zachowania si¢ konstrukcji
spowodowanego wystgpowaniem odksztalcefi plastycznych oraz zmieniajaca
si¢ geometrig ukladu. Wykorzystujemy standardowa procedure rozwiazywania
nieliniowego ukladu réwnan

(3.6) Y =r—p=F—[Bald,

w ktorym f" i p" oznaczaja odpowiednio wektory obciazen zewnetrznych oraz
wezlowych sit wewnetrznych: macierz B definiuje zalezno$¢ pomiedzy polami
przemieszczen i odksztalcen, wektor naprezen o} speinia ogolne kryterium
plynigcia, v jest objetoscia ciala, n oznacza numer przyrostu obcigzenia za$
i numer iteracji. Celem procesu interacyjnego jest minimalizacja sil residual-
nych ¢

Macierz sprezysto-plastyczna otrzymywana jest podobnie jak w przypadku
ram przestrzennych z t3 jedynie roznica, ze w rOwnaniach opisujacych warunek
plastycznosci uwzlgdniamy anizotropi¢ materialu i parametr wzmocnienia.
Problem duzych deformacji rozwigzany zostal przez wprowadzenie stacjonar-
nego opisu Lagrange’a, w ktorym miary naprezen wyrazonych drugimi
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tensorami Pioli-Kirchhoffa oraz miary odksztalcen wyrazonych tensorami
Greena-Lagrange’a odnosza si¢ do konfiguracji pierwotnej, czyli do stalego
w czasie ukladu wspolrzednych poczatkowych. Wykorzystamy przy tym
zalozenie von Karmana o malych obrotach.

Wiecej szczegbtow dotyczacych takiego opisu procesu deformacji mozna
znalez¢ w ksiazce [5].

4. MODELOWANIE RZECZYWISTEJ KONSTRUKCII

Ogolnosé algorytmu wymaga wprowadzenia jednolitego sposobu okres-
lania wspotczynnikow sztywnosci plyty ortotropowej D,, D,, D,, oraz momen-
tow bezwladnosci I, I, i J,, belek reprezentujacych usztywnienia z pasem
wspolpracujacym plyty. Istotne roznice ksztaltu rzeczywistego plyty i jej
modeli, a szczegdlnie rézne potozenie a nawet i liczba osi obojetnych zginania,
nieciaglo$é zwiazana z gwaltowna zmiana grubosci rzeczywistej ptyty w miejs-
cu jej polaczenia z usztywnieniem sprawiaja, ze zachodzi potrzeba stosowania
réznych modeli oraz opartych na eksperymentach, a czgsciowo na intuicji,
kryteriach ich wyboru. Zgodnie z teoria plyt ortotropowych sztywnosc¢
zginania ptyty w kierunku x wynosi

Bl

(4.1) B v v

W rzeczywistej plycie usztywnionej rézne wlasnosci w dwu kierunkach
prostopadlych nie sa wynikiem roznych moduldéw sprezystosci, a raczej
wynikaja z roznych charakterystyk geometrycznych. Dlatego celowe jest
wprowadzenie przyblizonej sztywnosci jednostkowej plyty wyrazonej wzorem

42 D=
(4.2) *~ 5,(1—v)
Podobnie obliczamy D:

El,
(4.3) by=sa—)

W powyzszych wzorach I, i I, oznaczaja momenty bezwladnosci usztyw-
nien razem z pasem wspotpracujacym plyty, s, i s, za$ rozstawienia usztywnien
odpowiednio w kierunkach x i y.

Sztywnos¢ plyty ortotropowej na skrecanie D,, mozna okreslic wykorzys-
tujac zalezno$¢

(44) Dy= [/ DsD,.

Xy
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Symbole I,,, I, oznaczaja momenty bezwladnosci samej plyty liczone
wzgledem osi obojetnej calego przekroju. W przypadku modelu ramowego
cze$¢ parametroéw ortotropii jest rowna zeru: v, = v, = G,, = 0. Pociaga to
za soba zerowanie si¢ parametrow aproksymacyjnych I, = I, = 0. Sztyw-
noéé plyty ortotropowej na skrecanie D,, = 0 i w efekcie wplyw poszycia
ogranicza si¢ do szerokosci efektywnej belek tworzacych rame.

5. SZEROKOSC EFEKTYWNA PLYTY W ZAKRESIE SPREZYSTO-PLASTYCZNYM

Przeglad metod doboru szerokoSci pasa wspolpracujacego poszycia S
w zakresie sprezystym mozna znalez¢ w podreczniku [11]. Dos¢ rozpowszech-
niony wéréd okretowcow wzor podany przez Schade’a jest oparty na bada-
niach eksperymentalnych

o 1,1s
(5-1) oS L 2D
/y
. Z"_—- |
E : X
9

S
Rys. 3

Symbol s w tym wzorze oznacza rozstaw usztywnien (zaznaczony na rys. 3 jako
s, lub s), L za$ jest rowne odleglosci pomigdzy punktami zerowania si¢
momentu zginajacego. W wyniku procesu uplastyczniania nastgpuja zmiany
rozkladu naprezen w przekrojach plyty. Na rys. 4 pokazano rezultaty badan
eksperymentalnych przeprowadzonych dla piyt Zelbetowych w Uniwersytecie
Urbana (Illinois), w ksiazce [13]. Widzimy, ze w miarg postepujacego znisz-
czenia szeroko$é pasa bioracego udzial w przenoszeniu naprezen $ciskajacych
i rozciagajacych maleje az do wartosci rownej grubosci usztywnienia t,,
w momencie zniszczenia. Podobne efekty obserwujemy w przypadku piyt
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stalowych. Szerokos$¢ efektywna w zakresie sprezysto-plastycznym s¢~ 7 jest
nieliniowa funkcja mnoznika obciazenia LF. W naszej pracy chcemy zapro-
ponowal nastgpujacy lincaryzacje te) funkcji (pokazana na rys. 5)
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(5.2) EFee —di IETLE

oraz

(5 z) P sef_hw LE+ SefLFult_thFp
& e LF,-LF,; LE,~LF, -’

dla LF,<LF<LF,.

LF i EF ,, oznaczaja wartosci mnoznika LF wywolujace odpowiednie pierwsze
i pelne uplastycznienia przekroju efektywnego, h, za$ oznacza wysokos¢
srodnika.

6. PROGRAM EKSPERTOWY EXSASP

Poniewaz uzytkownik naszego programu dysponuje na ogol jedynie
cecham1 geometrycznymi konstrukcji i ewentualnie zna charakter nieliniowos-

, powstaje problem wyboru odpowiedniego modelu i tzw. krytycznych
parametrow trudnych do ustalenia przez osobe nie bedaca autorem programu.
Funkcje ,,poradnika” speinia program ekspertowy EXSASP. Mozna w nim
tworzyé i nastepnie wykorzystywa¢ w automatycznych konsultacjach tzw.
regulowe bazy wiedzy. Tres¢ bazy wiedzy stanowia reguly decyzyjne postaci
JEZELI <warunki> TO <wnioski>, przy czym warunki i wnioski to fakty
dotyczace konsultacji wyrazone w prostym jezyku formalnym. W czasie
konsultacji EXSYS zadaje uzytkownikowi szereg pytan, a nastgpnie wy-
prowadza wyniki — stosownie do regul, ktorych warunki zostaly spetnione.
Podstawy technologii systeméw ekspertowych mozna znalez¢ w ksiazce [12].

a b
R7, RZA RS A
100 100
10 2 10 -
0 — > 0 —
-10 033 05 R -10 100 200 HT
-100 -100

Rys. 6
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W programie ekspertowym EXSASP wybor jednej z dwu metod, a co za
tym idzie programu obliczeniowego, uzalezniliSmy od parametru, nazwanego
umownie ,ramowoscia” R. Wartos¢ tego parametru charakteryzuje stopien
przynaleznosci plyty do klasy konstrukcji dobrze opisywanych jednym z pro-
ponowanych modeli. Zakladamy, ze ,ramowo$¢” wyliczana ze wzorow (6.1)
(por. wzoér podany nizej) jest odcinkowo-liniowa funkcja trzech parametrow: 1)
stosunku rozstawienia usztywnien do szerokosci plyty w kierunku x, 4; 2)
stosunku rozstawienia usztywnien do szerokosci ptyty w kierunku y, B oraz 3)
stosunku wysokosci usztywniei do grubosci ptyty, HT. Charakter zaleznosci
pokazuja rys. 6a i 6b. Jak wynika z rys. 6 R moze przybiera¢ nastgpujace
wartosci:

R, = 360 x A — 100 dla A < 025,
R, = 24009 x A — 7002 dla 025 < A4 < 033,
R, = 5400 * A — 170 dla A > 033,
R, = 360 * B — 100 da B < 025,

6.1) R, = 24009 » B — 70,02 dla 025 < B < 033,
R, = 5400 = B — 170 dla B > 033,
R; = 18« HT = 100 dla HT < 50 ,
R, = 04 x HT — 30 dla 50 < HT < 100 ,
R, = 09 » HT — 80 dla HT > 10,
R = (R,+R,+Ry)/3.

Wybor modelu obliczeniowego uzalezniamy od nastepujacego kryterium:
R > 10 — stosujemy model ramowy, R < — 10 — stosujemy model orto-
tropowy, — 10 < R < 10 — stosujemy obydwa modele i wyniki poddajemy
dodatkowej weryfikacji, ktora moze polega¢ na dokladnym policzeniu takich
plyt metodami analitycznymi lub metoda elementow skonczonych. W przypad-
kach szczegdlnie waznych mozna zaproponowac odpowiedni program badan
eksperymentalnych.

Jak zaznaczyliémy na poczatku pracy wyniki obliczen plyt usztywnionych
o cechach geometrycznych kwalifikujacych je do przedziatu stykowego, wstep-
nie okre$lonego zakresem parametru R e(— 10, 10), nie moga by¢ uwazane za
poprawne i moga mie¢ jedynie charakter szacunkowy. W rozdziale 4 wspom-
nieliémy o zasadniczych réznicach dzielacych plytg izotropowa, plyte usztyw-
niona, plyte ortotropowa i rame¢ przestrzenna. Pomimo tych roéznic in-
zynierowie oczekuja jasnych kryteriow wyboru modelu obliczeniowego w kaz-
dym przypadku. Sadze, ze zaproponowana metoda wyboru modelu jest jasna
i jednoznaczna w szerokim zakresie parametru R, a wigc moze byc¢ za-
stosowana do wigkszosci plyt usztywnionych — od oczywistych przypadkow
skrajnych ptyt usztywnionych ramo- lub plyto-podobnych, po granice prze-
dziatu stykowego. Praktyczna aplikacja zaproponowanej metody sprowadza
sie wiec jedynie do wlasciwego okreslenia przedziatu stykowego. Nie wlaczylis-
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my tego problemu do pracy, gdyz jest to wiasciwie zadanie dla doswiad-
czonych projektantéw. Autor przypuszcza, ze rozwigzanie tego zagadnienia
mozna byloby uzyskaé¢ droga studium parametrycznego, porownujac stopien
rozbieznosci wynikow uzyskiwanych dla ptyt o kolejnych wartosciach parame-
tru R z przedzialu stykowego przy kazdorazowym wykorzystaniu obydwu
modeli. Charakter przebiegu znormalizowanych odchylek wybranych od-
powiedzi konstrukcji od wartosci §rednich powinien umozliwi¢ jednoznaczna
identyfikacj¢ zakresu przedziatu stykowego jak tez da¢ wazne informacje
o popelnianym bledzie.

7. PRZYKLADY OBLICZEN

PRZYKLAD 1

Obliczmy prostokatng plyte utwierdzona na brzegach i usztywniong w dwu
kierunkach lacznie o$mioma usztywnieniami. Sztywnos¢ plyty jest tak dob-
rana, aby odpowiadajaca jej plyta ortotropowa miata takie wymiary jak
w przykladzie z pracy [5]. Sprezyste ugiecie takiej plyty obciazonej na calej
powierzchni obciazeniem rownomiernie roztozonym mozna obliczy¢ ze wzoru

(7.1) w = 000126 ga*/D = 0,0742.

Te sama plyte policzyliémy programem ORTO przy nastgpujacych danych
[MN, m]:

E,=E,= 30000, G,,=G, =G, = 11540,
Gox = 0oy = 00z = 30, Toxy= Toxz = Toyz = 1732,

E, =300, G,=100.

p

Wymiary plyty i wyniki obliczeri naniesiono na rys. 7. Ugigcie Srodka piyty
wyniosto w = 0,0735. Na rys. 7 zaznaczyliSmy rozwdj stref plastycznych
spowodowanych wzrostem obciazenia.

Nastepnie zbudowaliémy model ramowy plyty. PrzyjeliSmy nast¢pujace
parametry przekroju prostokatnego belek [MN, m]: wymiary przekroju
022 x 0,8, E = 30000, v = 3, o, = 30, momenty bezwladnosci przekroju:
I, = 0,0096, I, = 0,000887, I, = 00183 graniczne sity przekrojowe: N, = 6,6,
M, ="165.

Sposob dyskretyzacji, a takze kolejno$¢ tworzenia si¢ przegubow plastycz-
nych, pokazano na rys. 8. Przemieszczenia wezla nr 1 (ktorego potozenie nie
odpowiada dokladnie $rodkowi plyty) wyniostoby w, = 0,0577 m dla roz-
wiazania sprezystego przy mnozniku obciazenia LF = 1. Roznica w stosunku
do rozwiazania programu ORTO wynosi 21,5%. Zauwazmy, ze polozenie
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kolejnych przeguboéw plastycznych odpowiada dokladnie rozwojowi stref
plastycznych w plycie ortotropowe;j. Pierwsze uplastycznienie wystgpuje jednak
znacznie wczesniej. Mozna to wytlumaczy¢ réznicami w ksztalcie konstrukcji
oraz rozna liczba punktow podparcia.
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PRZYKLAD 2

Korzystajac z danych umieszczonych w pracy [1] policzono typowy
fragment ukladu usztywnieri kadiuba statku, charakteryzujacy si¢ mocnym,
wysokim $rodnikiem. Zastosowano najpierw model ramowy idealizujac uktad
za pomoca rusztu. Wymiary belek tworzacych ruszt oraz sposob dyskretyzacji
pokazano na rys. 9. Otrzymano nastgpujace parametry charakteryzujace
przekroje belek [kG, cm, dane t15]: belka wigksza: I, = 976000, I, =
= 1900000, I, = 46700, N,, = 816000, M,, = 108000000, M,, = 22 400 000,
pole przekroju A = 308. Belka mniejsza: I, = 428000, I, = 809000, I, =
= 46700, N,, = 816000, M,, = 720000, M,, = 14300000, 4 = 272. Przy-
jeto ponadto: E = 2100000, v = 0.3, a, = 3000.

Najpierw rozwiazano zadanie liniowe przyjmujac wymiary I, = 900,
L, = 600. Ugiecie wezta $rodkowego wyniosto 0,059 mm.

Nastepnie wykorzystano model ortotropowy aproksymujac uktad za po-
moca plyty ortotropowej o sztywnosciach D, i D, réwnych odpowiednim
sztywno$ciom zginania belek. Schemat dyskretyzacji pokazano na rys. 10a.
Fikcyjne grubosci ptyty w obydwu kierunakch wyniosty odpowiednio h; =
= 15,12, h, = 12,51. Do obliczen przyjeliSmy plyte o grubosci H = (h, +
+h,)/2 = 13,8. Zakladajac rownos¢ podatnosci plyty w obydwu kierunkach
E,* h} = E, = h3, zastgpcze moduty sprezyste obliczymy ze WZOrOW
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Odpowiednie moduty Kirchhoffa wyniosa: G, = E,/2,6 = 10627,7, G, = E,/
12,6 =60327, 'G5 =G, =8332.

Ugigcie Srodka plyty obliczone programem ORTO dla tak przygotowanych
danych wyniosto 0,077 mm (dane t6, wyniki w6). Podobnie wigc jak
w przykiadzie 1 otrzymaliSmy wynik rozniacy si¢ od rozwiazania programem
ASGRAM-3D o 23%.

PRZYKEAD 3

Plyte jak w Przykiadzie 2, lecz rozniaca si¢ wymiarem L = 400 cm po-
liczono az do zniszczenia jako ruszt, a nastepnie jako plyte ortotropowa.
Wymiary zastgpcze plyty obliczone tak samo jak w przykladzie 2 wyniosty

hy = 1731, h,= 12,51, h = 1491.

Odpowiednie moduly sprezystosci sa rdwne: E, = 32863, E, = 12438,
G, = 12640, G, = 4784, G,, = 8712.

Na rys. 10a pokazano ugigcie $rodka plyty wyliczone dla kolejnych
przyrostdw obciazenia dla obydwu modeli. Podobnie jak w Przyktadzie 1
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wezesniejsze uplastycznienie wystapito dla modelu ramowego. Rozwoj stref
plastycznych w plycie ortotropowej obrazuje rys. 10b, kolejnos¢ za§ po-
wstawania przegubow plastycznych (rys. 10c).
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PE3IOME

METO/Ibl VIIPOIIEHHOI'O AHAJIM3A VIIPYTO-INIACTUYECKOW ITJIUTHI
C TIPUJAHHOU XXECTKOCTBIO

Llenbio paGoTHI SIBISETCS NPEICTABJICHHE PE3YJbTATOB OHYEPEHOrO ISTana peau3aniy
HEKOTOPO# KOHIIENIMK YIPOIICHHOrO aHAJM3a IUIMT C NPUIAHHON XKECTKOCThIO, HATrPYKEHHBIX
B MHOTMX HATIPABJCHHSX, METOJOM CTPYKTYPHBIX JJIEMEHTOB, NIPH NMPUMEHEHMH [ABYX MOJEjcH
paccMaTpHBAaeMOl KOHCTPYKIMHA: OPTOTPONHONW M PaMOYHON. VUTECHBI MaTepHabHbIE HEJH-
HEWHOCTH, TNPHMEHss DPONEIYpY B INPUPOCTaX, 3aKOH IUIACTHYECKOrO TEYEHHsS M METOX
[. Ha3. OOOONIEHHBIX TMJIACTHYECKMX [apHupoB. [lo MHEHHIO aBTOpa COJIEPKUT, Kpome
nporpammel ACTPAM-3/1,, crieiylolux TpU HOBBIX 3€MeHTa: 1) cpaBHeHue obounx Mojienei
[UIMTBI B JIMHEHHOM M HEJMHEHHOM WHTEPBAJIaX, NPHUBOJSAIIME K CICJICTBUIO, 4YTO MH3-3a
KAUECTBEHHO PA3HBIX Pe3yJIbTATOB B MHOTMX CIy4asix HEJNeyKa3aHHO NMPUMEHSTb 00e MOJen:
2) obGCyX/IeHHE NPHMEHSEMOH B METOZE IUIACTHYECKMX IIAPHMPOB aUTHBHOCTH YIPYroi
U TUIACTHYECKOM YacTeil BEKTOpA TOJIHBIX NEPEMENICHHH 3J€EMEHTA pamMbl M HEKOTOPBIE CICH-
CTBUS, KACAIOIUIMECS OIIMOKH, BhITEKatoled u3 000OMICHNsI HA yHPYTro-IIACTHYECKUA HHTEPBAJ
FUNOTE3bI MAJIBIX BpAIIeHHH, NpuHUMaeMon i 6anok THMOIIEHKO: 3) Ipe/UIoKEeHHEe MOJIH-
(ukarui WUPUABI pabodell MONOCH TUIMTHI C TMPWIAHHON KECTKOCTBIO. TPAaKTOBAHHOW Kak
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Juneapa3oBaHHas QyHKIMs HArpyXeHusi B YIPyro-IljiacTHYeckoM uHTepBase. OyHKIHUIO ,,Clpa-
BOYHMKA”, obneraromero noabop COOTBETCTBYIOIIEH MOAEAM M T.HA3. KPUTHYECKUX Iapa-
METPOB, UCHOJHSET 3KkcnepHas nporpamma SKCCACII.

SUMMARY

APPROXIMATE ELASTIC-PLASTIC ANALYSIS OF STIFFENED PLATES

In this paper two algorithms are presented for approximate elastic-plastic analysis of stiffened
plates subjected to lateral and/or in-plane loads. The stiffened plate is treated either as an
equivalent orthotropic plate or as space frame. The last case corresponds to a discrete beam
idealization in which the plate is represented by effective flanges interacting with the stiffeners
according to simple beam theory. Some numerical examples of different plates under incremental
loading up to collapse are given and comparisons with previous solutions indicating the range of
the applicability of both models are presented. Three elements are believed to be new in this paper:
1) comparisons of the two models in nonlinear range are made and, as a conclusion, the necessity
of application of both models of real structure is confirmed because of different results obtained
in elastic and elastic-plastic ranges; 2) additivity of two part (elastic and plastic) of the total
generalized displacement is discussed and some error estimates in terms of known Timoshenko
beam hypothesis are given; 3) formulas for modification of effective breadth values treated as
linearized functions of loading in elastic-plastic range are proposed.
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