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PROBLEM STEMPLA O PODSTAWIE PLASKIEJ
Z WIEZAMI JEDNOSTRONNYMI

GRZEGORZ CYROK (ZIELONA GORA) i ROMUALD §WITK A (POZNAK) _

W pracy rozwaza si¢ problem stempla o dowolnym ksztalcie plaskiej podstawy, weiskanego
w polprzestrzen spreZysta przez obciazenie, kidrego mimosrodowe dziatanie moze powodowaé od-
rywanie si¢ czgécl obszaru podstawy stempla od podtoza. Przyjeto iteracyjng metode rozwigzania.
W tym celu rozwiazuje sig najpierw problem stempla z wigzami dwustronnymi, wykorzystujac
metodg elementow brzegowych. Obszar podstawy stempla dzieli sig na trojkaine elementy po-
wierzchniowe z liniowymi funkcjami ksztattu aproksymujacymi funkeje odporu podioza, Dla za-
dania z wigzami jednostronnymi.opracowano algorytm postgpowania itoracyjnego. Za pomoca
zrealizowanego programu komputerowego wykonano obliczenia licznych przykladéw (stemple
o podstaww kohstej, kwadratowe_], trdikatnej, teowej i katowe;), .

: : 1. WSTEP :

Zadame dotyczqce statyki stempla o podstawie piasklej W(:lskanego w pod-
loze sprezyste pojawia si¢ gldwnie w zwiazku z potrzebami inzynierii ladowej
w zakresie fundamentowania. Klasycznymi juz obecnie sq rozwigzania BOUSSINE-
SQA [11i 2] i SADOWSKY'EGO [3 i 4]. Pierwsze z nich dotyczy stempla kolistego
0. podstawie plaskiej wciskanego osiowo w poOlprzestrzen sprezysta, drugic —
stempla plaskiego dzialajacego na polplaszczyzne sprezysta. Wraz z rozwojem
- nowych metod analitycznych i numerycznych poszerzat si¢ krag rozwigzywanych
o efektywnie zadat kontaktowych. Przeglad klasycznych problemow zawieraja
-~ monografie GALINA [5] i GLADWELLA [6]. Metodg przeksztatcen catkowych
oraz calkowych rownan dualnych z powodzeniem stosowali m. in. SNEDDON
[2] i UFLAND [7]. Metody te okazatly si¢ bardzo przydatne w rozwiazywaniu
: Ii¢zriy’ch_ zadani dotyczacych m. in. stempli z uwzgl¢dnieniem adhezji, stempli
e Z"n'ieplaSka powierzchnia przylegania, stempli weiskanych w warstwe sprezysta
ltp Nieklasyczne problemy stempli o dowolnym ksztalcie podstawy rozwiazy-
wane metodami anahtycznymt na podstawie metody R-funkcji znajdujemy w mo-
’nograﬁl RWACZEWA i PROCENKI [8]. Mimo uzyskania wielu waznych wymni-
- kéw mozliwosci metod anahtycznych sa ograniczone do szczegolnych przy-
padkow i dotycza z reguly zadan z wigzami dwustronnymi na styku z podlozem.
~ Nowe impulsy szeroko i ogdlnie rozumianym problemom kontaktowym
“cial sprezystych dat rozwdj metod numeryczaych i techniki komputerowej.
‘Rozwaza si¢ kontakt ciat o ksztalcie dowolnym. W takim wypadku obszar
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~ kontaktu jest nicznany. Na ogdt przyjmuje sig, ze w obszarze kontaktu moga
byé przenoszone tylko naprezenia normalne Sciskajace. Wigzy jednostronne sa
czynnikiem utrudniajacym znacznie tok rozwigzania. Mozliwe sa, ogélnie rzecz
ujmujac, dwa sposoby rozwiazywania zadan kontaktowych z wigzami jedno-
stronnymi: 1) obszar kontaktu traktuje si¢ jako niewiadoma i uzupelnia sig
stosownie uklad rownan problemu warunkami ograniczajacymi majacymi po-
sta¢ nierdwnoéci; 2) obszar kontaktu przyjmuje si¢ a priori i nastepnie popra-
wia w kolejnych obliczeniach w ten sposéb, aby spetnione byly warunki wy-
nikajace z jednostronnosci wiezow. Pierwszy sposob prowadzi na ogdt do me-
tod programowania nieliniowego, sposob drugi jest typowy dla metod iter-
acyjnych. W wiekszosci prac stosuje si¢ plerwszy sposOb wykorzystujac w tym
celu zasady ekstremalne i sformulowania wariacyjne. |

Pierwsze proby sformulowania problemu kontdktowego dwoch clal jako
zadania programowania kwadratowego pOdj@h CONRY i SEIREG [9] ktdrzy
wykorzystali w tym celu zasade minimum energii potencjalnej wyrazong
dyskretnym zbiorem wspolczynmkow wplywu dla przemieszczen pow1erzchn1
w obszarze kontaktu.

Istotne znaczenie dla oma\mancgo tematu mialy prace KALKERA i’ VAN
RANDENS, z ktorych wymienimy [10]. Dla zadania kontaktowego ciat spre-
zystych bez tarcia autorzy pracy [10] wyprowadzaja zasade minimum entalpii.
Stosujac dyskretyzacje metoda elementéw skonczonych (elementy trojkatne
z liniowymi fankcjami aproksymujacymi ciSnienie kontaktowe) sprowadzaja
zadanic do programowania nieliniowego. Przy - parokrotnym powtarzaniu
obliczen podzial na elementy skoriczone jest za kazdym razem zagqszczany na
gramcy obszaru kontaktu. -

Wi dalszych: kolejnych pracach wykorzystu]accych programowanie n1el1—
niowe stosowane sg rozne sposoby dyskretyzacji zadania (JOHNS i LEISSA { 117,
PAGZELT [12 i 13], PANAGIOTOPOULOS [14], KRAWCZUK [15], BOGOMOLNII,
ESKIN i ZUCHOWIZKII [16], HASLINGER i HLAVACEK T17 i 18] BUFLER, LIEB

- i.MEIER [19], oraz RABINOWICZ i SPEKTOR [20]). Praca [19] zawicra wy-
prowadzenie zasady minimum funkcjonatu typu Hellingera-Reissnera. Proce-
dura dyskretyzacyjna polega na dzieleniu obszaru spodziewanego kontaktn na
kwadratowe elementy powierzchniowe ze stalym ci$nieniem. Kwadraty zamie-
nia:si¢ na rownowazne im pod wzgledem pola kola, co ulatwia' obliczenie
elementdw macierzy podatnosci podioza. Podobne postgpowanie stosowali
JOHNS 1 LEISSA [11] dla cial wielowarstwowych. W tym migjscu nalezy jednak

- zauwazyé, ze koncepeja dyskretyzacji zwigzkow miedzy osiadaniem podioza

_a jego obcigzeniem przez podzial na kwadraty i zastapienie ich rOwnowaznymi

- pod-wzgledem pola kolami ze stalym ciSnieniem byla przedstawiona juz

. w1960 roku przez PIECHNIKA [21]. Praca [21] dotyczy’ra plyty na polprze-

' st zem ‘Sprezystej z wigzami dwustronnymi.

'oncepcw nieréwnoséci wariacyjnych rozwingli DUVAUT i L1oNS [22]. Za-

Wa_ma_do_zagadmen kontalgtowych przedstawiali DUVAUT {237 i KIKUCHI
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[24 i 25]. Kikuchi rozwazat stemple o réznym ksztakcie powierzchni weiskanej
w podloze dwuparametrowe i pélplaszczyzne sprezysta. Interesujaca alterna-
tywa oparta na metodzie kary w potaczeniu z MES byla proponowana przez
ODENA [26] oraz KIKUCHI i SONGA [27].

Oddzielna grupe stanowia prace rozwiazujace zadanie kontaktowe z wy-
korzystaniem MES oraz postgpowania iteracyjnego dla okreflenia obszaru
kontaktu (CHAN i TUBA [28], KRATOCHVIL [29], RYZOW, SAKALO i POD-
LESNOW [30], MAHMOUD, SALAMON i MARKS [31] oraz TORSTENFELT [32]).
W wigkszoéci obydwa ciafa kontaktujace sie maja skonczone wymiary i dzie-
lone sg na skonczonga liczbg elementdw, co rézni je od prac poprzednio oma-
wianych, w ktorych budowane byly w roiny sposob ziwigzki migdzy osiada-
niami a obcigZzeniami pélplaszezyzny lub warstwy z wykorzystaniem funkgji
Greena. , o _

W niniejszej pracy problem kontaktowy analizuje sie w takiej postaci, jaka

wystepuje w inZynierii ladowej. Rozwaza si¢ stempel z plaska podstawa o do-
wolnym ksztalcie rzntu poziomego, lezacy na polprzestrzeni sprezystej. Zro-
dlem manifestowania si¢ jednostronnego dziatania wigzow na styku stempla
-z podiozem jest wige nie ksztalt powierzchni cial stykajacych si, lecz mimo-
~ srodowoéé obciazenia, powodujaca obrot stempla.
. Dla podloa zastosowano metodg elementéw brzegowych (tutaj bedziemy
- je nazywaé elementami powierzchniowymi) z wykorzystaniem funkcji Greena
dla poiprzestrzeni sprezystej, tozsamej ze znanym rozwigzaniem Boussinesqa.
Obszar kontaktu wyznacza si¢ iteracyjnie. Zgodnie z przekonaniem autorow
- metoda iteracyjna jest najbardziej prosta i efektywna. :

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Niech ciato idealnie sztywne w postaci stempla z plaska podstawa opiera si¢
na polprzestrzeni sprezystej [x;, x, €(— 00, 00)x; = 0], dla ktorej E jest mo-
dutem sprezystosci podluznej, v wspodlczynnikiem Poissona. Obciazenia dzia--
tajace na stempel (wraz z jego cigzarem wlasnym) mozna sprowadzi¢ do skia-
dowej pionowej sity P = (0,0,P) i dwoch skladowych poziomych momentu
statycznego M = (M, M, 0), przylozonych do érodka geometrycznego podsta-
wy stempla (rys. 1). Pomija sig sily tarcia miedzy stemplem a podiozem, wobec
czego wzajemne oddzialywanie jest wylacznie pionowe i oznacza sie je przez q
= g(x,,x,). Pod wplywem obcigzenia stempel przemiesci sig pionowo, tzn.
wektor przemieszczenia w poczatku ukladu wspolrzednych bedzie w, =
= (0,0, w,) oraz obrotu 8 = (0,,8,,0). Jesli wiczy na styku stempla z podlozem
s3 jednostronne, to w ogdlnym przypadku kontakt wystapi tylko w czesci
podstawy stempla. Mozna napisa¢, ze Q,0Q, = Qi Qo0 0y = 0, przy czym £,
jest obszarem braku kontaktu (odrywania), Q, obszarem kontaktu i Q obsza-
rem zajmowanym przez cala podstawg stempla. W obszarze €, oddzialywanie
podioza g = 0, a przemieszczenia pionowe podstawy stempla w = w(xy, %,)
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iy OSIadama pod%oza p= u(xi,xz) 4 sobie rowne (v =w). W obszarze Q, jest
natomiast g =010 > w.
Przemieszczenia u(x) WYZDaCczZa §ig Ze wzoru

@0 =66 0a0daQ),  xes, Lt

Cw ktorym x = (Xg, X4, ) ¢ = (61, £,,0), 8 jest plaszczyzng x3 = 0 G(x £)
funkqac Greena b@daccac w danym zadaniu okreslona wzorem Boussmesqa
12 1= 1
nE|x— fl TE \/(x1_6 ) +(xz““fz)
Przemleszczema plasklej podstawy stempla okresla wzor

o w(X) = wo+x,0; X0, = B(x) U,
(2-3) B(x) = [1x;—x,], U= CO]("}"Osabgz)a
o . XEQ' Bl : . . :
- _Je'éli- utworzymy wektor T = col(P, My, M,), to roéwnania rownowagi’
mOZna napisa¢ w zwartej formie
(2 9 =BT,
_ o . :
S W celu przedstaw1ema warunkoéw kontaktu dla- wigzéw jednostronnych
e wygodme deZ!C idac za {10, 171 207, wprowadmc funkcje 7(x) = v(x)— w(x)
“Dla. w1gzow ]ednostronnych poprawne sa refacje nastepujace: :

(2.2) G(x, Cf)
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xeQ, <nx)=0nagx) =0,
xeQe<n(x) > 0 A g(x) =0,

¢o mozna napisac krotko

(2.9) 1@ =0, n®=0, x>0, xeL,
przy czym, uwzgledniajac (2.1) i (2.3) znajdziemy

(2.6) n(x) = [1G(x, §q(@)dQ(d) —-BX)U,  xel

Qx
W celu rozwiazania zadania nalezy wyznaczy¢ wektor U i funkcje g(x)
w ten sposob, aby byty spelnione réwnania (2.4) i (2.5) z uwzglednieniem (2.6). |

3. ZADANIE 7 WIEZAMI DWUSTRONNYMI

: Metoda iteracyjna rozwigzania problemu sformutowanego w p. 2 wymaga
- wielokrotnego rozwiazywania zadania z wiezami dwustronnymi. Zatem nalezy
- najpierw poda¢ efektywny algorytm rozwiazania problemu stempla z wigzami
. dwustronnymi. W przypadku wiezow dwustronnych n(x) = 0 dla x e Q, czyli

(3 [1G(x,6)q($)d2) = BxU,  xel.
. Q
Zadanie rozwiazuje sie metoda elementow brzegowych. W tym celu obszar
Q dzieli si¢ na trojkatne podobszary Q° < £, e = 1,2,..., E, gdzie e jest nume- .
rem elementu powierzchniowego, E liczba elementow. Oddziatywanie podioza
w elemencie powierzchniowym aproksymuje si¢ za pomoca wzoru

(3.2) g"(x) = N*(x)¢q%,  xel

: Ne(x) = [Ni(x) Nu(x) Ni(x)]
jest macierza liniowych funkcji ksztattu,
o qe = COl(qb G ons ‘In)

wektorem rzednych oddziatywania podtoza w weztach [, m, n, bedacych wicrz-
chotkami trojkata Q°. Poniewaz

63) a0 = % a0,

wice podstawiajac (3.3) do (2.4) i (3.1) otrzymuje sie
(34) T =Y. [[[B"x)N°(x)d2(x)]q",

e=1 g°

65 5 (1] 66, N @21 o = B,

_gd.zie i=1,2,.., W; W oznacza liczbe weziow przy danym podziale na elemen-
‘ty powierzchniowe oraz x@ = (x{, x%} wektor wodzacy wezla i.
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Rownanie (3.4) mozna napisa¢ w postaci macierzowej:
(3.6) T=Arq,

gdzie q = col(gy, qy, ..., 4y) 0znacza wektor rzgdnych reakeji podtoza w wezlach
oraz Ay, = [a;]3.w) macicrz transformacji q na T. Kolumny macierzy Ar,

oblicza si¢ wzorem

(3.7 col(a,;a5,05) = 3. [ IBT(X)NS(x)dQ(x),

ecF; (F )

~w ktérym E; jest zbiorem liczb bedicych numerami tych elementow po-
_ wierzchniowych ¢, ktore zawieraja wezel j, natomiast Ni(x) jest funkcjg

ksztaltu okreflona na Q°(ecE;) i odpowiadajaca wezfowi j (tzn. N5(x®) =
=5,). :
-k
Idac za przykladem [33] wprowadzimy macierz podatnoéci podloza D =-
= [d;;] v w transformujaca q na v, v = col{v, v,, ..., vy):

(3.8) v =Dq.

Elcmenty d; macierzy D oblicza si¢ za pomocg wzoru

39 O dy= Y I GO, HNHDAQ().
: . ecfy (¢

Wektor przemieszczen weztdw plaskiej podstawy stempla w = col(wy, Wy, ..., wyy)
mozna wyrazi¢ przez wektor U: _ -
(3.10) . : w=A,,U
Macierz A,,; ma postat '
: ) — @
1x2) — x@

(1) Ay = col(BE"), BE?),..., Bx™) =

’ W w
1% _ ()

Biorge pod uwage (3.8) i (3.10) w warunku zgodnoéci przemieszezen v = w,
otrzymuje sie : '

(3.12) Dq=A,,U.

Wzbr (3.12) jest macierzowq forma zapisu ukladu réwnan (3.5).

Ze¢ wzorow (3.12) 1 (3.6) otrzymuje si¢ bezposredni zwiazek miedzy wekto- -
rem uogodlnionych przemieszezen stempla i wektorem obcigzen:

(3.13) ] KU=T,
gdzie
(3.14) K=A;,D A

Réwnanie (3.13) daje rozwiazanie zadania z wigzami dwustronnymi. Po
wyznaczeniu wektora U oblicza sie
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(3.15) g=D ‘AU
oraz v = w (w obszarze ) ze wzoru (3.10) lub (3.8).

W powyzszych rownaniach wektor q jest reprezentacja funkql g(x) w obsza-
rze Q. Mozliwe jest przyjecic innej reprezentacji, mianowicie wektora Q =
= ¢col(Q4, 05, ... Qy), ktorego skiadowymi sa sity wezlowe statycznie rowno-
wazne odporowt ¢(x). Oba ujecia prowadza do tych samych wynikow. Z zasa-
dy pracy wirtnalnej sit dzialajacych na stempel otrzymuje si¢ zwigzki
(3.16) Q=44  T=A4,0Q,

w ktorych macierz Ay = A%, natomiast macierz Ay, otrzymuje si¢ z agregacp
rownan

(317) Q' = (II(NB)TNedQ}qe: €= 1,2,..E,
e
w ktorych Q° = col(Q,, Q.. Q,) jest wektorem sit wezlowych dla elementu e
statycznie rownowaznych oddzialywaniu g{(x)
o g°(x) = N°(x)q°, x € 0°,

Rowname (3 17) uzyskano przyjmu]qc wirtualne przemieszczenia we(x) =

= Ne( ywe dla xe Q°, gdzie N° oznacza funkcje ksztaltu jak w (3.2) oraz w®
. wektor przemieszczen weztdéw elementu e.

. Bardziej oszczedne w obliczeniach komputerowych Jest sformutowanie wy-
. korzystujace wektor q.

4, ZADANIE Z WIEZAMI JEDNOSTRONNYMI

Powracajac do sformuiowancgo w p. 2 problemu, napiszemy roéwnania ma-
cierzowe dla zadania z wiezami jednostronnymi. Oznaczmy przez n; wartosé
funkcji #(x) w we?le i. Biorgc pod uwage, ze # bylo roznica przemleszczema '
podtoza v i podstawy stempla w, znajdziemy

.'71' =W zdiij”B(Xﬁ))Us Lj=12,.. W
P _ :

Jesli z wielkosci #; utworzony zostanie wektor # = col{ny, M, .. #,,), tO TOW-
nanie (4.1) mozna przedstawi¢ w postaci

4.2) =v—w=Dq— AwUU

(43) | T= Aqu:
(4.4) qn=0, ¢=0, =0
z wykorzystaniem (4.2). :
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Uktad réwnan i nieréwnoéci (4.2)}—(4.4) rozwiazuje si¢ iteracyjnie. Oblicze-
nia rozpoczyna si¢ od rozwiazania zadania z wigzami dwustronnymi, zaktada-
jac zgodnosé przemieszezefi w weztach, ktorych numery naleza do pewnego
podzbiorn IV zbioru wszystkich numerdw wezlow

I e {1,2,. W,

Zbior IV ustala si¢ a priori majac na celu skrocenie czasu obliczeh. W szcze-
golnym przypadku zbiér ten moze pokrywac sig ze zbiorem {1,2,..., W}. Na ogot
jednak zbidr I nie bedzie zawierat wszystkich elementéw zbipru {1,2,..,W}.
Jeshi IV < {1,2,..., W} i {1,2,.., WLV # @, to nalezy odpowiednio zmody-
fikowaé macierz podatnosci podioza D: '

d =2 dla i¢I®, dV=d, dla iel'
(4.5) d¥) =d,; dla kazdego i+, _
gdzie 4 oznacza bardzo duza liczbe w poréwnaniu z d;; (np. 10*° | D], w na-
pisanym programie komputerowym przyjeto 4 = 102°), gdzie d}) oznaczaja
elementy zmodyfikowanej macierzy podatnosci podtoza DV, Opisana wyzej
~modyfikacja macierzy D jest réwnoznaczna z odrzuceniem wigzow w wezlach
0 numerach i¢ IV, : i B o
Wrykorzystujac macierzs DV w (3.14) rozwiazujemy uklad réwnan (3.13)
1 obliczamy U™, a nastepnie g z (3.15), wektor v z (3.8) i wektor w® z (3.10),
Wektory v(" i w') nie sa juz w ogdlnym przypadku réwne, ich elementy sa
bowiem rézne dla wezlow i¢ IV, '
W drugim i w nastgpnych przyblizeniach zbiér I (k = 2,3,..) bedzie sie
skladal z numerow tych weztow, dla ktérych w poprzednim przyblizeniu zosta-
ly spetnione warunki jednostronnych wiezow

(4.6) elPe@f V=0 A ¢f Y > Q).
Macierz D® wystepujaca w k-tym przyblizeniu rozwigzania otrzymuje si¢

z pierwotnej macierzy D, wprowadzajac nastepujace zmiany dla wezlow o nu-
merach i ¢ 1% : '

ij

(4.7) @V =0 A gF V<) =d® =,
(48) @D <0 A gf D =0)=d¥ =4y
“9) @ #)=df =d |

Podstawienie (4.7) jest rownoznaczne z odrzuceniem wigzéw w tych weztach,

- w ktérych wystepuje odrywanie stempla od podioza, natomiast podstawienie

' 1 (4.8) odpowiada ponownemu wprowadzeniu wigzéw do tych wezldow, w ktérych
-+ . zachodzi fizycznie niedopuszezalne wnikanie stempla w podloze.

- Opisany wyzej tok postgpowania iteracyjnego ilustruje sie¢ dzialaf przed-

: f_StaWipna na rys. 2, _ o
godnie z przedstawionym wyzej algorytmem opracowano program obli-
zen w jezyku Fortran 1900 na maszyny cyfrowe setii ODRA 1300.
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¢ -
[GENEROWANIE MACIERZY D™ ZGODMIE Z (45) |

k=1

ROZWIAZANIE ZADANIA Z WIEZAMI
QVJ.US.TRONNYMI W WEZLACH _ie L

K© = A7 (D™ Ayy, K““G“rf
q (D““ 1 Ay U
(k\ = D(K'I q(k\ (k\ AwU U(k]

CZY -
SPEENIONE s? WARUNKI
— LAY

NIE

(K}

GENEROWANIE MACIERZY D™ (k= 23....)
ZGODNIE 2 (&7} {48)i(49)

Rys. 2

5. JEDNOZNACZNOSC ROZWIAZANIA

"Zakladajqc istnienie rozwigzania wykazemy wpierw, Ze
sn 0;=0=¢,=0,  ie{l,2,.., W}
Istotnie, na podstawie wzoru (3.16), mvgina napisac

(52) Q= kgl T i

gdzie a,, sa elementami macierzy Ay, Ze wzoru (3.17) natomiast wynika, ze
a; =0, a;>0;i,k=1,2,..,W. Zatem jesli 3, = 0, to wszystkie rzedne g, przy
- dodatnich wspolczynnikach a, musza byé rowne zeru; skad mamy g; = 0.
Zauwazmy nastepnie, Ze wobec (5.1) z uktado réwnan i nieréwnosci

(53 Qn—O Q=0, 1249,

: _wymka uklad (4.4), wobec czego z jednoznacznosci rozwm_zama Q zadania

: (5 4) ' T= ATQQ

ruzupekionego ukladem (5.3), wynika jednoznaczno$¢ rozwigzania q zadania

opisanego ukladem (4 3), (4.4). Wobec tego wystarczy dalej wykazac jedno-
-znaczno$¢ rozwigzania Q zadania (5 3, (5.4).
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Zatdzmy, 7e istnieja dwa rozwigzania: Q' i Q" oraz odpowiadajgce im we-
ktory ', U', w' i 1", U”, w". Oznaczymy '

(5.5) 0=Q-Q, d=q—q" itd. -
Poniewaz '

(5.6) @7Tr =0, Q320 120
(5.7) @)1 =0, Q20 1"=6
wiec mozna tez napisac S
(5.8) @)z 0,' (Q_”)Tg’ > 0.
Odejmujac stronami (5.6), od (5.7)¢ otrzymuje sig

(5.9 ' QT (@) i+Q =0

Jesli uwzgledni sig (5. 6); 1 (5.8);,,, toO
—QT ~(@Q@)'1= Z(Q)Tn’+(Q”)Tf1 +(Q)Tn” = 0,
z czego wynika, ze musi by¢
(5.10) Q" <
Nast@pme otrzymuje si¢ -
QT = QT(D4— AwnU) QTDA., Q ATQQﬁ

Uwzgledniono, 7e AwU = A%, Biorac dalej pod uwagg, 76 T=ArpQ 1 T=
= AppQ", wigc ATQQ 0 i warunek (5.10) mozna napisa¢ w postaci

(5.11) Q'DAGQ <
Macierz DA jest okreslona dodatnio, ponmiewaz forma kwadratowa
—Q TDAFQ jest okreélona dodatnio i wyraza energig potenqainq dla poliprze-

strzem spr@zystej Wobec tego merownosc (5.11) bedzie spelniona tylko dla Q
= (), skad wynika, 7e

(5.12) - O=Q oraz ¢=q"
6. PRZYKEADY

- 61 Stempel kolisty : , o
' Przy]gto nast@pu]qce dane a=0, 40 m, P = 10 MN. Na rys. 3 zaznaczono _':.f
- -podzial na elementy powierzchniowe oraz granice stref kontaktu dla réznych war- -

- “tosci’ ‘bezwymiarowego ‘mimoérodu ‘'@ = e/a. Obliczenia wykonano dia e=0;
+70,333;0,358; 0,583:°0,725; 0,825. Na rys. 3 uwidoczniono czes¢ wynikow. Po- .
_'_mzej wzdluz érednicy naniesiono wykresy sprowadzonego odporu podloza
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Rys. 3

g = q/P m™~2 Dla ¢ = 0 zaznaczono linia przerywana dla porownania wynik
Scisty, ktory otrzymuje si¢ wedlug rozwigzania Boussinesqa. Zaréwno na tym,
jak i na nastgpnych rysunkach, na wykresach odporu podioza zwraca uwage
charakterystyczne obniZenie w poblizu krawedzi stempla, przy czym, wzdhz
samej krawedzi obserwuje si¢ zawsze wyrazng koncentracjg naprezefi w podio-
7u. Nalezy sadzié, 7e zaburzenie to jest efektem zastosowanej aproksymacji'’).
Przemieszczenia podstawy stempla i podioza wzdhuz linii Srednicowej, na
ktorej lezy mimoérod, pokazuje rys. 4. Przyjeto P(1—v*)/E = 1,82-1077 m?.
Na rys. 5 zamieszczono wykres zaleznosci funkcyjnej wo = wo(e}inacys. 6 —
- wykres 6 = 8(g). Rzeczywiste wartoci przemieszczenia $rodka podstawy stem-
~ pla w, i kata obrotu & oblicza si¢ wzorem . :
' = w{L—v?)
ey (W, 8) = (o, B)-———".
Kropkami zaznaczono wyniki otrzymane w pracy [34]. Linia przerywana nanie-
siono wyniki, jakie otrzymuje si¢ dla podloza winklerowskiego. Wspolczynnik

. 1) Wriosek taki potwierdzalyby badania doc. BENDY w Wyzszej Szkole Technicznej w Brnie,
ktory spotkal sig z podobnymi efektami przy aproksymacji liniowei. Problem zaburzei aproksy-
magji w'otoczeniu osobliwosei jest obecnie przedmiotem badad, kidrych wyniki beda wkrdice
opublikowane. : :
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CABIMN/M
!
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]
60+ i
!
!
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Wt !
1
!
’i
201 ¢
10" ’/’ .'
D ’, 1 I .é
: - 05 1 '

Rys. 6

Jest charakterystyczne, ze wyniki elementarne sg z reguly zawyzone w stosunku

do wymkow otrzymywanych na grunc:e teorii sprezystosci.

- 6.2 Steﬂ:pd kwadratowy, sila déiala na osi symetrii réwnoleg_lej do boku kwadratu
- Przyjeto dane: a = 1,00 m, P = 0,8 MN. Podziai nd elementy p_owiéfzchnio- '
we pokazany jest na rys. 7. Obliczenia wykonano dlae = 0; 0 40,45,0,5,@6, B

80333 | lP [ ..

Ryé. 7

0,8; 0,9. Na rysunku zaznaczono granice stref kontaktu ‘i’ wykresy odporu
podloza g. Z obliczef wymka ze promiefi rdzenia jest nieco mniejszy niz 0.45a,

wobec wyniku elementamego 0,33a. Wykresy funkcji wo = we(e) i 0= B(e)
pokazane sa na rysunkach 8 i 9. Linia ciagla odpowiada polprzestrzem spre-

zystej, linia przerywana — podiozu Winklera.
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b8 [MN/m) o0 4 !
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RIS S : _
J/’ \ 1 E . 0,10 o=
0 0'5 1' : Wy EMN/ml
' Rys. 9

B " Rys. 8

- Obszar kontaktu jest zalezny od mimoérodu sily i niezalezny od wielkodci
sity. Prosta proporcjonalno$¢ pomigdzy przemieszczeniami i obrotami a obcig-
zeniem zachodzi jednak tylko w sytuacji abstrakcyjnej, jeSli przyjmie si¢, ze

' 'stempel jest niewazki. W warunkach realnych nalezy odrozni¢ obciazenie
-czynne (sifa P, ktora moze przyjmowac wartosci zmienne) od obciagzenia bier-
nego (ciezar wiasny stempla G, o ktorym mozna zalozy¢, ze dziata osiowo 1jest

wielkoscia stata). Przyjmijmy _ : .
(6.3) P = aP* ae (0, 1)

oraz,

(6.4) . G=pP*

W powyzszych wzorach P* jest konicows wartoscia sily czynnej, « zmiennym
parametrem obciazenia oraz parametrem statym. Na rys. 10 podano wykresy

‘. - o
015 o [MN/m ] SR LR LI

oot p =000
B=005

p =020

OO p-010

. 005 :
085 WAl
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funkcji wy = wg(a) i 0 = ﬁ(a) dla 16znych wartosci parametru f. W tych wa-
runkach zwiazek pomiedzy vogénionymi przemieszczeniami i sﬂa P mozina
okresli¢ jako stabo mehmowy

6.3. Stempel kwadratowy, sila dziala na przekatnej kwadratu
Tutaj przyjeto. e = e/ (aﬁ). Poza tym wszystkié dane i oznaczenia jak

w pkt. 6.2. Wyniki sa podane na rysunkach 11, 12 i 13 (podzial na elementy

g=085 5071

o A e/

F2057 3047 - BL028
Rys. 11’

‘ —‘_u:oi/\ ‘ , Ojﬁmmsﬁ al
- o4

mEme= R
. _ 5
W . 0001
] E=0s2 S 10
il 8=0.11 000 . ”
. é[m‘zi . 005
I psait
[ . 0'10.
_ WIMNIm]
© Rys. 12 . 4 Rys. 13

powierzchniowe i granice stref kontaktu przedstawia rys. 11, wykresy odporu
pod&oza — rys: 12 oraz wykresy funkcji 9 B(e) i wy = Wo wol(e) — rys. 13).

6.4. Stempel o podstawie tréjkqta réwnoboéznego

_ Stempel trdjkgtny jest obciazony sita P dzialajaca na osi symetrii. Wymiary
stempla i wyniki obliczen sa przedstawione na rysunkach 14, 15, 16 1 17.
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6.5. Stempel teowy

Dla stempla o podstawie teowej wyniki sa przedstawione na rysunkach 18,
19, 201 21. =

- gt
e EE s A e
e
L A
1 - Mk '_,/

000

100

6.6. Stempel o podstawie kqtownika réwhoramientiego

. Wymiary podstawy stempia' i podz‘ialjiﬁat é_IE:me_nty powierzchniowe poka-
zano na rys. 22. Rysunek 23 przedstawia niektore wyniki dla roznych ustawien
sity. Wykresy odporu podioza dotycz_é@-;:bbWogi_i__J: p_'o’dstawy stempla.
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g

o

) [ 1.06m _l'f‘I,OOrn
Rys..22

=0,80m
‘~.:7-‘ -~ Ry
R
506 2 LILE )
———y : .
2=160m
10,0172 o
- =
“aP3
Rys. 23

LITERATURA CYTOWANAI w TEKSCIE

‘1.'M. T. HUBER, - Teoria sprezystosci, cz. 2, PWN Warszawa 1954,

2. I N. SNEDDON, Metoda transformacji calkowych w mieszanych zagadmemach brzegowych kla-
syeznej teorii sprezystosci, Ossolineum, Wroctaw 1974, : :

3. W. Nowackl, Teoria sprezystosei, PWN, Warszawa 1970.

4.-M. SADOWSKY, Zweidimensionale Probleme der Elastizitditstheorie, ZAMM, 8, 2, 1928:

5. JI. A. TAMMA, Kowmaxmuvie 3adauu meopuu ynpyzocmu, Ioctexusgar, Mocksa 1953..




84

6.

{3

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.
22,
23.
24.
25.
26.
27.
28.
».

30.

GRZEGORZ CYROK I ROMUALD SWITKA

G. M. L. GLADWELL, Contact problems in the classical theory of elasticity, Sijthoff and
Nordhoff, 1980.

A. C. Yoenasn, HAumezpasvivie npeo6paaaemuﬂ 8 3ac)auax meopuu ynpyzocmu, 13n. Hayxka,
Jlenmmrpan 1968. o

B. J1. PsAuEs, B. C. HHOL[EHKO Konmaxmuvie 3adauu meopuu Ynpyzocmu O HeKaAaccu-
ueckux obaacmeii, Hayxoa dymka, Knes 1977 -

T. F. Conry, A. SEIREG, A mathematical programming method for design of elastic bodies in
centact, Trans. ASME, J. Appl. Mech., 38, 387-392, June 1971.

J. J. KALKER, Y. VAN RANDEN, A minimum principle for frictionless elastic contact with
application to non-Hertzian half-space contact problems, ¥. Enging. Math,, 6, 2, 193—206, 1972.
T. G. Jouns, A, W. LEissA, The normal contact of arbitrarily shaped multilayered elastic bodies,
In: The Mechanics of Contact Between Deformable Bodies (Eds. A. D. pE PATER and
J. J. KALKER), University Press, 254—263, Delft 1975,

L. PACZzELT, Solution of elastic contact problems by the finite element displacement method, Acta
Techn. Acad. Sci. Hung,, 82, 3-4, 353—375, 1976.

I. PAczELT, Some remarks on Lhe approximate solutlon of ﬁ:ctlonless elastlc contact problems,
Acta Techn. Acad. Sci. Hung., 83, 3—4, 337—355, 1976.

P. D. PANAGIOTOPOULOS, On the unilateral contact problem of structures with a non quadratic
strain energy 'density, Int. J. Solids Struct., 13,:253—261, 1977.

A. C. KPAB‘IVK, Hocmanoexa 3adauu o Konmaxme HECKOAbKUX Oedfopmupyemvlx mes KaxK 3a-
davu neauneiinozo npozpammuposarus, TIMM, 42,3, 887—892, 1978.

A. BogoMmoLnil, G. EskiN, S. ZucHOWwIZKL, Numerical solution of the stamp problem,
Comp. Methods in Applied Mech. and Enging. 15, 149—159, 1978.

J. HASLINGER, 1. HLAVACEK, Contact between elastic bodies. I.- Continuous problems, Aplikace
Mat., 25, 5, 324—347, 1980.

J. HASLINGER, 1. HLAVACEK, Contact between elastic bodies. II. Finite element analysis,
Aplikace Mat., 26, 4, 263—290, 1981.

H. BUFLER, H. L1EB, G. MEIER, Frictionless contact between an elastic stamp and an elastic
foundation, Ingenieur Archiv, 52, 63—76, 1982.

B. JI. PasuHoBuy, A. A. CrEKTOP, Pewenue HEKomopstX KAACC08 NPOCMPAHCMEEHHbIX
KOHMaKmHbIX, 3aday ¢ reusgecmuoti zparuijeil, Mexanmxa Tseporo Tesa, 2, 93—100, 1985.
S. PIECHNIK, Obliczenie plyt na sprezystym podlozu niewinklerowskim, Czasop. Techn., 29, 3,
5—13, 1960. .,

G. DuvAurT, J: L.-L1ONS; Inequalities in mechamcs and physics, Spnnger Verlag, Berlin, Heidel-
berg, New York 1976.. °

G. DUVAUT, Problémes de contdact entre corps solides deformables Lecture Notes in Mathema-
tics, 503, 1976.

N. KikuUcH]I, 4 class of rigid punch problems involving fmces and moments, Int. J. Eng. Sci., 17,
1129—1140, 1979.

N. KikucH], A class of rigid punch problems involving forces and moments by reciprocal varia-
tional inequalities, J. Struct. Mech., 7, 3, 273—295, 1979.

J. T. ODEN, Exterior penalty methods for contact problems in elasticity, Proc. 3. U.S. — German
Symp. on Finite Element, Bochum 1980.

N. KixucHi, Y. J. SONG, Penalty-finite element approximations of a class of unilateral problems
in linear elasticity, Q. Appl. Math., 39, 1—22, 1981.

S. K. CHAN, I S. TuBA, A finite element method for contact problems of solid bodies, Part I.
Theory. and validation, Int. J. Mech. Sci;, 13, 615—625, 1971,

J. KRATOCHVIL, Solution of contact problems by finite elements method, Stavebn. Cas 24, S,
1976.

3. B! Puixos, B. ' ¥I. Cakano, IO. IL. l'lonmzcnos Petsenue KoHmaxkmmvix 3abau pesaxca-
YUOHNOM Memodom Koweunwrx 31emenmog, Maimmsosenesne, 6, 64—69, 1980.



PROBLEM STEMPLA O PODSTAWIE PLASKIE] Z WEZLAMI JEDNOSTRONNYMI g5

31. F. F. MAHMoUD, N. J. SaLaMon, W. R. MARks, A direct automated procedure for frictionless
contact problems, Int. J. Num, Meth. Eng., 18, 245—257, 1982

32. B. R. TORSTENFELT, An automatic incrementation technique for contact problems with friction,
Comput. and Struct., 19, 3, 393400, 1984,

33. G. CYROK, R. Swrtka, Obliczanie plyt na pélprzestrzeni sprezystej metodq elementéw skoriczo-
nych, Arch, Inz Lad., 29, 4, 381—394, 1983.

34, E. C. Apxunosa, B. C. [TPo1IEHKO, B. J1. PBAUER, Bdgeausanue 6 ynpyzoe noAYnpocHpancmss
RAOCKGZO KPy2A020 6 RAGHe HAKAOKRHOZ0 wmamng, Tpukn. Mex., 10, 6, 3-—-10, 1974,

SUMMARY

PROBLEM OF A FLAT PUNCH CONSIDERED AS A PROBLEM WITH ONE-SIDED
CONSTRAINTS

A punch of arbitrary shape and flat base is driven into an elastic halfspace by excentric loads
which may produce a gap between the punch and the foundation. Iterational procedure is applied
to the problem: using the boundary element method, the problem is treated, in its first stage of
solution, as a problem with two-sided constraints. The region underlying the punch is divided into
triangular clements with linear shape functions approximating the distribution of reaction forces.
To analyze the case of one-sided constraints, an iterational procedure is applied. A suitable compu-
ter program is used to derive the solutions corresponding to various shapes of the punch bases:
circular, square, triangular, angular, and Tshaped sections.

Pesrome

3AJAUA MTAMIIA C TINOCKUM OCHOBAHWEM
C OJHOCTPOHHVMK CBAIAMHA

B pafoTe paccMaTpHBACTCA 3ajlAWa LITAMTA C JIPOWIBONLHOH (OPMOH NIOCKOTO O0CHO-
BaHMA, BEABIMBAEMO0 B YIOPYFoe TNOAYIPOCTPAHCTBO HArPYKEHHCM, KOTOPOTC 3KCUEHTPH-
qECKHE ACHCTBHE MOXET BEISLIBATH OTPLIB YACTH 00JIACTH OCHOBLI MITAMIIA OT YIPYTOBO OCHO-
papys. [IpunsT mrepamwonnwii meron pemenus. C 5TOH ULenbio PEIIAcTCA CHAYANA 3amava
UITAMIA © IBYXKCTOPOHEHMIE CBA3AME, HCIOJNB3YH METO[ IPAHMTIHMX demenTon. OGMacTs oCc-
HOBBI IITAMIOA PA3JETAETCS HA TPEYTONEHBIE TIOBEPXUOCTHEIE ACMEHTH ¢ JIMHCHHBIMU thynk-
muaME GOPMS], ATIPOXCHMEPYIOMIMY GYHKIHEO peakUuK ocnoBanus. [l sagaqu ¢ 0AHOCTO-
POHHMMI CBA3AMHA pa3pafoTaR ajropHTM WTEPALHOHHOTO WMocTynanud. ITpn moMomy -peain-
30BAHHON BHLMHCTETENRHCH NPOTPAMMEL NPOBEJEHLI PACUCTHl MHOTHX NPHMEDPOS (LUTAMHBI
¢ xpyrosoil, KBaLpaTHOR, TPEYTONLHOH, TABPOBOH K YTIOBOI QCHOBAMA )},
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