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 STRUKTURY UKEADOW LINII
NIECIAGEOSCI NAPREZEN W OBSZARACH GRANICZNYCH,
SPELNIAJACYCH WARUNEK HUBERA-MISESA
© CZESC L o _
STRUKTURALNE WARUNKI ISTNIENJA POL ELEMENTARNYCH
7ZADANIA BEZ OGRANICZEN GEOMETRYCZNYCH

“WITOLD BODASZEWSKI (KIELCE)

Podano ogblne wzory na wyznaczanie parametrow statycznie ‘dopuszezalnej kinii nieciaghosc
naprezen 7, ktora rozdziela obszary jednorodnych i grapicznych stanéw ptaskich, spelniajacych
warunek Hubera—Misesa. Sformulowano warunki istnienia rozwigzan linii % oraz przedstawiono
okre$lony nimi, wygodny w zastosowaniach obraz obszaru dopuszczalnego A. Otrzymane wzZory
wykorzystano w algorytmie poszukiwania struktur pol elementarnych o najmniejszej liczbie linii
%, zaleznej od warunkow brzegowych, dla kiorych to struktur rozwigzania pdl istnigja. Rozwaza-
no zadania bez ogranicze geomeirycznych. Szezegdlowo przedstawiono rozwiazania pdl clementar-
nych, zawierajacych cztery obszary jédnorodne. Stanowia one osobng klase dotychczas nie anali-
zowany. Rezultatem dodatkowym jest prosta konsirukoja wykresu, ktora pozwala, bez zadnych
dodatkowych obliczer, znajdowaé parametry linii 2™ n+1 ropdziclajgcej obszary, w kidrych do-

. - . LW el . s
wolnie narzucono wartosci parametrow naprezen o, © . Wykres jest roéwniez przydatny

w jakosciowych i ilosciowych analizach struktur bardziej zozonych.

WYKAZ OZNACZEN

% Linia niecigglosci naprezei,

y'  wspdlrzedne punktu w ortonormalnym uktadzie globalnym (i = 1,2),

%' wspélrzedne w ukladzie lokalnym, zwigzanym z kierunkami naprezen gléwnych (i =1,2),
baza {ii’ il}a

@ parametr naprezefl,
. : i . O RRES e R :

Q@ iloczyn kartezjarfski: Q = {(@, @ hoel0,n], ® € [0,n]}.

g,  wspblrzgdne tensora naprezenia {i,f = 1,2),

6, naprezenia glowne (i=1,2), .

"p  wektor napreZenia,

' granica plastycznofci materiaty,

o

k =, ...
B _ L
e  wektor jednostkowy normalny do %,
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¥ parametr kata pomiedzy x! i normalng do %,
@ _ paramelr kata pomigdzy osia x' uldady lokalnego w obszarze poprzednim a kiernnkiem
- wigkszego naprezenia gléwnego w obszarze nastepnyrm,
paramets rodziny linii . (C=Ln),
parametr podrodziny linii & (g=1,2,3,4),

liczba obszaréw stanu jednorodnegg W polu elementarnym,
macierz, transformacji wspolrzednych Twij=1,2,

obraz linii % w 2, )
ciag Parametrow linii & okreslony na @,
ciag parametrow linti & okreslony na ¥,

obszar dopuszczalny obrazdw P okreslony na @, : o
przedzial dopuszezalny parametréw @; I e [ = {o: 00 ef0,x]},
ustalony parametr naprezer.

R N S

OZNACZENIA SPECJALNE

n biefacy wskaznik {(numer) obszaru Jjednorodnego stanu naprezenia ,,n”,

Wielkosci Zwigzane z obszarem o

W0 DWW 0w e g )
ai_,h T Py @, P, 7, X, s Oy cgp » o, ei;J lI I IZ

(w numeracji obszardw Jednorodnych uZywa si¢ takze wskaznika m).
Wielkoéei zwiazane z dwoma sasiednimi obszarami W 1+ 1)

. } . . n";5)11,1:+1, P"’"+1, Sﬂ.n+ 1, Fil:,.ﬁL 1_ .

- Podobszary i prezedzialy dopuszezalne zwigzane z liniami %=+ 1.

na+l 0) (1)

A, podobszar dopuszezalny obrazow Plo, o)edc@ ke o:dwzorowujq' w 2 do-
’ . ) R ()
- buszczalng linjg gmen+1 okreslons w ¥: podobszar ten jest mmienny, zaleny od o
w obszarze ,m” ;
") ) L , i) .
L, dopuszczainy przedzial zmiennogci o, zalezny od w w obszarze m;
A nad symbolem — wielkosé, ktorej jednoznaczne okreslenis wartosci wymaga podania

warunkéw dodatkowych.
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Mimo to, od czasu sformutowania idei wykorzystania NPSD w zagadnie-
niach ksztaltowania przez W. SZCZEPINSKIEGO [1], ukazata si¢ spora grupa
prac, zebranych ostatnio w dwoch monografiach [2 i 31, przedstawiajacych
roznorodne rozwigzania pol statycznie dopuszezalnych o dos¢ ztozonych stru-
kturach i spetniajacych rozmaite warunki brzegowe. Otrzymano je metodami
potodwrotnymi.

Kwestie doboru’ struktur w ramach ktorych rozwiazania 1stn1e]a, nie byty
glebiej rozwazane, jakkolwiek tego potrzebe — z réznych pozycji — wykazano
juz w pracach [4 i 5]. Warto podkreslié, ze w rozwigzanych dotad polach
granicznych (poza moze niektorymi wlasnosciami, na przyklad spotykang
czesto lokalna symetria) nic udaje si¢ stwierdzi¢ prawie zadnej regular-
nosci, lub wydoby¢ z nich cech, ktére by pozwalaly efektywnie i metodycznie te
struktury znajdowaé. Brak rowniez metod korygowania struktur, dla kto-
rych stwierdzono, ze w ich ramach, rozwiazanie pola statycznie dopuszczal-
nego i granicznego nie istnieje.

W zwiazku z tym uznano za celowe powrdcenie do podstaw rozwiazywania
ukladow limii nicciaglosci naprezen, dokladniejsze ich przeanalizowanie i szu-
kanie tamze sposobéw okreslania struktur, dla ktérych rozwiazania pdl gra-
niczaych istnieja.

Dilatego. nawigzujemy  najpierw do rozwigzan pdl elementarnych, ktore
w WNPSD odgrywaja mieco podobng rolg jak superelementy w metodzie elemen-
tow skonczonych (MES): sa skladowymi pol bardziej ztoZonych i ukladaja si¢
w poérednim poziomie agregacji elementow. Sposob formutowania zadan jest
jednak w obu metodach zupelnie odmienny. Migdzy innymi w NPSD nie
znany jest rowniez podzial na elementy (struktura) , nawet wigcej — rozwigza-
nia istnieja tylko dla podzialdéw (struktur) szczegdlnych zaleznych od warun-
kow brzegowych, w tym takze od warto$ci danych na brzegach parametréw.

W pracy pokazemy, ze wszystkie pola elementarne dajg sie dos¢ prosto
wygenerowal z odpowiednio skonstruowanego obszaru standéw dopuszezal-
nych, ktéry w przypadku braku ograniczen na parametry przestrzeni fizy-
cznej pozwala bez zadaych rachunkow rozstrzygaé, czy w ramach konkretnej
struktury linii niecigglosci naprezen, rozwiazanie pola granicznego istuigje, czy
nie istnigje. W przypadku gdy takie ograniczenia wystgpuja, zadanie staje sig
znacenie trudniejsze, tym niemniej przytoczymy przyklady pokazuiace, 7e
i wowczas mozliwe jest podanie wielu. wnioskow dotyczacych struktur linii
nieciaglodci pola naprezen.

Bedziemy rozwazali tylko plaskie pol& naprczen Spe}nla]ace warunek
plastycznosci Hubera-Misesa. e -

2. STATYCZNIE DOPUSZCZALNA LINIA NIECIAGEOSCI NAPREZEN

Rozwagamy mecm:gie plaskie pole naprezen, ztozone z dwoch obszarow

112 (rys. 1a), gdzie panua stany jednorodne opisane wspotrzednymi (c]r)u, (c?u ’
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- Rodging IT

Rys. 1

- .
(¢ # o). Obszary te rozdziela prosta #*?, ktora jest linia nieciaglosci naprezen.

e SR )
Wspolrzedne ; (1= 1,2) oraz prosta #'* sa okreslone w ukladzie orto-

normalnym y!, y* zwiazanym z ptaszczyzna Y. Zakladamy, ze w zadnym
z obszar6w nie jest przekroczony warunek uplastycznienia.

Aby. linia’ #*? byla statycznie dopuszezalng zadamy spelniénia warunku
réwnoséei oddziatywan: ' :

pt=—p

a @
+ e; (mode* =mode =

 ktory ‘z uwagi na zwiazki p; = ;e pj = gy

. =mode = 1} prowadzi do jednbr.odnego u_kladu rownarn:

. o @
(21) . (O'U_‘—O'ij eim()__

~ z niewiadomymi wspdtrzednymi e; wektora jednostkowegb e, normalnego do
&2, Przyrownujac do zera wyznacznik :
w o
@2 = detlo,;— oyl =0
i tozwiazujac przy tym warunku uklad (2.1) z dolaczonym roéwnaniem
mode = 1, otrzymuje si¢ dwie zaleznosci: o
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@

G, T, . ,
(2.3) ¢ = [—— (i j,«=1,21i¢%#jj nie sumowad).

&) {2)

O-c:a - O-D:Dc

Jesli ¢; sa okreslone i rzeczywiste,.a ponadto stany naprezenia w obszarach 11 2
spcl’majac warunek (2.2), to linia nieciagtosci #*2 jstnieje i jest statycznie do-
puszczalna.

3. WARUNKI ISTNIENTA STATYCZNIE DOPUSZCZALNYCH
I GRANICZNYCH LINII NIECIAGLOSCI NAPREZEN

3.1, Parameiry granicznej linii niecigglo$ci naprezen

Zakladamy teraz, ze pola napreiet w obszarach 1 i 2 spelniaja warunek
H-M, ktory przedstawiamy w postaci sparametryzowanej:

(m ) (m) (),
= k(\/gcosa; +sine 0032(;)

(m) () . (m)
B} o, =k(/3cosw —sinwcos2p), m=1,2

. (m) {m)
7y, = ksinmsin2 ¢.

( } )
Przyjmujemy ponadto lokalny uklad wspolrzednych {;c)l [)lcz} zgodny z kie-

. ERY . , W .
runkami naprezen giéwnych w obszarze 1 (rys. 1a), ktorego o$ x! posiada

) - o]
kierunek o, > ¢,. Wyznaczajac g;; W tym ukladzie, nalezy w (3.1) podsta-

] @, - .
wi¢ ¢ = 0. Operowanie w ukladzie { xi, xz} kt()re obecnie zakladamy, nie
zmniejszy ogdlnosci otrzymywanych dalej wynikdw. Pozwoli natomiast uzy-
ska¢ bardzo wygodne formuty rekurencyjne.

Podstawm;z;c (3.1) do (2.2) otrzymamy

2y
= (1) ()
(32) o = <0( ,W) = L0 b @
2¢0s26’ —3cosd cose +20032 1:,

1
;Earccos 0 O
sin sin

Daszek nad ¢ oznacza, e jest to parametr okreélony niejednoznacznie. Przyje-
ty sposdb ustanowienia jednoznacznosci przedstawimy dalej, w powiazaniu
Z innymi parametraml pola, ktére bedziemy definiowali. Obecnie zatozymy

tylko, ze qo(m, a))e [0,7/2].
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Podstawiajgc nastepnie (3.1) do (2.3) ofrzymamy wzory na wspolrzedne
wektora e normalrego do linii %12, kiéra teraz bedzie nie tylko statycznie
dopuszczalna, ale takze graniczna, rozdzielajaca obszary, w ktdrych panuja
graniczne stany naprezenia. Otrzymamy

L m m@_w
(3.3) . &(w, w) = + cos [?(w, w)] iy & sin[flw.w)]is,
gdzie
(1) @
m 1 cos& —2cosw
P{w, w) = zarccos B (Ve
2 3smcu

Z przyczyn podobnych do przypadku eﬁ(w w) zalozymy ?(m) (cu)) |:0 g{|
i odpowiednio do (3.3), wyrdéznimy dwie rodziny Q =T,1I linii niecigglosci
Z12 (rys. 1a); :
1
(1) (1)(((’5): %) (Q)) C(l)? j=s 1525

dla ktorych mozna skonstruowad nastepujace wzory na obliczanie parame-

, {1}, (2) . (1) (1)
trow ¥ i ¢, poprawne w uldadzle X, X2}

(1) (1) (2) (1) Q+1 " (1) (2) 2y () Tn

B §= 0@ = (-1 i@ )@(‘”‘2’)( (‘”‘”Q”) [mgg])
8= (), ‘2’,‘9’)— (o8 () B [y(%’%’nii_’

Podczas rozwiazywania pol zawierajacych kilka linii %, nie zwu;zanych
z konkretnymi wartosmaml Cm(n = 1,2,..), dogodnie jest wyroznia¢ poérdd

rodzin d — podrodziny q i wmzac je ze wszystkimi czterema wektorami (e)
jakie wynikaja z (3.3};. Pozwoli to na jakosciowe okre§lenie potozenia linii %

wzgledem obszaru jednorodnego stanu naprezenia. W pfacy rodzinie (é) =
przyporzadkujemy podrodziny (5) =1, %1) =3 (rys. 1b), natomiast rodzinie
(1 n
Q)ﬁII_podrodzmy q —21()—4

Analogicznie do wzordw (3.4), dla podrodzm q =1,2,3,4 mozna poshu-
giwac si¢ nastepujacymi za}eznosmaml

L. 4 @ (ﬁ 1 (1)2 13¢) 1w @)
V=, o, ¢)=(q-1) —-———6—61+4 +( 1) ?( w),

(3.5) ((129) E(P((l) 2) W (1) (2)

—q)= mgn(co w)s1gn(tgy)(b( W),
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(1)

s Poe® (1))_\/2(:08(2(1 —1 )co [9(

[ed.] ) 2(1)
-, — . (1)
Zsm( 4 n)sm[ ((1) (cfw))] i,
Przedzialy zmiennosci parametrow @, v w przypadku podrodzn q = 1 2,34

T
sa nastepujace: (&, &, ¢ )e[0, 2], p(@, & (.1))'5 Ty |

(1) (2) (1)

» @) i+

3.2. Warunki istnienia linii &. Obszar dopuszczalny

Zadanie, aby wspotrzedne e; wyznaczone z (2.3) i (3.1) byly okreslone i rzeczy-
wiste, to znaczy, aby istniala rzeczywista linia #'?, prowadzi do nastepujacego
ukfadu nieroéwnosci:

2{1) ) () S22 3
COS“ W —COSW COSW +COs"w %Z

A

0,

(3.6) ( ) w # (az)) a sin(al)) # 0, sing}) 76 0.

W produkeie & = {((1) (2) e

A (rys. 2a), ktorego kazdy punkt wewnetrzny P(m R co) lub lezacy na brzegu (bez

(1@, . . . .. . N
@ = &) odpowiada rzeczywistej, statycznie dopuszczalnej i granicznej linii

#12, a §ciflej dwom rodzinom tych linii.

Pokazany obraz A nie jest jednym mozliwym przedstawieniem geome(ry-
cznym warunkow (3 6), jednakze w tej pracy bedziemy sie wylacznie nim postu-
giwali.

Jak widaé na rys. 2a, obszar A sklada sie z oémiu prostokatéw. Poniewaz

[0, 2n], & e[O Zn]} tworza one pewien obszar

. . . . .y (1 (2)
jednak wszystkie stany naprezen mozna odwzorowaé biorac w €[0, 7], @ e
€[0, =} (dopuszczamy zamiane indeksow naprezen glownych), bedziemy wy-

korzystywali tylko dwa prostokaty A pokazane na rys. 2b. Obszar A bedziemy
W @ ) o
el

wigc okredlali, na Q = {{», ®):w =10, =], el }. Uprosei to znacznie

poznigjsze analizy.

3.3. Uogdlnienia

Podane dotad wzory zostaly wyprowadzone dla dwach kolejnych obszarow
jednorodnego stanu naprezenia I i 2, przy czym lokalny uklad wspétrzednych
W, @y . . R . L :
{x' %, x"?} wigzano z kierunkami gléwnymi naprezefi w obszarze 1. Chcac te
wzory uogoni¢ na przypadki linii #™" "1 rozdzielajacych sasiednic obszary
W11 ,0+17, by w ten sposob otrzymaé odpowiednie formuly rekurencyijne,
wystarczy w miejsce I podstawi¢ ,n”, a w miejsce 2 — ,n+1” oraz wiazaé

kolejne, lokalne uktady wspétrzednych {7} (i = 1,2) z kierunkami glownym
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naprezen w obszarze ,n” ((;cl) ! ma kierunek g)1> E’FL (rys. 3)). Aby nie powtarzaé
podanych juz wzordw z ta niewielka tylko zmiana, ich przytaczanie pomijamy.

Pomigdzy wspoirzednymi sasiednich ukiadow lokalnych zachodzi oczywi-
sta zaleZno$c

. 1) (-t 1) O
(3.7} x =T(¢ ), x+R,
W
gdzie ;: = {x*, x*},T oznacza macierz kosinusoéw kierunkowych (T;; i, j = 1, 2),
) (1) ) (1) @ . )
R obiekt przesum@ma rownoleglego ¢ =o¢lo, o,0) (wzor (34),) oraz

(;) = ?(SJ}, (”c:;]} Q) ((3 44 ) parametry pOld i linii ##™"*1, Gdy rozwazamy podro-

“(m)
dzmy, w miejsce Q podstaw1amy q i postugujemy si¢ wzorami rekurencyjnymi
zbudowarnymi na podstawie (3.5).
.. Obszar dopuszczalny A oraz przestrzeni £ nie zaleza od wskaznika n.

4. ODWZOROWANIA PARAMETROW LINIT #***! NA PRZESTRZEN @
ORAZ KWESTIA ODWZOROWAN ODWROTNYCH

{m (n+1)

Obszar A4 wyznacza dopuszczalne pole zmiennosci punktdw Plw, o ) =

= prrtl ktdre sa obrazami linii #™"*! w przestrzeni Q. Tym niemniej
warunck

(4.1) protic A

jest tylko warunkiem koniecznym istnienia dopuszczalnej i granicznej linii
Pt w przestrzeni fizycznej Y. Wiaze sig to z niejednoznacznoécia odwzoro-

wania elementéw przestrzeni £ na przestrzen Y. Jesli dany jest obraz P»**1, to
- i . (R) (n+1) W) (n i-l)
za pomoca wzordéw typu (3.2) i (3.3), mozna wyznaczy¢ ¢(w, o ), ¥ (0, o ),

a nastepnic utworzyé ciag

) w4+ " (m+1) R () (m+1)
42) s = Ao, o, ¢, o ), o, o)},

ktory odpowiada dwom rodzinom ¢ linii #™"*' (lub czterem podrodzi-
)
nom q) Parametry rodzin Q ¢ Q, a wigc sa niezalezne od parametréw naprezen

() ()
w w dowolnym obszarze ,m”. Uzupelniajac zatem S™"*! parametrami
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o), .. . , . .

(lub ) oraz zaktadajac, 7e linia """ 1 jest okreslona, gdy okre$lona jest ro-
q J ] gdy

dzina, otrzymujemy réwnowaznosci

(w)
(43) Su,n+1+{Q} (——)F"‘"+1 =

M @) @ wr) W ey ey ® — @y @
={w, o, 0@ o,0) 70, @) F ={o o . Q)
gdzie przez F™**! oznaczono bazowy, nieredukowalny zbi6r parametrow linii
. . ) .
- F™ Analogicznie dla podrodzin g; ostatecznie

FoF5S5aP oraz S+{Q}H.F.

. Ciag elementow zbioru 77 +1 {okreSlony w ) mimo Ze nie mozna £0 jedno-
znacznie odwzorowaé na parametry linii 2"+ 1 (okreslona jest w Y), jest dosé
- wygodny w zastosowaniach praktycznych szczegdlnie gdy w obszarze do-

o . (o a0 )
puszczalnym A naniesiemy jeszcze linie statych parametrow ¢(w, o ) = const,

(M (n+1) . . . . .
o, @)= const (rys. 2¢). Wykorzystanie tej konstrukcji pokazemy na przy-

kladach Obecnie zwracamy tylko uwage na osobliwosci parametdw ¢ i 9,
~kiore sa na rysunku dobrze widoczne. :

5. PRZYKEADY ZASTOSOWAN I ANALLZ

_P#zjzk_lady wykorzystania obrazéw Pmnt1

RZYKLAD L Przyjmujemy, e w trzech kolejnych obszarach stanow
dnych (rys. 3a)

e ¢
©=70° =90, =100

omoca koustrukcji obszaru dopuszczalnego 4 z rys. 2c wyznaczymy para-
i niecigplodci naprezen 212, %23, ktore te obszary rozdzielaja.

i 2¢), ze P(70, 90)e A, P(90, 100)e 4, to znaczy, iz sa spel-
nieczne (4.1) istnienia obu linii. Punkty P'%, P?3 tworza , ma-
3 w przestrzeni Q, a kazdy z nich odpowiada dwom rodzinom
odrodzinom. linji .%™"*1 (n=1,2) w plaszczyznie fizycznej V.

R .. s - oadl) (2) (1) (2), (2
dezytac przyblizone wartosci H{w, @), ¢(w, ), $(w,

ne odpowiednio: 52°, 18°, 51°, 8°. Otrzymujemy zatem
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3
\X (6271

§'2 = {70, 90, 18, 52},  §?* = {90, 100, 8, 51}.

Zbiory §*2'i $2° nalezy jeszcze uzupehnié parametrami rodzin

lub podrodzin (5). Zalozymy tutaj np. (é) = 1, {r? = 1. Ze wzordw typu (3.5),

otrzymujemy wigc % = 7(70, 90, 1) = 52, ¥ = 3(90, 100, 1) = 51°. Z kolei

2
z zalemodci (3.5), dostaniemy @ = (70, 90, 1) = 18°, § = ¢(50, 100, 1) = 8.
Ostatecznie (4.3)]

2 ={70,90, 18, 52}, F**={90, 100, 8, 51}.

Wyznaczone w ten sposodb pole pokazano na rys. 3a. Zalozono tu {q;) =0

Widzimy, ze rozwiazanie liczbowe zostalo tutaj otrzymane prawie bez
zadnych rachunkéw. W klasycznych metodach wyznaczenie pol spetniajacych
warunek H—M rachunki te sa bardzo zmudne. Dla porzadku dodamy, 7e
wartodci parametréw rozwazanego pola wyznaczone numerycznie za pomoca
podanych uprzednio wzoréw sg nastepujace:

(1)

Q n=12}

dan=1(@ =70 =153 k T,— —0348 &, (k:ili), Y = 51,06°

/3

BPREY .
((.:}) =1}, ¢ = 0 (z zaloZenia);

dian=2(@ =907 G=k F=—k ¢ = 17,69, § = 5078 (§ = 1)

()
dlan=3 (& = 100°: 6, = 0,684 k, &)= — 1286 k, ¢ = 8.7°;
e : . Lo , (4)

wartosct ¥ nie oblicza sig, poniewaz nie okreslono @'

Przyjmujac w uzyskanym rozwiazaniu np. (é} =1, {(? = 4, otrzymaliby$my
pole pokazane na rys. 3b. Zbior F** przyjmuje dia niego posta¢ F2* = {90, 100;
—8,7; 309, 21} (warto$ci obliczone). Zwréémy uwage na multiplikatywne po-
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wigkszenie si¢ liczby rozwiazan, towarzyszace wzrostowt liczby obszaréow sta-

néw jednorodnych. W przypadku trzech obszarow, jaki byl rozwazany, otrzy-

mujemy cztery rozwigzania dla obszarow 2 ((é), (5) = 1,2,3,4) i odpowiednio

szesnascie rozwiazan dla obszarow 3. Sa to oczywiscie rozwiazania zwiazane
z podrodzinami, ktére w ramach tych samych rodzin roznia si¢ usytuowaniem
w plaszczyznie fizyczne) Y. W przypadku operowania rodzinami i ustalonym
punktem weztowym linii % — efekt ten bedzie mnigjszy tym niemniej rowniez
wystapi. Jest to jedna z istotnych trudnosci, jakie w zdaniach dotyczacych pol
elementarnych wystepuja.

Doktadnos¢ odezytanych wartosci parametréow § 1 ¢ jest rozna i zalezy od
P(io, "), Wartosci podane w przyktadzie réznia sie od écistych mniej niz o 1°,
Dla punktow P™”"*!, ktére wypadaja w poblizu narozy obszaru 4 (punkty
osobliwe), dokladnos¢ odczytu bedzie mnigjsza. Wade ta kompensuje jednak
wielka sprawno$¢ otrzymywania rezultatoéw liczbowych, ktéra pozwala szybko
analizowa¢ rozwigzania w tym takze ich zaleznoéci od parametréw struktural-
nych.

PRZYKLAD 2. Zadanie rozwigzane w przykladzie poprzednim dotyczylto do-
wolnego pola elementarnego, zawierajacego trzy obszary jednorodnych sta-
néw naprezenia. Aby przyblizyé proponowany w pracy sposéb opisu i analiz
tego typu zadan, rozwazmy jeszcze pewien przypadek szczegdlny, podany
w [ 1] 1 oznaczony w [5] jako pole elementarne typu B. W skrajnych obszarach
113 tego pola (rys. 4) mamy (‘?)1= oy = \/§ k, (3)2= 0, %’1= 0, (é)2= Oy = — \/5 k.

Podane warto$ci naprezen glownych odpowiadaja parametrom @ = 60°,
(1) ,
® = 120°, :

{31 W {1i 6] oznaczono y |
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Typowe zadanie formulowane dla pola B polega na wyznaczeniu @ w obsza-

rze poérednim 2 oraz parametréow geometrycznych linii %12, #23, gdy dane sa

1 3)
(cu), D i kat pomi¢dzy kierunkami (cr)) a)z oznaczany w [1] przez y. Za pomoca

wzordw przedstawionych w punktach poprzednich mozemy, oczywiscie, zada-
nie takie rozwiazaé;, obecnie jednak nie bedziemy sie tym zajmowali, a awagg

skoncentrujemy na odwzorowaniach parametrow tego pola w przestrzeni Q.

W tym celu zatozymy z gory @ = o0° ((2)1_ k, (czrlz-_ —k). Widzimy (rys. 2¢), ze

2} (3
((1) m)e/l P((a)) Eo))e/l (punkty P podano w prostokatach), a wiec dla zalo-
ZONELO & sa spetnione warunki konieczne istnienia linii %'? 1 #2°, Ze wzorow
(1) (2)

typu (3.2} i (3.3), (lub w przyblizeniu z rys. 2¢) obliczymy: ¢(w, &) = 27,36°,
((1) (2)) = 35,27°, ((co) (C?J)) = 27,30°, ?((aZJ) (03))) = 27,36°. Przy]mujemy ponad-

to ¢ = 60°. Zauwazmy, Ze w polu pokazanym na rys. 4 zalozono q =2, (5)

a wiec [wzory typu (3.5)]
2 = {120; 90; 36; 144, 73}, F?** = {90; 60; —27, 36; 27, 36}.

ZwroCmy nastgpnie uwage, ze najmniej liczny zbidr parametrow jakim mozna
rozwazane pole opisa¢ ma postaé nastgpujaca:

{(1) 2) (3} _ 60°,.q =2, q _ 1}

=1,

w =120°, @ =90°, w

Poprawnos¢ otrzymanych wynikow liczbowych mozna ewentualnie sprawdzic
pordéwnujac je z podanymi w tablicach zamieszczonych w pracy [6].

5.2, Formulowanie zadan dla pol elementarnych

Pole elementarne. Rozwazamy nieciagle, ptaskie pole naprezen, zlozone
z 1 = 2 obszaréw jednorodnych. Obszary te rozdzielaja polproste linii #™»7*1
(tys. 5) wychodzace z punktu 4. Zakladamy, ze wszystkie linie %™"* ! pola leza
w poélplaszczyznie ograniczonej pewnym katem ¢ < 27, W celu opisania struk-
tury pola, ponumerujemy obszary jednorodne kolegjnymi liczbami naturainy-
mi{(n=1,2,3,.., ) rosnacymi w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek
zegara. Okredlamy w ten sposob uporzadkowanie obszarow i linii #™** ! oraz
ich liczbe.

Zadamy, aby na liniach #™»"*1 (n — 1 2 ., ({—1)) spelnione byly rownania
rownowagi (2.1), a w kazdym obszarze ,,n” — warunek uplastycznienia (3.1).
Nie stawiamy natomiast zadnych warunkéw na wzajemne bezposrednie od-
dzialywania pomiedzy obszarami skrajnymi ! i {. Przyjmujemy tu z gory, Ze
rozwazane pola posiadaja dopuszczalne przediuzenia na polplaszczyzne dopel-
niajaca & do 2m. Skladowe standw naprezenia w obszarach skrajnych uwazamy
zatem za niezalezne. Podany zespol wlasnosci okresla statycznie dopuszezalne,
nieciagle i graniczne w sensic H—M pole elementarne. Pola takie bedziemy
" analizowali.
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1)
1

4

] o . m @+1) @FD
Zgodnie z (4.3) kazda z linii #™""" okredla zbior liczb {0, @, ¢, 7

i o ., ) 0 @+n W
lub réwnowazny mu zbior parametréw bazowych {w, w , ¢}. Pole elementar-

ne opisza zatem elementy zbioru (por. przyklad 2 z p. 5.1): -

) @ m @ {¢—1
(5-1) {ws Dy ey Uy q, q.’_,_’ q },

ktory mozna odwzorowaé na parametry pola w plaszezyznic elementu Yi od-
wrotnie. :
Konstrukcja ukladu réwnan i nierdwnosci. W przypadkach najbardziej ty-
powych zbior z géry danych wartosci parametréw pola przyjmuje postaé
mn o . . . .o .
{w, w, ©, 6}, gdzie «© jest katem pomiedzy kierunkami naprezen gléwnych
w obszarach 1 il (rys. 5). Wyrazajac x i & przez parametry linii #""*1, otrzy-
mujemy nastepujacy zapis ,.geometrycznych” warunkoéw brzegowych™
1 (w) I—1 (nt+1) RN

(5.2) K= ), o, 21((’9 +y —y) <

=2 1 ;

Aby wyznaczy¢ pozostale parametry pola wymicnione w (5.1) nalezy
rozwigza¢ zagadnienie brzegowe dla ukfadu réwnan, ktory obejmuje rdwnania
rownowagi na liniach nieciaglo$ci naprezen, warunki uplastycznienia w kaz-
dym obszarze jednorodnym oraz zespdt dodatkowych nierdwnoéci:
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(n+1) mr2) GFD) ) 1y @ o (w+1y @
(5.3) 'P(CO, [£3 20 q]+§0(ms Gﬂsq)—'}’((ﬂ: maq)>09

ktore wynikaja z przestanek geometrycznych i wyrazaja zadanie by katy po-
migdzy kolejnymi liniami nieciagtosci #™"*!, #"*+1*2 hyly dodatnie. Wy-
kluczamy w ten sposob rozwiazania pol, kiore by sie realizowaly w kilku
warstwach tej samej plaszezyzny fizycznej Y.

CL . o, ;. . m
Wymienione réwnania i nieréwnosci przedstawiamy za pomoca ¢ oraz

o : ‘
q( = 1,2,..., -1} uzyskujac tym samym tozsamosciowe spelicnie warunku

H-M w kazdym obszarze n. Tozsamosciowo spetnimy takze warunki réwno-
. onnt 1 .. . . . . ) ey O
wagl na £, w opisie bowiem linii operujemy parametrami, 9 (w, o , g),

W 1)
y(ﬁ,}, ((; ), gq) okreSlonymi za pomoca wzorow typu (3.2), (3.3} i (3.5). Podsta-

. L g ® kD ve . . . . N
wiane do nich w, » musza oczywiscie spetnia¢ warunki konicczne istnienia

linii (4.1), ktére takze dotaczamy do uktadu,
W ukladzie koficowym pozostanie wigc réwnanie (lub réwnania) typu (5.2),,

nieréwnoéci (5.2), (jesli takic ograniczenie jest naktadane), Zespdl nierownosci
: . . ) o
{5.3) oraz warunki (4.1) — wszystkie wyrazone przez o oraz g. Niewiado-

. . @ 6 i-n M@ -1
mymi pozostaja: {w,w, .., o sG> Gses g }.

Otrgymujemy bardzo ztozone formuly rekurencyjne (pomijamy je), ktore
jednak pozwalajg latwo konstruowaé uklad koficowy (przestepny, zawierajacy
wielomiany trygonometryczne wysokiego stopnia). Qczywiscie, jego konkretna
realizacja wymaga podania liczby I obszaréw jednorodnych, ktora — co nalezy
szezegolnie podkresic — nie jest z gory dana. Co wigce;, zalezy od wartosci

. W o . . .
nadawanych clementom zbioru {w, w, ¥, 6} 1 na tym zbiorze tworzy funkcje

dyskretna. Dla dowolnie obranych [ rozwigzanic zagadnienia brzegowego na
ogot nie istnicje.

Uwarunkowanie istnienia rozwigzania od doboru parametru struktural-
nego / stanowi najbardzicj istotna trudno$¢ zadania i na tej kwestii bedziemy
si¢ obecnie koncentrowali. ‘

Rozwazmy zadania, w ktorych nie naklada sie warunkow (5.2) i (-5.3)7 wigza-
cych ksztait Linii # oraz kierunki glowne naprezen w obszarach skrajnych,

nazywanych dalej umownie ograniczeniami geometrycznymi. Zaleznosé

(o . , . n
n(w,o, x, 8, 1) =0, upraszcza sie wowczas do postaci %, = (o, 8, D=0
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i odpowiada sytuacji, gdy w skrajnych obszarach jednorodnych dane sa tyl-
ko naprezenia gtéwne. Analizy tego przypadku prowadza do okreSlenia struk-
tur 0 najmniejszej liczbie obszardw [, gwarantujacej istnienie rozwiazania przy

konkretnie okreslonych {((JIJ), (&}}_ Cecha szczegodlna tego zadania jest mozliwos¢
wyznaczania { na podstawie tylko warunkow (4.1). Przy braku ogranicze: geo-

metrycznych staja si¢ one takze dostatecznymi, mimo ze sa formulowane dla

W m+1)
obrazéw Plw, w )W przestrzem Q i nie zawieraja elementow przestrzem fizy-

cznej Y. Warto dodag, ze dla pol o najmniejszej liczbie linii mozna zawsze

]
doda¢ taki ciag g(j = 1,2,...,]— 1),ze warunki (5.3) bedg spelnione.

5.3. Struktury pol elementarnych o najmniejszej liczbie linii?
Przykiady analiz dla zadan bez ograniczer geometrycznych

(m)

Przedzialy i podobszary dopuszczalne. Ustaleniec parametru % =% w do-
wolnym obszarze m pola elementarnego powoduje naloZenie ograniczen typu

@ o) o i .
(54) COEF - {CU CGE[‘:Ummn wma;:]} =r

m . s .
na parametry @ w obszarach sgsiednich: n =m + 1, n=m 1 2,.. . Wyznacza-
nie tych ograniczen jest kluczowe dla rozwigzania poslawionego w pracy zaga-
dnienia i wymaga skonstruowania odwzorowania
(a£1) ]

(5.5 [y =S

(n) (rth) (URRY)
przedziatdow dopuszezalnych I, na przedzialy dopuszczalne I, gdzie I, =

(nt1) @+1) (1) (n+1)

w:w €l o ) e I, Jest to zalezno$é opisujaca rozwoj prze-

dziatow dopuszczalnych, jaki towarzyszy wzrostowi mod ln—ml, i ktory jest syme-
tryczny wzgledem tej liczby. Dlatego w dalszym ciggu bedziemy rozwazali od-
wzorowania (5.5) tylko dla n =m+1, n =m+2, ... itd.

Otrzymujemy wigc :

(1) A A () ()
() ya— MAX Y ATCCOS| SIN gmw @ = Omin Omar - '
5.6 ) 2 2
(5.6) (3:-1: gdy ﬂEFm
- @+1) _ L W\ @ @ ‘
0 1, = MLNEATCCOS| SIN g+w @ = Omin Dmar

N W |
(3n, gdy gnefm)}.
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. . A , 1) . .
Wzory (5.6) uzasadniamy nastgpujaco. Aby wyznaczy¢ @ , mnalezy rozwia-

: : : fnt13 ) L W @ mry
zaé zadanie nastepujace: max o (w) przy ograniczeniach wel,, w I. La-

two zauwazyc, ze jest to zadanie programowania liniowego. Zgodnie 7 (3.6),,

. . . . . , . n+1)
famana AFD z rys. 2c, ograniczajaca A od gbry, posiada rownanie (;r) =

LA @t . . . '
= arccos| sin e @/t a zatem ¢ osiaga maksimum badz na krancach prze-

i ) , . . w2 .
dziatu 1, badz w punkcie wierzchotkowym o = 3% 0 ile punkt ten nalezy do

m
Fﬂ’l'

. . . . ) @ ) @
Z analogiczna sytuacja spotkamy sig w zadanin: min o (0), @€l

D) . . . . {n}
nco el z tym, ze punkt wierzcholkowy otrzymamy tutaj dla o :;i. Lamana

- . B . ()]
ACD (rys. 2c¢, wzor (3.6),) ma réwnanic ;) = arccos[sm(erw)].

L@ L - iy )
Preedzialy I, wydzielaja z A dopuszczalne podobszary obrazow Plw, c; )

T . s B - () .
linii #""** 1w przestrzeni Q. Sa one takze zalezne od ¢ w obszarze m oraz okre-

Slone nastepujaco: .'

m L @ (D) (@ e A
AQ"“E (w, o }iwel,, o €|arccos|sm g-l-co , arccosi sin gwm

(5.7 albo

m @+ W [ (n+1) (r+1)
At ={w, 0 )0l @ €T,1NA

lub w inny, rownowazny sposob.

Algorytmy poszukiwania struktur o najmniejszej liczbie linii %. Niech dane

m o . b 0 . . .
beda w = cel’, w = cel w skrajnych obszarach 7 i | pola elementarnego.
Poszukujemy natomiast najmniejszej liczby linii &, dla ktorej przy danych

. L@ . . -
warto§ciach parametréw ¢ i ¢ rozwiazanie pola istnicje.
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Korzystajac ze wzorow i definicj (5. 4) do (5.7) moina dla tego celu ulozy¢

1
kilka réwnowainych algorytmow, ktore startuja badz od w = (,, badz od

0 (O
o= c, badz tez od obu wartoéci parametrow o, @ réwnoczesnie.

Dla naszych obecnych potrzeb wyjdziemy od a) = c ef. Z (5.5) oraz (5.6)

wyznaczamy wowczas kolejno elementy. ciagu dopuszczalnych przedzialow
@ @
ry, Iy . idlakazdegon= 2 badamy, czy spelniony jest warunek

(58 - weT
Najmniejsza wartééé n, przy ktorej warunek (5.8) jest spelniony jest rowno-
cze$nie poszukiwang liczbg linii £ (n =I—1).

‘Mozna oczywiScie nie koniczyé procedury okreslenia 1(3)1, 1(3)1, ... na spel-
- memu Warunku (5.8) lecz kontynuowac postgpowanie, az do uzyskania (]F:) =

= E . Otrzymamy wtedy cala rodzing dopuszczalnych struktur, jakie wigza sig
L o m @ P .
Z 'zaiozoua warto$cia parametru w = ¢ oraz odpowiadajacy jej elementom ciag

]
-na]mme]szych liczb linii % dla roznorodnie przyjmowanych wartosci eI,

Lk (n)
odan 'algorytm tworzenia [',, A}"*" oraz wnioskowania o najmniejszej

iczbie: Tinii: J poIa przy ktorych zatozeniu rozwigzanie istnicje dla konkret-

h co, co jest latwy do programowania.

zach praktycznych dogodnie jest takze operowac jego przedsta-
; ()
eometrycznym 7a pomoca geometrycznych obrazow 1“1,

An,n +1
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a 22 b ) e . AE
A a1k - A b
f%ﬂ} /_T A £,_, { \——1 EE)“ K
= "
2 T - r
A @ ) @
Car [ CGar 1 | o
: /]
F=- )
@ 4 ki
» m{ d
7 H
S " L 7
2 — N\
E’-‘.)'nm/ & \%max ;S Cgr & Car
- h i1 . iy
JoMe N ,
W= ‘,é}
Przyrosty AA=AP LAY prpgezono !
’ s () Ay
(?51);\ (4 /7._._
( g I
T . & (& -‘.
G &
3 : -.'-'
14 : 12
] ! Aq i
5. T S )
i ! F ’ (3)
| | E’Z,) i ; b
1 il 1 Podl
1 s 1 ki
i I 7 . .
1 Pzr) Wmax {2
7 f;
| — ’
G- L]
I
Rys. 7

. , . T .
Dla zalozonej wartosci cE[O, 3:, W przestrzent (2 ofrzymamy prosta

1) @

(¢, o) (rjs. 6a), natomiast

All% = {(

(0 @

@
C ) E

[0,7]} A
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o T, m @
wyznaczy podzbior dopuszczalnych obrazow P(c,m

owa na rys. 6a) odpowiadajacych dopuszczainym liniom #*?

yed? =A< Q (linia

gruba, }_(ropk
inom inii - - .
(rodzinom tych linii w przestrzeni ¥). Przedziak dopuszezalnoécl o okreSlimy
nastepujaco: -
R @0 gy jee [z oon O
E FLE{G):(CaOJ)EAilz}:{(D:Q)E[gﬁ—c,g-—]-c]}

BT 0 @
Jeéli dana o spetnia warunek wel’,

© tylko linia nieciaglosci naprezen & 12 § wowezas najmniejsza liczba obszarow
... stanéw jednorodnych wyniesie [ = 2. Przyjmijmy do dalszych analiz, ze waru-
_nek ten nie jest spetniony i ze dla dopuszczalnego rozdzielenia obszaroéw 111

. . . .. - @ A .y
niezbedna jest jeszcze linia 23 Jej obrazy Plw, @) W Q musza wiedy speinic

to obszary I i [ mozna rozdzielié jedna

. warunek

2 o e o @ e
Plo,w)eA? = (@ 0):wel wel0nlinA

(obszat zacieniowany na Iys. 6a)

_ f_y_étxhku Ga otrzymamy nas_t@pnic

e 0 8 o AR
F1£ W wE O,Cg,:§n+c .

e o o .
“ze przedzial I';-Jest znacznie wiekszy od ', oraz, z¢ obydwa

a1 czqééé__wspél_'ng;. Obrazy P linii $?3 ktore naleza do podobszaru

S @mE e o 0@ @)
Azls-f{(a),a)):wefl, wEFlﬁfl}r\A

- polu; kiorego rozwiazanie istnieje tylko przy zalozeniu conaj-

.97 Dla
@@ o @6 0
Pelw,w) :_me}"l,wefl}n/l

iwe sa rozwigzania pol zardwno przy zalozeniu jednej jak

px&z_c’dstawionym wrioskiem zwréémy na chwile uwage na

solnicjsza. Mamy tutaj zadanie bez ograniczen geometrycznych co
. (n) (r+1), - .

e 53 nakladane na pary liczb (0, o ) lecz tylko na jedna

S&x_gbd'zielnie nie okresla ¢ i 7. Gdy takie ograniczenia sa

pOLY _ma_né;}wymicnnoéé (jedna lub dwie linie #) nie ma juz miej-
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sca. Podobszary (5.9) i (5.10) obejmuja bowiem rdzne przedzialy parametrow
¢, ¥ i odpowiadaja réoznym geometriom linii % w plaszezyznie fizycznej Y (rys.
2c). .
Wracajac do analizy przypadku z rys. 6a, zauwazymy nastgpnie, ze nie-

. . . e @ N P e
dopuszczalne jest zakladanie dwoch Hnii %, gdy o przyjmuje wartosci wicksze

2w : .
od (c) = §n+ ¢. Nalezy wtedy przyja¢ co najmniej trzy linie %, Otrzymamy
wowczas (rys. 6b) '
- @ @
= {o: we(0, m)}

oraz

H@ o 06 ®
A = {lw,0):wel wel}nA

Przyrost A4 = A%} — A% wyrézniono na zamemowanym tle podobszaru A%}
drobnymi kropka.ml
Podobszar A% nie obejmuje Jeszcze calego obszaru dopuszczalnego A,
. 4

jakkolwiek 1(“)1 pozwala juz otrzymywac dowolne wartosci g; = 8&1“ . W ra-
mach struktur zawierajacych trzy linie % i cztery obszary stanow jednorod-
nych istnigja zatem rozwiazania pol clementarnych, ktére w obszarach skraj-
nych moga mie¢ dowolne stany naprezen gtdwnych lecz naprezenia te nie mogy
przyjmowa¢ dowolnych kierunkéw. Chcac otrzymaé dowolne wartoéci elemen-
tow zbioru S$'"% nalezy zalozyé jeszcze czwarta linie .#* i przyjaé liczbe
obszardéw jednorodnych rowna pigc (rys. 6¢). W tym przypadku bedzie

45 &)
A¥ =4, =P

Analogiczne sytuacje i podobne do oméwionych wnioski beda towarzyszy-

. . . w2
ty analizom przypadkow, w ktorych zaklada sie ¢ € [gn, n}.

w przypadku pokazanym na rys. 7 zalozono [c)e B i :l i juz dla dwoch

(3
linii #12 i %?% otrzymano przedzial dopuszezalny I, = I' nie zawierajacy

ograniczen na a). Wypelnienie obszaru /1 ottzymuje §ig¢ tutaJ przy zalozeniu

trzech linii & (rys. 7b).

Rozwigzanie pokazane na rys. 7 rozni si¢ od poprzedniego (rys. 6), wicloma
istotnymi szczegétami, ktdrych przedstawienie pomijamy, poniewaz réznice sa
fatwe do odczytania bezposrednio z rysunkow.
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Scigzka I
Al BT | 8 918k | &
1§ 150 | 583 | ogo |1 ] 1931 | q4m
2| e75 | 679 | so |7 | 1586 | -0262
3| #z5 | wa7 | 458 |1 | g2 | ~1587
4| 1560 —~ | 320 || -1000 | -z000
o Seiezka T -
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0 | 583 | ego |1 | 4 144
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Uwaga: no rys. b,c,d aznaczone: \ , ﬁ’ .
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Przykiady pdl o co najmniej czterech obszamch standw jednorodnych Sa to

(O] @ @ 2
pola elementarne, w ktérych o = ce| 0, 5 0 > ¢y = 311;+ c Iub analogi-

wm |2 W ey . , . : ,
cznie ¢ € [ 3 T [0 <c, ), iprzy ktorych to wartosciach parametrow w obsza-

rach skrajnych, najmniejsza liczba obszarow, warunkujaca istnienie rozwiaza-
nia, wynosi cztery. W ciagu parametrow okreslajacych pole zmiennymi pozo-

@ 8 0 g
- staja zatem o, o, ¢, ¢, g. Parametry rodzin g (n = 1,2,3) przyjmuja war-

. ) . e e . .
todci 1, 2, 3, 4; na o nakladamy natomiast warunki istnienia rozwigzania (4.1).

Nie narzucamy jednak zadnych warunkow geometrycznych.

. . . 2
Przedstawimy tylko rozwiazania dla przypadlku (clje[(), %} F > §n+%)

(rys. 8). Przypadek ¢ E[Z 131 @ > g)gr rozni si¢ od poprzedniego tylko szcze-
gotami i moze by¢ rozwiazany podobnie. '

Podobszary dopuszezalne A"+ (n = 1,2, 3) znaleziono w sposéb identycz-
ny jak dla konstrukeji z rys. 6. W kroku nastepnym odrzucono z nich czgscl,

dla ktorych nie mozna spekni¢ warunku @ > (g)gr. Cuzesel pozostale sq podob-
szarami dopuszczalnymi obejmujacymi rozwiazania, ktore istnieja tylko dla
struktur o co najmnigj trzech liniach .%. Podobszary te zacieniowano {(rys. 8a)
w 167ny sposGb. Podobszar A}* wyrdzniono gruba linig kropkowa.

Widzimy, ze niejednoznacznos¢, naturalna przy zalozonych warunkach
brzegowych, objawiia si¢ tutaj trzema jakosciowo réznymi rozwiazaniami, kt6-
re odpowiadaja trzem kombinacjom znakéw napreZeh w obszarach posrednich
21 3. Na rys. 8a reprezentuja je $ciezki s = I IL ITI, ktore rownoczeénie od-
wzorowuja w {2 rozwigzania pokazane na rysunkach 8b, 8c i 8d (odtworzone
rysunki automatyczne).

Podobszary dopuszezalne odpowiadajace sciezkom s = 1,11, 11 sa czescia-

©
mi A%""! i dla odrdznienia oznaczamy je A™"'!. Otrzymujemy

o ma o |z o m 7

12 _ ~
T
a @@ @ [« N @ [z w2
A%Z‘E{(a), @):we |:3 3 :| coe|:§—+ c,gn:l}-n/l,

L, (e o [z o2 @ [2 o T
Al = (CO,CO) weE 3+ ngn » we “3775‘1“0,713 ﬁA;

an we ez o=z gy
AizE{(c, co):we[?’ﬁc,:;:l, ce|:0, z:l},
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. (2> (3) @ O @ fn w2
A7 =5{w, w)we ——c, wel —+c, = | A,
3 3 3

an @ (4) @ ln m 2 m 12
A§4:{ , @) a)el: + ¢ :| we[gn—kc,ﬂ]}ﬁ/l;
(I Mm@ @ T. T n T .
AizE{c’a) W€ l:§,§ :I CEI:Oa '6_:!}9

UL (2) (3) (2) n n (3) 2 2 ()
AR = —_ = N A
o @ o2 2 o . o@ 2.
A:i\etg{(m,w):we[gﬂ §n+c} me[§n+¢, }}r\/l.

W przedstawwnych Wyrazemdch uwag@ zwraca prostota opisdw podobszarow

iy (@1

(") : 1) ( ) .
(c:) q} co 1mphku36 redukq@ hczby zrmennych w zadaniu do hczby

'roz'wwczama

i

1 operujemy wigksza liczbg zmiennych (promienie, wspotrzedne
Sa onc wzajemme od siehie zaleme a ZW]ELZI(I pomn;dzy 111m1

___"zgzama pol elementarnych ktore zaw1erajac 3 obszary stanéw jedno-
hme Z). sa _znane iwte pracy me ‘D@dzwmy ]uz ich rozwazah

6. UWAGI KONCOWE

oznorodne wartos<:1 na parametry co, cu(e ) oraz zadajac, by

metry pola spetnialy tylko warunki konieczne (4.1), otrzymuje-
zhwych rozwigzan. W zadaniach praktycznych do warunkow
_]eszcze warunki typu (5.2), ktére wydzielaja z tego zbioru

=
E
B

e
L

okres on':";'Uklad {co, ‘@' } jest bowiem podzblorem bazowego zbiory parame-

od znienu w podejsmu klasycznym, ktore wykorzystu]e konstrukcje kot
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rozwigzania o szezegOlnej geometrii 1 rOwnoczesnie czynia niedopuszczalny-
mi geometric pol, ktore tych warunkow nie spetniajg. Okresla to miejsce przed-
stawionych tutaj analiz w zagadnieniach z ograniczeniami. Poiwigcimy im
osobna prace i'tamze rozwiniemy szczegdtowe wnioski, ktore byly w poprzed-
nich punktach formulowane na biezaco.

Podane wzory 1 réwnania daja si¢ fatwo programowac i byly analizowane
numerycznie. Mimo to w wielu przypadkach korzystano bezposrednio z kon-
strukcji obszaru A i okreslano parametry linii % za pomoca naniesionych tam
warstwic ¢ = const, ¥ = const. Prostota tej konstrukcji, a takze podanych za-
leznoéci, byé moze beda powodem, ze w rozwiazaniach pol granicznych wa-
runek Hubera—Misesa bedzie chetniej stosowany.

Podkreslimy na koniec krotko naturg rozwazanego zadania. Z okreSleniem
pola elementarnego wiaze si¢ rozwiazanie zagadnienia brzegowego dla nieli-
niowego ukiadu rownan i nierownosci (zawiera wielomiany {rygonometry-
czne wysokiego stopnia), ktorego struktura (liczba niewiadomych, wymiar
uktadu) nic jest z gory dana. Zalezy ona od konkretnych postaci warunkow
brzegowych, a takze od wartoéci danych na brzegach parametrow. Dla struk-
tur zatozonych dowolnic rozwiazanie zadania nie istnieje.

'Podczas rozwiazania pol zlozonych przedstawione zadanie ulega natural-
nemu zwielokrotnieniu, a ponadto dochodza jeszcze warunki rownowagi wza-
jemnych oddzialywan pomiedzy sktadowymi polami elementarnymi.
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Pesrome

CTPYKTVYPB] CHCTEM JIMHUI PA3PLIBA HAMNPSKEHWN B TPAHMYHBIX
OBNACTAX YIOBJIETBOPAIOIIWX YCIOBUIO T'YBEPA-MU3ECA
YACTD 1. CTPYKTVPHLIE VCIOBUS CYILECTBOBAHHWS DIEMEHTAPHbBIX
OOJIEM. 3AJAUM BE3 TEOMETPHYECKHX OIPAHWYEHWNA

TMpusenenn ofume Gopmyasl AT ONPSOCHACHHA INAPAMETPOR CTATYHYECKH JONYCTHMOH
FHHHE PA3pEIBA HAMPSOKCHWE 7, KoTOpas pasgendeT oOMacTH OJHOPOAHBIX K TPCHENLHBIX
MIOCKHX  COCTOANMH. ynomaerTBopsiouMx ycaosuio [ ybepa-Museca. ChopmMynnpoBassl ye-



84 . o ' WITOLD BODASZEWSKI

_JIOBHA CYIIECTBOBAHHA JIMHUM ¥, a TAKKE NMPEACTABASHO ONPEICACHHOC HHMH, BLINOJHOE
B NPHMECHCHUAX, OTOOpAXEHHe AOUYCTHMOM obnacTu A.

IMonyuennsle GOPMYIR HCHONBL3OBAHK B AITOPUTME HOMCKA CTPYKTYP ICMEHTAPHEIX
mosieil ¢ HAMMERBHIMM KONMHECTBOM JIMHMEA .4, 3aBHCSAIHM 0T TPAHMMHEIX YCTOBHM, it
_XKOTOPHIX FO CTPYXTYp peruenus nonell cymectsyroT. PacémoTpeusl- 3afa1n Ge3 reomeTpu-
MECKHX orpatuyenuii. [ToxpoBue NpeJCTaBNeHb PEIICHI ICMCHTAPHEIX NOJeH, COnEPIRALIAX
TyeTHIPE OAHOPOAHBIE OONACTH. CocCTaBifAIOT OHH OTASHbHBIE EAaCC HE AHATH3HPOBAHHBIN

JI0 CHX Lop.
JIOTIOTHATENRRHRIM PE3YJILTATOM SBJIRETCSH HPOCTaH KOHCTPYKITHSA AMATPAMMBDL, KOTOPask H03-

1
* pojuAeT, 01 HHKAKHX AOTIONHETEIBHBIX PACIETOB, HAHTH MAapamMeTphl JIHHHH £+ pasnenmo-
+1
mei ofnacTH, B KOTOPEIX TPOH3BOMBEO AZIOTCH 3HAUEHHS IAPAMETPOB HANPMKEHHH (65, gl
JuarpaMMa TOXE TIPUTCAHA B KAYeCTBEHHLIXK M KOJHTECTBEHHBIX anaam3ax OoJiEe CHOKHBIX

CTPYETYD.

SUMMARY

STRESS DISCONTINUITY LINE STRUCTURES IN YIELD ZONES SATISFYING THE
HUBER-MISES CONDITION.
PART L. STRUCTURAL CONDITION OF EXISTENCE OF ELEMENTARY FIELDS (ZONES),
" PROBLEMS WITHOUT GEOMETRICAL LIMITATIONS '

General formulae are presented enabling the determination of a staticaly admissible stress
discontinuity line .% which bounds the regions of homogeneous limit states satisfying the Huber-Mises
conditions. Conditions of existence of solutions for the Z-lines are formuated; the lines deter-
mine the form of admissible region A useful in practical applications. The formulae are then
applied in the search for the elementary field structures with the least possible number of lines &
{depending on the boundary conditions) which secure the existence of solutions of the elementary
fields. Tn particular, elementary fields containing four homogeneous regions are presented. They
constitute a separafé class which has not been analyzed so far. An additional result obtained in
the paper is a s:mple method of construction of a graph which makes it possible to determine

(without additional calculations) the parameters of lines ™" *1 separatmg the regions with arbi-
) (m+f)
trarily assumed values of stress parametrs @ o . The graph proves also to be useful in the

qualitative and quantitative analyses of other, more complex structures.
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