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- WYZNACZENIE WIELKOSCI SILY KRYTYCZNEJ DLA PRETA
WYKONANEGO Z MATERIALU LEPKOSPREZYSTEGO

TAMARA WIDERAK (POZNAN)

W pracy wyznaczono wartodci sity krytycznej preta wykonanego z materiatu lepkosprezys-
tego, wykorzystujac dynamiczne kryterivm - statecznodei. Dia. talich materiatow jak drewne
i polichlorek winylu, przyjeto opisujace najlepiej ich whasciwodci modele ciat lepkosprezystych
{model standardowy i Burgersa). Numerycznie obliczono wartodci dlugotrwalef sity krytycznef jako
funkeli zmientajacych sig parametrow: sprezystosci i lepkosei,

1. WsTEP

Tematem przedstawionej pracy jest wyznaczenie wartodci sily krytycznej
dla zlozonych modeli cial lepkosprezystych. Pierwsze prace z zakresu statecz-
nodci preta lepkosprezystego prowadzil FREUDENTHAL [10], tworzac teorie
nieograniczonego ugi¢eia preta éciskanego. Teorii tej zaprzeczyli KEMPNER
1 PonLE [13] wykazujac, ze w skoficzonym przedziale czasu ugigcie preta jest
zawsze ograniczone. Wyniki tych badaczy potwierdzit HiLton [121.

Statecznofcia pretéw Sciskanych i ukladéw pretowych, ktorych materiat
podlega prawom liniowej lepkosprezystoéci zajmowal sig¢ rOwniez RZANICYN
[17]. Wprowadzajac pojecia sily krytyczne; chwilowej Sy} 1 dlugotrwatej
(Skre0) autor okreslit statecznos¢ pretdw wg nastepujacych kryteriow:

Je8li § < Syewr, to dla kazdego skoriczonego ¢ wyboczenie preta jest rowne
zeru, :

jesli S&(Sxre» Skro), to dla kazdego skoficzonego ¢ nastepuje wyboczenie,

JeSlt § > Sy0, to dla ¢t = 0 nastgpuje wyboczenie. o :

Analizujac stateczno$¢ pretéw Sciskanych 'w warunkach quasistatecznego
obcigzenia, RZzanicyn- wykorzystal réwnania ruchn preta wywolanego za-
kléceniem w postaci malego wychylenia poczatkowego. Prace FELDMANA [8]
oraz GROMOWA [11] potwierdzajg shusznoéé podejécia Rzanicyna do problemu
stateczno§ci  preta  lepkosprezystego.  Krytykujac metodg  Rzanicyna,
SzesTIERIKOW [207] zaproponowal uznanie stanu preta osiowo sciskanego za
stateczny, gdy przy stalym obcigzeniu jego wychylenie wzrasta nie predzej niz
lintowa funkcja czasu, a 'za niestateczny, gdy predkosé wychylenia wzrasta.
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Rozwigzanie problemu optymalizacji przekroju Sciskanego preta, przy mini-
malnej predkoéci odksztalcenia, przedstawili BLACHUTA i ZyczKOowsKI [3],
Porarow [16], a takze ARTIUNIAN [1], wykorzystuja do okreslenia stateczno-
éci miewymuszonego ruchu preta (lub calego ukladu) analize stabilnosci
rozwiazania réwnania ruchu w sensie Lapunowa. Do przedstawionych metod
oceny statecznodci preta lepkosprezystego nawigzuja rowniez imni autorzy:
SiENCZENKOW [18], STEVENS [19], MATIASZ [15], BuNATIAN [7]. Bunatian
rozpatrujac cienkoscienny, sciskany sitami osiowymi i obciazony umiesz-
czonymi na koncach momentami pret lepkosprezysty udowodnil, ze warto§é
dlugotrwalej sity krytycznej nic zalezy od czasu obciazenia preta. .

Z prac opublikowanych ostatnio w Polsce na uwage zasluguja prace
BOGACZA [4, 5, 6] oraz FORYSIA i GAJEWSKIEGO [9]. W pracach Bogacza ocena
statecznodci z wykorzystaniem dynamicznego kryterium dotyczy statecznosci
belek na podiozu sprezystym oraz prela Beck’a. W pracy Forysia i Gajews-
kiego omawiane kryterium stuzy optymalizacji przekroju preta.

Celem pracy jest okreslenie wiclkosci sity krytycznej dlugotrwalej z za-
stosowaniern dynamicznego Kryterium statecznoéci dla zlozonych modeli cial
lepkosprezystych. Uwzglednia sig pomijane w omowionych wyzej pracach sity
bezwladnosci. Otrzymane wyniki sa potwicrdzeniem wniloskow z pracy Buna-
tiana, ktory wykazal brak zwigzku migdzy wartodcig dlugotrwatej sily krytycz-
nej a czasem trwania obcigzenia.

2 OKRESLENIE WARUNKOW STATECZNOSCI

Réwnanie rownowagi preta, wyprowadzone z uwzglednieniem sil bezwlad-
noéci oraz wplywu sit osiowych na zginanie, ma postac
' a2M  O*wW oW
2.1 S = — gt e,
@1) P B AT
gdzie M oznacza moment zginajacy, S — éciskajaca sil¢ osiowa, ¢ — ob-
ciazenie poprzeczne, 4 — masg whadciwa preta (u = ¢4, ¢ — gestosé, A - pole
przekroju), W — ugiecie.
Przyjeto, ze pret wykonany ‘jest Z materiatu, dla ktérego zwiazek fizyczny
mozna napisa¢ w nastgpujacy sposob:

22) P = QD))
gdzie

Py =Y a?Di, QD)= Y 9D, D ==
i=0

j=0

a?, b oznaczaja state materiatowe, o{t) — naprezenie, £(f) — odksztalcenie.
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Mnozac roéwnanie (2.2) przez y, wykorzystujac hipoteze plaskich prze-
krojow, catkujac po powierzchni przekroju, dwukrotnie rozniczkujac po
zmviennej x 1 podstawiajac zwiazek (2.1), otrzymuje si¢ nastepujace réwnanie
rozniczkowe czgstkowe:

. 2 ' a7 4
©3) ro)(sTi-ariy ) = 0o ~15 ).

ot? oxt

ktore dla n =m =2 mozna rozwinaC nastepujaco:

W W ?*w 0 »*Pw
(24 aO(SExT—q+u~—)+a1(S%m—q~+,u————)+

or? ox*ot ot or? _
H*W g W\ W FW W
S gl | = — by — Iy g Iby ——
+“2( o o H aﬁ) Tbo s M0 g~ P2 g
Zakladajac postaé rozwiazania
(2.5) Wix, 1) = w(x)e",

gdzie A =y+iw oraz g(x, t) = ¢'(x)e, otrzymuje si¢ réwnanie rézniczkowe
zwyczajne z niewiadoma funkcja w(x)

Jd4 d*
@6 S T(bo+bydtbya)+ 58 6y +a 2+, 4%) +

+wlag+a, A+ a,2%) = ¢'(x)ag+a, A+ay %)

Rozwigzanie ogdlne znajdujemy rozwiazujac rownanie charakterystyczne jed-
norodnego rownania (2.6), ktore po uwzglednieniu, ze A jest zespolone mozna
napisa¢ w postaci

(2.7 r*1(c+di)+rS{e+ fi)+ uly+wif e+ fi) = 0,
gdzie

2.7, c=botby+h,y*—b,w?,

@7, d=b,o+2b,ym,

(2.7), e=ay+a,7+a,7* —a,w?,

(2.7), ' S =a,o+2a,y0.

Réwnanie (2.7) rozwiazujemy podstawiajac p = r?. Otrzymujemy wowczas
(2.8) pI(c+di)+pSle+ fi)+uly + wiy(e+ fi) = 0.
Wyrdznik réwnania (2.8) ma postaé zespolona

(2.9) A=A+B-i,
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przy czym
@10) A= SHe— )= 4ulce~ Ay — o)~ 2oled+ of )],
(2.11) B = 25%f —4Ip[2yw(ce—df ) +(ed + ¢ )(y* —w?)].
Pierwiastki rownania (2.8) wynosza
(2.12) 7 p, = K+Li,
(2.13) p, = M+ Ni,

a odpowiednie czgscei rzeczywiste i urojone oblicza sie za pomoca nastgpuja-
cych wzoréw:

- 2, pz - ‘ 4 A2+ B2
@14 K=|—Sceto | TINAIE it asgnp | AENAEE
— 2 2 -
B 2 B2 - “*A AZ BZ
@15) L=|—spe—d [ANATE | it esgnp [ZAINVATEE Ly
. 2 2
- 2 2 _A A2 4 p?
216 M=|—Sce—c |AENATE qirdsenB £/ 42+ B /6,
3 2 2
- A+ A+ B A B
(217) N=|-Sfe+d AXVA D | Ged—csgnB + + /b,
] 2 ‘ 2
2.18) . b = 20(c* +d?).

Pierwiastki rownania charakterystycznego wynosza
{2.19) - 1= t[P+RI],
(2.20) raa = £ (W UL,

a odpowiednie czgci rzeczywiste i urojone sa nastgpujace:

JKA K1 JK+ D
@21)  P- /KJ’%, R:sgnL\/ *2 L

0 W_\/M+~/M2+N2 UusgnN\/th/M%Nz
. —_— 42_’ — .

2

Rozwigzanie ogdlne réwnania rozniczkowego linii ugiecia ma postad
(223) W(x, I) — e).t(cle(P-i—Ri)x_i_Cze—(P-l-Ri}x_'_C3 e(W+Ui)x+C4e—(W+ Ui)x)
W dalszych rozwazaniach przyjmujemy nastgpujace warunki brzegowe:

(2.24) WO, 8 =W'0,0)=0, W( =w'd1=0.
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Wynikajacy z warunkow brzegowych. (2.24) uklad réwnan jednorodnych
prowadzi do typowego problemu wlasnego. Warunkiem istnienia rozwigzan
roznych od zera jest znikanie wyznacznika.

1 1 1 1
Zy Zi Z3 V£
(2.25) prat: PREAt : el o2 =0,

Zie™t Zie Mz g2,z
Z,=P+Ri, Z,=W+Ui.
Po rozwinieciu wyznacznika i uporzadkowaniu uzyskujemy rownanie
(2.26) ("M —e A (PA _ g 2272 72) = ),

Rownanie (2.26) jest spetnione, gdy jeden z czynnikow roéwnania jest rowny
zeru. Przyrownujge pierwszy z czynnikéow do zera, otrzymuje sic

(2.27) (€®M P —e %1y = 0,

Po uporzadkowaniu i oddzieleniu czgéci rzeczywistej i urojonej oraz przed-
stawieniu Z, i Z, w postaci trygonometrycznej, otrzymuje si¢ nastegpujacy
uktad:

(2.28) cosRI(ef'—e 1) = O,
229 | sinRI{e" +e*) = 0.
Z rownania (2.27) wynika, ze

(2.30) o sinRl =0,
(2.31) | ell—e P =

inna kombinacja warunkéw prowadzi do sprzecznosei. Uklad (2.30) 1 (2.31) jest
spelniony, jesli

(2.32) Rl=n i P=0.

Przyréwnanie drugiego czynnika réwnania (2.26) do zera prowadzi do podob-
nego rozwiazania

(2.33) C Ul=n i wW=o.

Trzeci z czynnikow jest zawsze rézny od zera.

Sil¢ krytyczna wyznaczamy wykorzystujac kryterium statecznoéci ruchu.
Analizujac zmiany znaku czefci rzeczywistej 7 1 urojonej ¢ wykladnika At
czynnika czasu, mozna okresli¢ charakter ruchu !

4 y<0 i >0, ruch stateczny; ,

b} y>0i w=0, ruch niestateczny (rozbiczny);

¢)y>0 1 - w>0, roch niestateczny (flatter),
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Powyzsze warunki okreslaja technike wyznaczenia wartosci sity krytycznej
przedstawiong w p. 4.

3. PRZYKLAD TESTUJACY — MODEL HOOKE'A

W celu sprawdzenia przyjetego kryterium, dyskusje rozwiazania rownania
(2.26) warto zacza¢ od najprostszego modelu, jakim jest cialo Hooke’a.
Podstawiajac b, = Eia, = 1, (pozostale wspolczynniki sg rowne zeru) oraz
rozwiazujac uklad (2.32) lub (2.33), otrzymuje si¢
(3.1) 2 —w? = m/ul? (S —EIT*/1?),
3.2) y=0 tlub w=0
Przy zalozeniu, ze w = 0, réwnanie (3.1) przyjmuje postac
(3.3) ' y2 = w/ul?(S— EIn*/1?).
Poniewaz y z zalozenia jest liczba rzeczywista, ograniczona jest wiec wartosc
sity §, mianowicie
(3.4 S > EIn?*/I*.
- Wielko$¢ po prawej stronie nierownosci jest znana warto$cia sity eulerowskiej

dla przyjetych warunkéw brzegowych. Dla § < EIT*/I® y jest rowne zeru,
a o przyjmuje wartosci rozne od zera )

(3.5) 7 w? = n?jul>(EIz? /I —5).

Gdy S = 0, wzor (3.5) przybiera znang postaé najnizszej podstawowej czestosel
drgan wiasnych

(3.6) w = w12 /El/u.

4. TECHNIKA WYZNACZENIA WARTOSCI SIEY KRYTYCZNE]

Dla ztozonych modeli ciat lepkosprezystych, rownania (2.32) lub (2.33) 53
nieliniowe i rozwiazuje si¢ je numerycznie. ObciaZenic wprowadza si¢ jako
“wielko§¢ bezwymiarowa w postaci zwiazku

(4.1) = 8/Sg,
gdzie S oznacza $ciskajaca sile osiowa oraz Sp — sile eulerowska dla preta

sprezystego z modulem spreZystosci natychmiastowej. Ulozono program
komputerowy na mikrokomputer Amstrad PC 1512 w jezyku Turbe Pascal.
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Program poszukuje miejsc zerowych ponizszego ukiadu réwnan z zastosowa-
niem reguly falsi:

,"AI +B;2 _Ar ."AIZ B.v
ce—c¢ f—wwwz———-[—df dsgnB\/ + 5 *
2

2{c* +d?)

— A /AJZ BJ:J. A .v‘AJZ 2
4.3) —cf+c_sgnB\/ + > i +ed--d %4—3=

4.2) xE ~1=0,

gdzie
A = &~ f2—Alp/n*SE[(ce — df Wy? — w?)—2ywled +of }],
= 2ef —4Iu/%*SE[2yw(ce — df )+ (ed + of Jy* — 0?)];

¢, d, e, f, %, Sy jak poprzednio. Program wyznacza kolejne wartosci y 1 « dla
wprowadzanego skokowo parametru x oraz parametrow charakteryzujacych
lepko$¢ 1 sprezystosc:

dia modelu standardowego ~ B=E,/E,,

dla modelu Burgersa — f=E/E,, §=#,/y,.
Podczas anahz,y znaku y i o, zgodnie z przngtym kryterium (pkt. 2), program
poszukiwal wartosci krytycznej parametru x i wyznaczat sile krytyczna.

5. MODEL STANDARDOWY

Mozna przyjac [ 14], ze model standardowy opisuje do$é dobrze wlasciwo-

$ci drewna. Dla stalych geometrycznych: 4 = 20x 10 * m?, [ =30 x 1078 m*
[ =35 m i stalych materialowych (dab- [14]): g = 7381,6 N/m® (cigzar wlaé-
ciwy} E, = 13600000000 N/m?, czas retardacji 1/ = 252000 s (state podaje
sic w ukladme SI), opisana wyzej technika wyznacza sic wartoSci s, dla
fe<0,1-100>. Wyniki zestawione na rys. 1 — krzywa I. :
%kr ‘“

88

g6 -
gat- 1

azr-
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6. MoODEL BURGERSA

Opierajqc sie na badaniach BLANDA 1 LEE'A [2] mozna przyjac, ze¢ model
Burgersa opisuje dobrze zachowanie mas plastycznych i przy takich sa-
mych jak dla modelu standardowego stalych geometrycznych, przyjmuje
sic stale materialowe jak dla pohchlorku winylu [21]: #; = 50 Ns/m?,
E, = 2360000000 N/m*, g = 13582 N/m? Dla réznych wartosci parametru
50,1 — 100> przedstawiono na rys. 2 x,, jako funkcje parametru f. Dla
pordwnania zestawiono ma rys. 1 wykres sporzadzony dla modelu standar-
dowego z przyjetymi statymi materiatowymi jak dla modelu Burgersa — krzy-
wa 2.

Her
ge
467
a6

a4

az

Rys. 2

7. WNIOSKI

1. Analiza wykresu sporzadzonego dla modelu standardowego (rys. 1)
sugeruje, ze dla parametru f=+0, model zachowuje si¢ jak ciato Hooke’a.
Whniosek ten znajduje potwierdzenie w podanych nizej obliczeniach.

Dla modelu standardowego wspolezynniki ¢, 4, e, f, bedace funkcja statych
materiatowych (2.6), —(2.6), maja nastgpujaca postac:

. lEl nyB
(7.1) _[3+1+ﬁ+1y’
7713 |
(7.2) d= ﬂ+1
. 771ﬁ
(7.4) | f= "lﬁ

E(1 D"
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Obliczone granice wyrazen (7.1)—{7.4)

(7.5 lime=E,, limd=0, lime=1, limf =0,

=0 fi=0 f=0 =0

odpowiadaja wspolczynnikom ¢, d, e, fd dla ciala Hooke'a.
Analizujac w podobny sposdéb model Burgersa (rys. 2) otrzymano na-
stepujace granice:

imc=uny, limd=nw,

) {7 6) B=0 £=-0
| . m . 1
lime= 14—y, limf=-2w,
y - E =0 E,

odpowiadajace wspolczynnikom ¢, d, e, f modelu Maxwella. Uzyskana na
wykresie wielkoS¢ graniczna 3, = 2/3 odpowiada obliczonej wartosci
. modelu Maxwella, w ktorym stale geometryczne i materiatowe przyjeto jak
dla modelu Burgersa. - -

2. Wykazano, Ze istnieja wartoici dlugotrwalej sity krytycznej niezaleine
od czasu trwania obciazenia.
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PE3IOME

ONPEJEJEHHUE BEJIHMYWHLI KPUTHYIECKOR CI/IJII)f JUIA CTEPXKHA
M3TOTOBJIEHHOTO M3 BAIKOVIPYTI'OI'0 MATEPUAIIA

B paboTe ONpCAENEHH 3HGUEHWS XPHTHUECKOH CHAB! CTCPHCHS, W3TOTOBICHHOIO M3
BASKOYIIPYIOTO MATEPUANA, MCHONBIYS JMHAMMYECKHH KPHTEpHI yCTOHIHBOCTH. Just taxux
MATEPHAIOS, KAK AESPEBO ¥ NOIMBHHHIXIOPR, IPUEATE, ONHCHBAIONIHC HARILYIGHM obpazoM
HX CBOMCTDA, MOAENH BA3KOYIPYTHX Test (GTas/japTHAL Moaenh U Mojent Broprepea). Yucnento
BEIMMCJICHST 3HAYCHAR NPOAOIDKUTEALHON KPHTHUCUKOH CHIB, Kox (YHKIME MEHAFOITHXCH
NAPAMETPOB: YAPYTOCTH H BA3KOCTH.

SUMMARY

CRITICAL FORCE OF A ROD MADE OF VISCO-ELASTIC MATERIAL

Critical forces are determined for a rod made of visco-elastic material, use being made of the
dynamic stability eriterion. The standard and Burgers models are used to simulate the behaviour of
such materials as wood and PCV. The critical force is determined numericaily as a function of two
variable parameters: elasticity and viscosity.

AKADEMIA ROLNICZA, POZNAN

Praca zostata zlozona w Redakcfi dnia 12 grudnia 1988 v,






