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CZESC 1. CZESTOSCI DRGAN WLASNYCH

BOGDAN OLSZOWSKI (KRAKOW)

W pracy przeprowadzono analize poréwnawceza widm czgstosci drgafi wlasnych czternastu
typow modeli pierécieni kotowych. Wyniki otrzymane przy uzyciu réznych modeli uproszezonych
Zostaly pordéwnane z rezultatami uzyskanymi na podstawie modelu najécisleiszego, nwzgled-
niajacego odksztalcalnosé osiowy pierscienia, bezwladnodd obrotows jego przekrojow poprze-
cznych oraz wplyw $cinania.

1. WsTEP

Powszechno$¢ 1 roznorodnos¢ zastosowan elementdow kontrukcyjnych
w postaci pierscieni lub segmentow kolowych stwarza potrzebg dokladnego
poznania ich wtasno$ci dynamicznych. Dotyczy to nie tylko wiclu dziedzin dzi$
juz klasycznych (np. budowa maszyn i urzadzen wirnikowych, mostéw
lukowych, tuneli, obuddéw gorniczych), ale co wazniejsze, rowniez nowoczes-
nych, a nawet przyszlosciowych rozwiazan konstrukcyjnych o duzym stopniu
odpowiedzialnosci, zwiazanych z szeroko pojeta technika energetyczna, komu-
nikacyjna i kosmiczng (np. budowa silnikéw i turbin wielkich mocy, rakiet,
pojazdow kosmicznych, stacji orbltalnych)

Dynamiczne wlasnosci pierscieni kotowych byly badane od bardzo dawna,
a wykazy literatury z tej dziedziny mozna znalez¢ w wielu pracach, np. [2-7].
Modele matematyczne pierscieni drgajacych byly stopniowo uscislane i prze-
chodzity podobng ewolucjg, jak modele pretow prostych [1]. Najwczesniejsze
badania dotyczyly modeli analizowanych w. ramach teorii pretéw Bernoul-
liego-Eulera o osi nierozciagliwej. Uwzglednienie wplywu odksztalcalnosci
osiowej,  a nastepnie Scinania i bezwladnodci obrotowej przekroju poprze-
cZnego, doprowadziio do zbudowania modelu w ramach teorii pretow Timo-
shenki o osi odksztalcalnej [3].

Jak wynika z przegladu dostepnej literatury przedmiotu, analiza wlasnosm
dynamicznych pierscieni kotowych stanowi dzis temat nadal aktualny i wyma-
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gajacy dalszych opracowan. Temat ten moze by¢ przy tym rozwijany w wielu
aspektach dotyczacych miedzy innymi: 1) piericieni swobodnych i nieswobod-
nych (podpartych), 2) pierscieni wirujacych i niewirujacych, 3) drgat w plasz-
czyznie i z plaszczyzny pierscienia lub segmentu, 4) ukladow plaskich lub
przestrzennych zlozonych z segmentow kolowych, 5) drgan swobodnych
i wymuszonych, 6) uwzglednienia wplywu thumienia i podioza sprezystego, 7)
zastosowania metody eclementow skonczonych, 8) szeroko pojetego ksztal-
towania optymalnego, 9) statecznosci.

Celem niniejszej pracy jest analiza czgstosci wlasnych, niepodpartych
(przestrzennie swobodnych) pierscieni kofowych drgajacych w swej plaszczyz-
nie, prowadzona na podstawie roznych ‘modeli obliczeniowych. Jakosciowe
zroznicowanie wlasnosci tych modeli uzyskuje si¢ przez pomijanie fub uwzgled-
nianie efektow zwigzanych z wystgpowaniem w ich opisie ogolnym czterech
wielkosci fizycznych El, EA, kGA, J charakteryzujacych odpowiednio sztywno-
Sci zginania, Sciskania i §cinania oraz bezwladnoéé obrotowa przekrojow
poprzecznych pier§cienia. Propozycje pewnej klasyfikacji modeli przedstawio-
no' w tablicy 1, z ktorej wynika, Ze teoretycznie moina analizowaé az

Tablica 1

Typ: 1 2 3 4 5 6 7
EI * o0 w C R B o0 * 1/EI = ¢,
EA e} * oS} * w | ok 1/EA = ¢,
kGA - s) s) & o0 Cw * * 1/hGA = ¢y
J =0 (wariant A), J 3t 0 (wariant B)
* oznacza warto$¢ skonczona

czternascie ich typo-wariantdéw o rOZnym zreszta znaczeniu praktyczoym.
Wedlug tej propozycji, stosowane w dynamice prgtow prostych modele
Bernoulliego-Eulera, Rayleigha, Shear beam i1 Timoshenki [1] moga byé
sklasyfikowane odpowiednio jako modele typow 1A, 1B, 5A i 5B.

W analizie przedstawionej w niniejszej pracy przyjeto za punkt wyjscia opis
najdoktadniejszego z modeli pierscieniowych (typ 7B) zamieszczony w. [3]
i wykorzystany tam -do analizy ukladéw ciaglych zloZzonych z segmentéw
piercieni kotowych. Autorowi nic sa znane zadne prace, w ktorych model ten
bytby wykorzystany w analizie dynamicznej pierScieni kotowych zamknigtych
i przestrzennie swobodnych, Brak jest rowniez zupelnie prac dotyczacych
analizy - poréwnawczej wynikow otrzymywanych dla takich - pierScieni na
podstawie modeli uproszczonych roznych typow. Fakty te sklonily autora do
podjecia proby syntetycznego ujecia zagadnien wlasnych dla wszystkich modeli
pier§cieniowych zestawionych w tablicy | oraz dokonania oceny dokladnosci
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wynikdw przybhzonych uzysklwcmych na podstawie modeli uproszczonych
Takie kompleksowe ujecie zagadnienia wymagalo dokonania wyboru ‘od-
powiedniej taktyki postgpowania, koniecznej ze wzgledu na wystepowanie
osobliwosci pojawiajgcych si¢ przy przechodzeniu od modeln ogodlnego do
ktoregokolwick z modeli uproszczonych. Istota tych osobliwosci jest nie
ograniczony wzrost warto$ci niektorych czestosci wtasnych modetu w przypad-
ku, gdy wartosci jego parametrow fizycznych zm:erza]a, do wartosci granicz-
nych.

2. ROWNANIE RUCHU MODELU 7B

Za podstawe dalszych rozwazaf przyjmiemy opis modelu pierécienia
kolowego zamieszczony w [3]. Istotg tego opisu stanowi uklad szesciu rownan
rozniczkowych czastkowych

_Q__6u+w_
kGA as R
ﬂ_ﬁw U
EA 8 R
M _
EI s’

g N _d%u

(21) . E-FK—mA?-Pqu = 0,

oN Q  _o*w

5 R Marte=0

oM 0

s 2t GE 4, =0

o szefciu niewiadomych funkcjach tworzacych wektor
22)  x(B, 1) = [ulB, 1), w(B, 1), @(B, 1), QB 1), N(B, 1), M(B, 1)]",

ktorego kolejnymi wspohrzednymi sa trzy przemieszezenia (Srodka cigzkosci)
przekroju poprzecznego i trzy odpowiadajace im sily przekrojowe pokazane na
rys. 1. Wszystkie wielkosci niewiadome sa funkcjami dwu zmiennych niezalez-
nych: kata srodkowego f i czasu ¢, przy czym ds = Rdf, gdzic R jest
prom1en1em krzywizny teoretycznej osi pierScienia, s za§ wspdirzedna lukowa
jej punktu biezacego.

Roéwnania (2.1) zostaly wyprowadzone w ramach teorii pierwszego rzcgdu
Pierwsze z tych réwnan otrzymuje si¢ przedstawiajac catkowity kat ¢ obrotu
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stycznej do osi pierScienia na dwa rozne sposoby: raz jako sumg i = ¢ +7v kata
obrotu ¢ normalnej do przekroju poprzecznego (pochodzacego od zginania)
i kata y odksztalcenia postaciowego wywolanego scinaniem, drugi raz zas jako

sume' i = a—t+—g, ktorej sktadniki reprezentuja wplywy przemieszczen u i w na

Rys. 1

wartos¢ . Z poréwnania obu wyrazen na y i po uwzglednieniu, ze @ = kGA-y,
wynika zwiazek (2.1),. Przyjecie, ze odksztalcenie ¢, osi piericienia i zmiana jej
krzywizny » wyrazaja si¢ wzorami

ow u _Ogp

“S%TR T

prowadzi do zwiazkow (2 1), 1 (2 1)3 Pozostale réwnania (2.1) uzyskuje si¢
zaplsu]ac trzy warunki rownowagl sit uw1doczmonych na rys. 1 uwzgl@d-
niajac, ze

_0%*u - o BPw o
Pu=q,—mA—— atz, pw=qw—mA—a—ty, Pp=4q,—m]— A
przy czym m jest ggstosmq masy materiatu pierScienia, m4 — masa jego

przekroju poprzecznego, a mJ — masowym momentem bezwladnosm tego
przekroju.

Komplet rownan  (2.1) po uwzglednieniu zwzazku ds = Rdff mozemy
napisa¢ w posta01 mamerzowej

@)y x.(ﬁ,t)nﬁx(ﬁ,t)-l-f(ﬁ,t.),._.
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postugujac sig okresleniem (2.2) i wprowadzajac nowe oznaczenia -

[0 —1 R Re, O 0
1 0 0 0  Re, 0
r- |0 0 0 0 0  —Re,
T jaD* 0 0 0 -1 VI
aD* 0 1 0 0
| | 0 0 —BD* R O 0
(2.4) : -
1 I 1
““TEr “2TEL T kA
. L8 @
a=mAR, b=mJR, ()waﬁ, Dm@t’

f(Bs t) = [0, 0: Oa ""un(ﬁ’ t): _wa(ﬁs t)! Rg(p(ﬁ? t)]T'

3. ROWNANIA CZESTOSCI. DRGAN WLASNYCH

Analize czestosci drgan wlasnych wszystkich modeli wystepujacych w tab-
licy 1 przeprowadzimy na podstawie rownania (2.3). Po podstawieniach

X(ﬁ! t) = X(.B}Sinw[, f(ﬁ, I} =

przybiera ono posta¢ rownania rozniczkowego zwyczajnego wzgledem niewia-
domej funkcji amplitudowej

(3.1) X'(B) = L(w) X(B),
przy czym L(w} jest macierza powsta{a z L po formalnej zamianie operatora
D? na —w?

Catke ogolna rownania jednorodnego (3.1) mozna utworzyC na podstaww
funkcji

(3.2) "X(B) =a-e
spelniajacych warunek okresowodci rozwigzan

(3.3) X(f+2n) = X(f)

wymkajqcy z faktu, ze rozwiazania te dotycza pierscieni przestrzcnme swobod-
nych, a wigec niepodpartych.

Po uwzglednieniu (3.2) stwierdzamy, ze warunek (3.3) jest spelniony tylko
wiedy, gdy

(3.4) A=4iN, N=0,1,2,3,....
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Jak wynika z (3.2) i (3.4), ustalonej liczbie N odpowiada baza rozwiagzan
rzeczywistych rownania (3.1) o postaci (cos N, sin Nff). Rozwiazania te tworza
wigc N pelnych fal na obwodzie pierScienia; w zwigzku z tym istnigje
mozliwo$¢ interpretacii N jako liczby falowej jego form drgan wlasnych,
odbywajacych si¢ z odpowiednimi czestosciami wiasnymi.

Aby wyznaczy¢ formy drgan wtasnych, wyrazenie (3.2) podstawiamy do
rownania (3.1) i stad w celu wyznaczenia pary wiasnej (4, a) otrzymujemy
rownanie algebraiczne

(3.5 [L{w)—Al]la =0
o wspolczynnikach zespolonych. Po wprowadzeniu zapisu a = a’+ia” oraz

uwzglednieniu (2.4) i (3.4), rownanie (3.5) mozna sprowadzi¢ do rownowaznego
uvkladu dwu rownan rzeczywistych

La'+Na" =0 :
(3.6) N=0, +1, £2, +3, ...
Na'—La" =0
Istniejg teraz dwie mozliwosci: 1) wyznaczenie a’ na podstawie réwnania
3.7 (L*+N*Da’' =0
i obliczenie a” na podstawie zwigzku -
(3.8) a’ = L :La"'.
. - N » |
albo 2) wyznaczenie a” z réwnania (L2+N 2I)a” = 0 i obliczenie a’ ze zwiazku
i
s — ﬁLaﬂ"
TN

W przypadku gdy N =0, uklad réownan (3.6} ulega rozprzezeniu i kazda
z niewiadomych a’, a” mozna obliczy¢ na podstawie tego samego réwnania

(3.9 La=0.

Struktura macierzy L sprawia, ze uklad (3.9) rozpada si¢ na trzy niczalezne

poduklady réwnan
1 Re,f|u
—aw? —1]||N

, 1 R Re, 1Tw]. :
(3.10) —am? 0 1 p | =0,
0 bw®> R 0

C]_M = 0.

0,
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ngstosm drgan wilasnych modelu 7B, odpowiadajace liczbie falowej N =0
i okreslone wzorami

o[ 1 [E4
L "\ Re,a R\ miA
_ [Ra¥b _ 1+r1 kGA o
Poz = Rciab "= IR

83 niezerowymi pierwiastkami rownan powstalych przez przyréwnanie do zera
wyznacznikoOw macierzy (3.10),, (3.10),

(3.11)

det, = R¢ w1,
det, = w®[Ra(R—cybw?}+b].

Wyznaczniki det, i det, nie zeruja si¢, gdy odpowiednio ¢, = 0ic¢, = 0. W tych
przypadkach istniejg tylko rozwigzania trywialne co oznacza, ze w,,, w,, Sa
czgstosciami drgan wlasnych tylko tych modeli, dla kidrych odpowiednio
e, #0, ¢3 # 0, przy czym w,, < oo tylko w wariancie B{J # 0). Zestawicnie
czestosci wlasnych odpowiadajacych llczble falowej N = 0 podano dla wszyst-
kich modeli w tablicy 2.

Tablica 2
Typ: 1 2 3 4 5 6 = 7
2 - Wy, - Wog - @oy Woy
3) - - Wy - Doz @oz Doz

W przypadku gdy N > 0, formy drgan wlasnych wyznaczamy na podstawie
rownania (3.7). Dzigki korzystnej strukturze macierzy L? rownanie to rozpada
sie¢ na dwa niezalezne poduklady réwnan

N2?—1—Reyam* —R(c,+¢y) -R%c, [ u
—2aw* N%—1—Re,aw? 0 N | =0,
— Raw? —R N?—Rce bo* || M
(3.13) R
N2 —1—R¢,an?* R Ric,+ey) [ w
0 . N?—Rc, bo? —R?¢, o =0
2am* — Raw? N?—1—Rezaw® || Q

Wyznaczniki obydwu macierzy (3.13);, (3.13), sa identyczne, dzieki czemu
otrzymuje si¢, jako warunek nietrywialnoéci rozwiazan obu ukladéw réwnan
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(3.13), tylko jedno réwnanie cz¢stosci (obowiazujace dla N > 0)
(3.14) Hyo®—H,o0*+H,0*—H,=0,

ktérego wspolczynniki sg okreSlone wzorami _

Hy = ¢,cyc adby,  ag=mAR?, by = mJR?,

H, = [(R*c, + N>¢y)e a0+ (N* + 1), (e, +¢3)bolag,
H,y = (N*+ D[R*c; + N*(c, +c5)lag+(N*—1) ¢, by,
Hy = N*(N*— 1% " |

(3.15)

Rownanie (3.14) wynika réwniez bezposrednio z (3.5} w postaci warunku
det(L—AL) = 0.

Dla poszczegdlnych modeli uproszczonych wzory (3.15) przybieraja pro-
stsza postaé i zostaly zestawione w tablicy 3 bez ich zréznicowania dla
wariantdow A i B. Jak wynika z tego zestawienia, warianty te nie pojawiaja si¢
weale (brak czlonu zawierajacego parametr b,) w modelach typow 2, 3-1 6,

Tablica 3

Typ [Wiasnosci Wspotczynniki wielomianu (3.14) A/B
| =0 [H=0 ”
c3=0 Hl=011(N2+1)R2a0+(N2~1)2b} S
2 €y =O 2 =0 . 1
c;=0 | Hy = N (N?*+1)c,a,
3 ¢ =0 |H;=0 ’
e, =0 VH, = NY{N>+1)csa,
: H, = c,c;[R?ag+(N* +1)bg]a _
4 Ca=0 z 1 2[ 1 ( ) 0] (] 2/2
H, = (N*+ 1)(R%¢, + N?¢,)ag +(N*=1)2cy by
— (N2
5 ¢, =0 Hy = (N*+1)e;¢a05bg 1/2
H = (N2+1)(R251+N233)a0+(N2‘“1)2‘3150
H, = N¢,c,a
6 ¢ =0 2 2%3%0 2
H, = N*(N?+1)(c, +ca)ag
H, =¢;c,c;305bh,
7 Hz— [(R*c, +N%c )cza0+(N2+1}cl(c2+c3)bo]a0 2/3
= (N2 + )[R?¢c, + N2{cy +cs)lap+(N*—1)%¢, by

H, =0 (dla modeli uproszczonych)
HO _NZ(N2 1) (dla. wszystkich modeli} . _
= VL, ¢y = \[EA, ¢3 = 1/kGA, ay=mAR?, by = mJR?
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w ktorych obroty przekrojow poprzecznych nie wystepuja w zwiazku z ich
nieskoniczenie wielka sztywnoscia na zginanie (c, = 0).

Uwidocznione w tablicy 3 zréznicowanie wzoréw na wspdlezynniki H,
powoduje uzaleznienie stopnia wielomianu (3.14) od rodzaju rozwazanego
modelu. Stopnie odpowiednich wielomianéw (wzgledem zmiennej w?) zostaly
podane w ostatniej kolumnie tablicy 3 dla kazdego typo/wariantu modelu.
7, zestawienia tego wynika, ze rownania czestoici dla wariantéw A i B tego
samego modelu moga by¢ zaréwno tych samych (typy 1 i 4), jak tez i réznych
stopni (typy 5 i 7). Swiadezy to o tym, 7e pomijaniu bezwladnosci obrotowej
przekrojow poprzecznych (wariant A) nie zawsze towarzyszy ,.efekt znikania”
dynamicznych stopni swobody modelu, ktérego mozna by w tym przypadku
oczekiwad niestusznie jako reguly. Nie mniej interesujacy i bardzo charakterys-
tyczny dla rozwazanych modeli fakt ma miejsce w przypadku, gdy réwnanie
czgstosci nie jest stopnia pierwszego wzgledem w?, Tej samej bowiem liczbie
N odpowiadajg wtedy dwie lub nawet trzy czestosci wlasne. Oznacza to, ze
model moze w tym przypadku wykonywaé drgania o ustalonej liczbie N fal
obwodowych, ale rozniace si¢ czgstofciami i formami whasnymi. Omawiany
fakt $wiadezy o pewnym podobienstwie Wlasnosm dynamiczaych pierscieni
kotowych 1 powlok obrotowo symetrycznych.

Dla wszystkich modeli uproszczonych H, = 0, dzieki czemu ich czestoéci
drgan wlasnych mozZna obliczaé na podstawie wzoréw jawnych.

4. ANALIZA NUMERYCZNA CZESTOSCI DRGAN WLASNYCH

Ze wzgledu na dos¢ zlozong zaleznos¢ wlasnosci rozwazanych modeli od
czterech parametréw fizycznych, analiza numeryczna ich czgstosci drgan
wlasnych w funkcji tych parametréw musiala byé przeprowadzona na trzy
rozne sposoby, okreslane w dalszym ciagu jako wersje I, 11 i TIT. W kolejnych
wersjach tylko jeden, odpowiedni z parametrow c,, ¢,, c,, przyjmowano jako
wielko$¢ odniesicnia dla dwu wielkodci pozostalych, mogacych przyjmowaé
w granicy wartosci zerowe. W obliczeniach przyjeto jeszeze dodatkowe
zalozenie polegajace na tym, ¢ kazde przejiciec graniczne prowadzace od
modelu 78 do dowolnego modelu uproszczonego odbywa sie wzdluz odcinka
prostoliniowego laczacego odpowiednie punkty w tréjwymiarowej przestrzeni
parametrow swobodnych. Zatozenie takie pozwolito analizowaé i interp-
retowac zmiany cze¢stosci wlasnych jako funkcji tylko jednej zmiennej niczalez-
nej, okreslajacej polozenie punktu biezacego na linii prostej. Uktady wspoi-
rzgdnych, ktdrymi postugiwano si¢ w wersjach I, 11 i II zostaly pokazane na
rys. 2a,b,c. Jak wynika z tych rysunkow, analiza modeli typow 1, 2 1 3 jest
mozliwa tylko w odpowiedniej wersji I, 1L i IIT. Modele typow 4, 5i 6 moga by¢
analizowane na dwa, a model typu 7 az na trzy rdine sposoby.



Wersja I - Wersja I
Rys. 2
Tablica 4
Wersja | Modele Wspdlczynniki rownania (3.16) Oznaczenia
o ' _EI
3 =¢ers €= REA
2 2 EI
I 1457 | Hy = (N?s+ De+(N?+ 1)(e+95)r w=p |—=
mAR*
H, = (N2 +1)[N*(e+5)+ 1] +(N*—1¥*r - E
! RZKGA
"oy ' RYE4
= e =
3 =€gr ? Bl
2 N (oot . [E4
i 2467 | Hy = N2g+ (N +1){g+1)er+e: o=y |
. mAR*
H, = (VA DINYg - )41+ (V- 1Per | g= o
! T kGA-
H = drs . kGA
3 =4 fs 9="7
O | 3567 | B, = (V2 +6)g+(V2+ g + Drs w=p |04
; ‘_ - - mARZ: -
Hy = (VP DINYG + 451+ — s | R*GA
- ' T En
H, = N¥N?—1y L
. ~AR?

[556]
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Po wprowadzeniu wielkosci bezwymiarowych, okreslonych wzorami ze-
stawionymi w tablicy 4, réwnanie (3.15) przybiera posta¢ wielomianu
(3.16) Hyp*—H,p*+H,p*—H; = |

wzgledem niewiadomej bezwymiarowej czestosci kolowej p, o wspé'lczynniké'u“:h
H; odpowiednio zréznicowanych dla wersji 1, 1T i TII (tablica 4).

Tablica 5
Gataz (1)
Typ | War, N=0 i 2 3 4 5
1 A 2,6833 7,5895 14,552 23,534
B 2,6718 7.4755 14,111 22,374
3 10,825 20412 29,354 37,978
4 A 2,6668 7.5295 14,422 23,305
B 2,6557 74199 14,000 22,198
5 A 2,6045 71137 13,038 20,004
B 2,5945 7,0306 12,777 19,461
6 9,7995 19,147 28,128 36,858
4 A 2,5894 7.0644 12,946 19,867
B 2,5798 6,9841 12,693 19,342
Galaz (2)
2 14,434 19,365 36,515 52,511 67,937
4 A 14434 20461 32474 46,007 60,047 74,321
B 14,434 20,364 32,226 45,605 59,481 73,572
6 14,434 23,385 35,653 48,660 62,107 75,835
7 A 14,434 20,461 32,462 45962 59,937 74,105
B 14,434 20,363 32,225 45,604 59,480 73,572
Galaz (3)
3 A
B 116,74
5 A -
B 116,74 117,35 120,45 125,72 132,65 140,84
A
6 B 116,74
7 A :
B 116,74 11791 121,32 126,67 133,59 - 141,75
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Na podstawie réwnan wyprowadzonych w p. 3 przeprowadzono analizg
czestosci drgan wlasnych zeliwnego piercienia kotowego o prostokatnym
przekroju poprzecznym: b = 10 cm, A =24 cm i promieniu krzywizny osi
teoretycznej: R = 100 cm. W analizie przyjgto, ze J =1 oraz G/E = 0,375.
Z tych zalozen i ze wzordw zestawionych w tablicy 4 wymka]q nastepujace
wartosci parametréow bezwymiarowych dla wersji I

= =—h =00
e=r 12(/R) ,048,

s=32e=001536
oraz odeWiednie wartosci pozostatych parametrow ¢, s, ¢, ¢'.
Wyniki obliczen bezwymiarowych, kolowyeh czestosci drgan wlasnych
p dla wartosci N =0, 1, 2, 3, 4, 5 i dla wszystkich typdéw modeli, zestawiono
w tablicy 5 oraz przedstawiono na rys. 3. W celu umozliwienia poréwnan

(3)
140 . 8, 55

120

—._38,58,68,78
wo

80+

Rys. 3

wartodci czestosci otrzymanych na podstawie réznych wersji obliczeniowych,
wszystkie wyniki sprowadzono do zakresu wersji I Oznacza to, ze wartosci py
i py, obliczone w wersjach II i III sg reprezentowane w tablicy 51 rys. 3 przez
wartoéci zastgpcze otrzymane na podstawie wWzorow

it = pu/ \/ E: PlzlsfSl = Pm/\/; .
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Rzeczywiste wartosci czgstoéci kolowych okreslone sa wzorami

EI
O = b mAR*

= P

zast

21" = P AR“

— Zast
Wm = Pm = Pin

AR2 mAR4 '

559

Przedstawione na rys. 3 zestawienie widm czestosci drgan wlasnych
wszystkich modeli w funkcji liczby falowej N pozwala ocenié ich podstawowe

Tablica 6
Gatlaz (1)
Typ | War. N=1 2 3 4 5
1 A 0,040 0,087 0,146 0217
B 0,036 0,070 0,112 0,157
.| oA 0,034 0,078 0,136 0,205
B 0,029 0,062 0,103 0,148
s | A 0,010 0019 0,027 0,034
B 0,006 0,007 0,007 0,006
; A 0,004 0,012 0,020 0,027
B 0,000 0,000 0,000 0,000
Galaz (2)
2 | N 0,199 —0,118 —0,076
. | A 0005 | 0008 0,009 0,010 0,010
B 0,000 0000 0,000 0,000 0,000
6 0,148 6106 | 0067 | 0044 0,031
;oA 0,005 0007 | 0008 0,008 0,007
; B 0000 | 0000 - | 0000.. | . 0000 0,000
Galaz (3)
A =
B | 0005 0,007 —0007 |7 0007 —0,006 -
;| oA S |
B 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
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pi
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p=121,32
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AN 24 4A, 64,7
= 4A,7A ' p=32,125 AT
3A & 14,47, 5A, TA 24,34, 82
BA R 07,5798 AR TA
1 1 L. [l 3 1 1 L —..% s of 1
g5 16 15 %
Rys, 4a

wlasnoéci dynamiczne oraz mozliwosci aproksymacji widma modelu 7B za
pomoca widm modeli uproszczonych. Zwraca przy tym uwagg fakt, ze
aproksymacja ta odbywa si¢ w poszczegdlnych przypadkach zarowno z nad-
‘miarem, jak tez i z niedomiarem, mmo ze wszystkie modele uproszczone sa
przesziywnione w poréwnaniu z modelem 7B. Fakt ten §wiadczy o zlozonosci
badanych modeli w aspekcie ich wlasno$ci: dynamicznych.

Z rysunku 3 wynika przede wszystkim; ze petne widmo modelu 7B sklada
si¢ z trzech galezi (1), (2) i (3). Galgzie te sa skojarzone z takimi formami drgan
wlasnych, ktore wykazuja przewag@ deformacji zwiazanych odpowiednio ze
zginaniem (1), odksztalceniem osiowym (2) i $cinaniem (3). W poblizu tych
galezi grupuje si¢ wigkszos¢ elementdw: widm modeli uproszezonych, przy
czym wyjatki stanowia tu modele 2, 3 i’ 6 & wspolnej wiasnosci ¢, =0
decydujacej o ich znacznym przesztywnieniu.

W celu uzyskania lepszej informacji na temat dokiadnosci oma\vlanej
aproksymacji, w tablicy 6 zestawiono wartosci bledow wzglednych, jakie sa
popelnianie przy obliczaniu czestosci drgan wilasnych na podstawie modeli
uproszezonych. W zestawieniu tym pominigto model 3 oraz dolng galaz
modelu 6, ktéré nie nadajg sie dla celow aproksymacji ze wzgledu na
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150

584

100

48 : : - 28,4868
. "p=32,925 | BB .
N - c 233555
i - .: pT2,5i798 - ; 7’?,43 58 ;I -
s 10 15 %

o 4b B

powstajace w tych przypadkach zbyt duze blgdy Dane dotyczace modelu
2 podano w celu lépszego zobrazowania metypowego zachowania sie jedynej
galezi jego widma, ktéra wraz ze wzrostem liczby N coraz bardzlej przybliza si¢
do galf;m (2) widma modelu 7B. Podobna wlasnosé wykazuje réwniez, choé
w mniejszym stopniu, galaz (2) widma modelu 6. We wszystkich pozostalych
przypadkach obserwuje sig wzrost wartosci bleddéw wraz ze wzrostem liczby N,
a wigc tendencje bardziej zgodna z intuicja.

‘W celu zilustrowania zaleznoéci czgstoéci drgan. whasnych modeli od ich
parametrow. fizyoznych;-na' rys. 4a,b pokazano :wybrane wykresy wartosci
bezwymiarowych czestosci kolowych p jako funkcji: zmiennej x okre$lajacej
polozeme punkty blezacego na prostej przechodzacej przez punkty P (poczat-
kowy x =1) i K (koficowy x = 0) na rys. 2a,b,c. W zaleznoéci od polozenia
punktu K. na plaszczyznach odpowiedniego ukladu wspolrzednych otrzymuje
sig rozne wykresy p(x). Obrazuja one zmiany czestosci drgan wlasnych
towarzyszace przejéciu, wzdhaz “odcinka ‘prostoliniowego iqczacego punkty
P‘1 'K, od modelu 7B (punkt P) do modelu uproszczonego o wartosmach
parametrow okreslonych przez wspolrzedne punktu K. : _

Jak wynika z wykreséw p(x) przedstawionych na rys 4ab kazdemu

Il — Rozprawy InZynierskic 3/89
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przejsciu od modeiu 7B do dowolnego modelu uproszczonego towarzyszy
znikanie z widma pewnych czestosci wlasnych, nastgpujace w rezultacie
nicograniczonego wzrostu ich wartosei liczbowych. Fakt ten ma zwigzek
z istnieniem zasadniczych, jakosciowych roznic pomigdzy wlasnosciami mode-
lu 7B a wlasnoSciami modeli uproszczonych, ktére w ramach omawianej
w pracy teorii odgrywaja role pewnych szczegdlnych przypadkow granicznych,

Z analizy wartosci pochodnych p'(x) w punkcie x = I wynika oczywisty
whniosek, 7e wplyw zmian parametréw fizycznych na czestosci wlasne modelu
7B wzrasta wraz ze wzrostem wartosci tych czestosci. Uzasadnia to potrzebe
posiuglwama 31@ modelem 7B przy obliczaniu wyzszych czestosci drgan
wlasnych plerscaem kolowych

5. UWAGI KONCOWE

Przeprowadzona w pracy analiza poréwnawcza widm czgstosci drgan
wiasnych roznych modeli pierécieni kotowych, pozwala ogdlnie oceni¢ ich
istotne, podstawowe wlasnosci dynamiczne. Stworzenie petnego obrazu tych
wiasno$ci wymaga jeszcze dokonania dalszych analiz dotyczacych form drgan
whasnych, a takze drgan swobodnych i wymuszonych. Analizy takie zostana
podjete i przedstawione w dalszych pracach autora, przy czym sposob opisu
badanego problemu dynamicznego pozostanie bez zmiany. Jego istote bedzie
nadal stanowié uklad szeiciu czastkowych rdéwnan rdzniczkowych ruchu,
przyjmujacy w przypadku harmonicznych drgan ustalonych, zwyczajna postad
normalna. Wykorzystanie tcj wlaénie postaci w polaczeniu z zapisem macierzo-
wym pozwala na operowanie jako niewiadomg calym wektorem stanu prze-
kroju poprzecznego. Ten sposob postepowania okazuje si¢ szczegdlnie wygod-
ny zaréwno przy formulowaniu’ algorytmow obhczemowych Jak tez i przy
mterpretacp otrzymanych wynikow.
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PE3IOME

MIOCKME CBOBOAHBIE KOJNEBAHWA BE3OIIOPHBIX KPYTOBLIX KOJIELL
YACTh L. YUACTOTHI COBCTBEHHBIX KOJEBAHWY

B crarThe Hpo3bcaeH CPRBHATENLHEIH ClieKTPabHBHE aHamu3 14 THIoB MoJenel Kpyrosbix
KoJiel, PesyInTATH, TMOXy4eHHbIe HA OCHOBE YIPOUICHHLIX MOJEHAeH, CPaBHEHBI C Pe3yabTaTaMu
s nanGonee TOYHOM MOEENH, yYuTbIRatomell ocenyio HedOPMATHIO, HHEPHHIO €€ TIOTIEPCYHOrD
ceucHua W nedopMaimio COBUra.

SuMMARY

FREE IN-PLANE VIBRATIONS OF UNSUPPORTED CICRCULAR RINGS
PART 1. NATURAL FREQUENCIES

The paper deals with comparative analysis of free vibration frequency spectra of 14 types of
circular rings models. The results obtained by means of various simplified models are compared
with those derived from the most accurate one in which axial deformation of the ring, rotary inertia
of its cross-sections and shear effects were taken into account.
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