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SYMETRYCZNE ZGINANIE PLYT KOLOWYCH Z NIELINIOWO
SPREZYSTEGO MATERIALU

N. W. LA PIN (KAZAN)

W pracy wykorzystano wczesniej zbudowany wariant rownan konstytutywnych (kwadratowe
przyblizenie) dla cienkich plyt i powlok z nieliniowo sprezystego, ,migkkiego” materiatu.
Rozwigzano zadanie symetrycznego zginania plyty kolowej z zastosowaniem ogdlnych zwiazkow
nieliniowe;j teorii powlok przy duzych odksztalceniach. Uklad réwnan tego zadania z warunkiem
utwierdzenia na brzegu rozwiazuje si¢ metoda elementow skoniczonych. Aby rozwiazaé otrzymany
uktad nieliniowych réwnan algebraicznych wykorzystuje si¢ stacjonarny proces iteracyjny z macie-
rza liniowego zadania na goérnej warstwie. Na podstawie numerycznego rozwiazania zginania,
zbadano zalezno$¢ naprezenie-odksztalcenie dla kolowych plyt. Uzyskane wyniki zauwazalnie
odbiegaja od przewidywanych przez fizycznie liniowa teori¢. Na podkreslenie zastuguje fakt, ze
uwzglednienie skonczonych odksztalcen znacznie zmniejsza promieniowe i obwodowe naprezenia.

Niniejsza praca jest kontynuacja prac autora [3, 4], w ktorych za-
proponowano wariant konstytutywnych zwiazkoéw dla nieliniowo sprezystych,
»podatnych” materiatlow. Tutaj, w ramach nieliniowej teorii, przy zalozeniu
duzych odksztalcen, rozwiazano zadanie symetrycznego zginania plyty kotowej
wykonanej z nieliniowo sprezystego, ,,migkkiego” materiatu.

Rozpatrzymy odksztalcenie powierzchni plyty kolowej poddanej dziataniu
normalnego, symetrycznego obcigzenia. Powierzchnia srodkowa plyty opisana
jest w biegunowym ukladzie wspolrzednych o, ¢. Przez u, =u, u,=0
oznaczamy kowariantne skladowe wektora przemieszczenia, przez w ugiecie.

Wtedy zwiazki teorii deformacji, przedstawione np. w ksiazce [1], istotnie
upraszczaja si¢ po uwzgl¢dnieniu symetrii zadania.

Kowariantne skladowe tensora skonczonych odksztalcen przyjmuja po-
stac:

du (d dw)?
Do +28yi _2d” <dz> +(W—’;> AT Y S W 00 -

a kowariantne skladowe tensora odksztalcen gigtnych dla rozpatrywanego

przypadku sa rowne:
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gdzie
J = (1+2¢,,)(1+2¢,,/0%).

Aby otrzymac rozwiazanie zadania, wykorzystuje si¢ rOwnania rOwnowagi
[1] teorii duzych odksztatcen cienkich powlok w dowolnych krzywoliniowych
wspoOtrzednych.
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gdzie X%, M% — kowariantne skladowe wektorow zewnetrznej sily i zewnetrz-
nego momentu w odniesieniu do odksztalconej powierzchni srodkowej S,; T*
i M¥ — kontrawariantne skladowe tensorow sit stycznych i momentow
w odniesieniu do S,; N, — sily poprzeczne.

Dla rozpatrywanego przypadku rownania (3) przyjmuja postac:
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Zauwazmy, ze w przypadku zadania liniowego rownania (4) przyjmuja
znana postac:

1d/ du u 1d dli1d/( dw
5 Sircad @ il SR | L aivs e ekl i) f | SRPD <
©® ade<gde> 0* ede{gde[ede(ede)]}

Jako réwnanie stanu wzigto zwiazki, zaproponowane uprzednio przez
autora, dla nieliniowo sprezystych, ,migkkich” materialow. Wyrazenia na
kontrawariantne sktadowe tensorow sit stycznych i momentow otrzymamy
catkujac wspomniane zwiazki po grubosci powloki (przy zalozeniu hipotezy
Love’a—Kirchhoffa):
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L,(e, x) otrzymuje si¢ z L,(e, %), a L,(¢, %) z Ly(e, %) zastepujac wielkosci
811 R285,/0%, %1, @%,,/0%; Ls(e, %) otrzymuje si¢ droga zamiany wskaznikow
1-2, 2-3, 3—+4 we wspolczynnikach B, J,;
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p, m — wielkosci zalezne od stalych materiatlowych, sredniego odksztalcenia
i intensywnosci odksztalcen postaciowych, [4].

Zauwazmy, ze zwiazki (6) sa wlasciwe w obszarze umiarkowanie duzych
odksztalcen. Tak wigc, rownania (4) sprowadzono do uktadu dwoch nielinio-
wych rownan rozniczkowych na przemieszczenie u i ugigcie w.

Podamy przyblizone rozwiazanie zagadnienia brzegowego dla ukladu
rownan (4). Rozpatrzymy przyklad zginania kolowej, utwierdzonej na brzegu
plyty, poddanej dzialaniu rozlozonego obciazenia normalnego X3; u = w = 0,
w=0dlag=R

Nizej podajemy sformutowanie zadania. ROwnania (4) zapiszemy w postaci
macierzowej Au = f; gdzie i = (u(g), w(@)), 0 <¢ < R. Mnozymy roéwnanie
macierzowe przez probfia funkcje wektorowa di i catkujemy po ¢ w przedziale
[0, R]. Stosujac zasad¢ catkowania przez czgsci otrzymujemy tzw. tozsamos¢
catkowa: A(iz, ou) = (f, 6u), V éuV. Wprowadzono tu przestrzen V= V,xV,,
V,={u: ueC'(O, R): u(R) =0}, V,={w: wel?(0, R): w(R) =
=w(R)=0}; C*0, R) — przestrzen funkcji o k—1 ciagltych pochodnych
o odcinkowo-ciaglej k-tej pochodne;.

Do rozwigzania tozsamo$ci calkowej zastosowano metode elementow
skoriczonych. Wyjsciowa przestrzenn V przybliza si¢ skonczenie wymiarowa
przestrzenia V, o bazie

{"Pi}p;l: VicV, Vieu(o= Z % @i(Q)-

Przyblizonym rozwiazaniem jest funkcja i,€ ¥, spelniajaca tozsamosé
catkowa:

() AG@,, o) = (, @), Vi, V.
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Jako elementy skonczone wybieramy odcinki réownej dlugosci. ¥, jest
przestrzenia odcinkowo-wielomianowych funkcji. W ten sposob catkowa
tozsamos¢ (7) jest rownowazna nastgpujacemu uktadowi nieliniowych réwnan
algebraicznych:

A(ﬁh, (pi)=(.7:q’i)’ i= I’Nh'
Aby rozwiazaé uklad wykorzystano stacjonarny proces iteracyjny z opera-
torem B liniowego zadania (5) na gornej warstwie:

—(k+1) __ (k)
Bus. : a;l +A12§,")=f

Na podstawie algorytmu zadania wykonano program w jezyku PL-1
i zrealizowano go na maszynie cyfrowej JS-1033. Wyniki liczbowe otrzymane-
go rozwiazania przedstawiono graficznie.

Na rys. 1 przedstawiona jest zaleznos¢ pomiedzy bezwymiarowymi para-
metrami, ugieciem $rodka plyty i wielkoscia obciazenia. Ciagla linia od-
powiada wynikom otrzymanym w pracy; przerywana linia — wynikom
otrzymanym bez uwzglednienia wplywu fizycznej nieliniowosci; przerywa-
no-punktowa linia — wynikom [2], gdzie to samo zadanie rozwiazano jako
geometrycznie nieliniowe i liniowe fizycznie.
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Rys. 1

Na podstawie przedstawionej graficznie zaleznosci ugigcia Srodka plyty od
wielkoéci obcigzenia mozna zauwazy¢, ze krzywa odbiega szybko od przewidy-
wanej przez teori¢ fizycznie liniowa. Po osiagnigciu obcigzenia odpowiadajace-
go ugieciu rzedu grubosci plyty krzywa wznosi si¢ prawie liniowo az do
obcigzenia odpowiadajacego ugigciu rzedu siedmiu grubosci plyty, po czym
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nachylenie maleje. Przy zmianie obciazenia do wielkosci odpowiadajacej
ugieciu rzedu czterech grubosci plyty odksztalcenia sa wciaz jeszcze male, ale
obroty staja si¢ zauwazalne. Nastgpnie, wraz ze wzrostem obciazenia obroty
wzrastaja, a odksztalcenia staja si¢ umiarkowanie duzymi. W $wietle powyz-
szych uwag wydaje si¢ usprawiedliwione rozwiazywanie zginania kolowej plyty
utwierdzonej w ramach nieliniowej teorii powlok przy duzych odksztalceniach.
Nalezy rowniez zaznaczy¢, ze w tym zadaniu uwzglednienie skoniczonych
odksztalcen znacznie zmniejsza promieniowe i obwodowe naprezenia.
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