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WPLYW DWUPARAMETROWEGO PODLOZA
SPREZYSTEGO NA DRGANIA WLASNE
PLYTY O SREDNIEJ GRUBOSCI

WACLAW SZCZESNIAK (WARSZAWA)

W pracy analizuje si¢ drgania wlasne gigtne i skretne plyty o Sredniej grubosci, spoczywajacej
na dwuparamerowym podlozu sprezystym typu Winklera w rozumieniu trokierunkowym. Izo-
tropowa i jednorodna plyta sprezysta w ksztalcie prostokata spetnia warunki brzegowe swobod-
nego podparcia. Drygi wspoélczynnik podtoza sprezystego k, komplikuje zarowno drgania wiasne
skretne plyty jak rowniez drgania gigtne. Czgsto$¢ rotacyjna lub zwiazana z nia predko$é fazowa sa
takie same jak dwie sprz¢zone czgstosci zwigzane z nieznanymi funkcjami y, i y, okreslajacymi
scinanie w plycie lub z odpowiadajacymi tym czestosciom predko$ciami fazowymi. Praca jest
uzupelnieniem, rozszerzeniem i poglebieniem oraz pewna korekta odpowiedniego rozdzialu
opracowania monograficznego autora [1], jak rowniez nawigzuje ona do prac autora [2-4].
Opracowanie jest ilustrowane licznymi rysunkami i tablicami wynikajacymi z zaprogramowania
rozwigzan na mikrokomputer.

1. WSTEP I MODELE PODLOZA SPREZYSTEGO

Podstawowe zadanie wszelkich konstrukcji nosnych stosowanych w budo-
wnictwie polega na bezpiecznym . przenoszeniu roznego. rodzaju obcigzen
dziatajacych na budowle i przekazaniu ich przez fundament na podloze
gruntowe. Podloze gruntowe jest zatem nierozerwalnie potaczone i zwiazane ze
wszystkimi typami budowli i obiektow inzynierskich. Kazda budowla ,wy-
rasta” z podtoza. Od ponad wieku tworzy si¢ rozne fizyczne i matematyczne
modele osrodka gruntowego. Pierwszym modelem opracowanym juz w 1867
roku jest podioze sprezyste typu Winklera, a zagadnienie graniczne plyty na
tego rodzaju podioza jest juz klasyczne w mechanice budowli. Uogolnieniem
modelu zajmowalo si¢ wielu badaczy. WIEGHARDT [5], PASTERNAK [6],
Weasow [7] opracowali podstawy teoretyczne modelu dwuparametrowego,
jednokierunkowego, uwzgledniajacego Scinanie osrodka. KACZKOWSKI w mo-
nografii [22] rozwaza plyt¢ na podlozu Winklera w rozumieniu trojkierun-
kowym. Podloze jest tu roéwniez opisane dwoma wspolczynnikami k, i k,,
ktérych wymiarem fizycznym jest [MN/xﬁ3].r W przypadku podloza Paster-
naka—Wlasowa drugi wspofczynnik podloza K, ma wymiar [MN/m]. Zgodnie
z rysunkiem 1 podstawowe roéwnanie modelu Pasternaka otrzymuje si¢
rozpatrujac rownowage wycietego, nieskonczenie malego elementu o jedno-
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Rys. 1. a) Nieskonczenic maly element podloza sprezystego Pasternaka z warstwa czula na
Scinanie. b) Uktad sil dzialajacych na element podloza sprezystego Pasternaka

stkowej wysokosci z warstwy czulej na $cinanie. Naprezenia styczne i sily
poprzeczne w tej warstwie, okresla si¢ zgodnie z prawem Hooke’a i definicja

sity poprzecznej
I:sz] ¥ Ktl:'))xz:l =. K! ax w,
Tyz yyz a

PR (b EET A

(1.1)
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Rownanie réwnowagi statycznej, zgodnie z rysunkiem 1b, jest okreslone
w nastgpujacy sposob

0 0
(1.2) Q. %9,

2 BE Vo R Rk
ax+ay+ ,=0,

gdzie R, = k,w okresla oddziatywanie sprezyny Winklera na warstwe Paster-
naka.

Po podstawieniu sit poprzecznych Qx i Qy okreslonych wzorami (1.1), do
(1.2) otrzymuje si¢ réwnanie jednokierunkowego modelu Pasternaka

(1.3) R(x, y) = k,w—K,V?w.

Model podioza sprezystego dwuparametrowego WLASOWA [7] zostat opraco-
wany przy zalozeniu jego ,rownowaznosci” warstwie sprezystej o wysokosci
H na sztywnej bazie. Zalozenie w warstwie u =0, v =0 oraz w(x, y, z) =
= w(x, y)¥(2), gdzie J/(z) przyjeta funkcja, opisujaca pole przemieszczeri na
grubosci warstwy oraz wykorzystanie tzw. ,,uogolnionych rownan rownowagi
w rozumieniu dopuszczalnych mozliwych przemieszczenn Lagrange’a” wy-
prowadzonych z zasady pracy wirtualnej, malego elementu warstwy prowadzi

do rownania modelu

(14) q, = kw(x, y)—2tV?w(x, y),
w ktorym
Eysy, Egryy = 2
— et = d ’
g s i +vy).. 1 g'ﬁ e
LAY E v
s z Bhes gr =2 gric
S11 g(&) . 4 L= Voo Yo L=y,

Réwnania (1.3) i (1.4) przy oznaczeniach g, = R(x, ), k=k, i 2t = K, sa
identyczne. Oba te modele uwzgledniaja $cinanie w warstwie, dzieki czemu
podtoze osiada rowniez poza miejscami kontaktu z obciazeniem. Funkeja /(z)
shy(H —z)
shyH
wspolczynnikiem zanikania przemieszczen na glebokoéci warstwy. Oba modele
sa jednokierunkowe, co oznacza, Ze nie moga by¢ w szczegolnosci obcigzane
sitami stycznymi. Modele te sq bezinercyjne, co w zagadnieniach dynamicznych
nie odpowiada podtozu gruntowemu (np. nie ma zjawisk falowych w podtozu).
Tg niedogodnos¢ usuwa model Wiasowa uwzgledniajacy bezwtadnosé podioza
opisany rownaniem (1.5)

w modelu Wiasowa moze by¢ przyjeta jako i, = , gdzie y jest

w(x, y, t)

(1.5) q(x, y, t) = kw(x, y, 1) —21V?w(x, y, t)+m, PP



90 WACLAW SZCZESNIAK
gdzie
H
S 2
my = mof '&(z)dZ,
0

my = i jest masa przypadajaca na jednostke objetosci sprezystego podioza, y,
g

jest cigzarem objetosciowym gruntu.

Modele dwuparametrowe byly rowniez przedmiotem badati WIEGHARDTE'A
[5], FrLoNiENKI-BoRroDICZA [27], HETENYE'GO [28], REISSNERA [12]. W pracy
Wieghardte’a wykorzystano rozwiazanie polptaszczyzny sprezystej do sfor-
mulowania rownania belki na pewnym podlozu opisanym wspotczynnikami c,
k. Model FrLoNENKI-BORODICZA [27] opisuje réwnanie (1.6)

(1.6) p =kw—TV?w,

gdzie T jest napigciem membrany przykrywajacej sprezyny Winklera.
Model-HETENYE'GO [28] opisany jest rownaniem (1.7)

1.7) p=kw+DV?*V?y,

gdzie D jest sztywnoscia plyty przykrywajacej sprezyny Winklera. Jezeli
zalozy¢ w rozwazaniach podloze Pasternaka—Wlasowa w rozumieniu troj-
kierunkowym, wowczas model jest opisany czterema wspolczynnikami
k., G, k, i G,. W takim modelu w szczegblnosci obciazenie moze byé poziome
i styczne do podloza. Zalozenie w takim czteroparametrowym modelu,
wspolezynnikéw opisujacych écinanie G, i G,, réwnych zeru prowadz do
modelu podloza Winklera w rozumieniu tréjkierunkowym. Tak rozumianym

modelem zajmowali si¢ URBANOWSKI [29] oraz KACZKOWSKI w monografii
 [22]. W pracy przegladowej KERRA [13], ktora poleca si¢ uwadze, podano
szczegOlowy opis tych wszystkich modeli wskazujac na ich zalety i wady.
Modele te aczkolwiek zasadniczo rozne i nie powinny by¢ pojeciowo mieszane
sa nazywane w literaturze przedmiotu modelami dwuparametrowymi. Modela-
mi wyzszego rzgdu zajmowali si¢ KERR [8-9], LEVINSON [10-11], REISSNER
[12] i wielu innych. MARTINCEK w pracach [14-16] uwzglednit w modelu
Wiasowa bezwladnos¢ podloza, operujac juz trzema wspolczynnikami
a w przypadku podloza nieliniowego fizycznie az czterema wspotczynnikami.
Dwuparametrowe modele podtoza zostaly adaptowane i rozbudowane w celu
opisu stanéw lepkosprezystych, sprezysto-plastycznych i lepkosprezysto-plas-
tycznych w o§rodku gruntowym. Model polprzestrzeni sprezyste; traktowane;j
jako podloze sprezyste jest rowniez przedmiotem badan w licznych pracach
[17-21]. Polprzestrzen sprezysta polaczona szeregowo z podlozem Winklera
tworzy model kombinowany [20]. Tematyka plyty na podiozu sprezystym
zajmowalo si¢ rowniez wielu polskich badaczy — Szczepaniak [20], SWITKA
[21], Kaczkowskl [22] i inni. Wplyw sprezystej podatnoéci podioza ma
dwojakie znaczenie. Z jednej .strony moze nas interesowaé stan naprezen
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i odksztalcen plyty przy zastosowaniu roznych rodzajow podioza w celu
zmniejszenia naprezen lub osiadan projektowanej plyty. Z drugiej strony ze
wzgledu na to, ze pomiary naprezen, odksztalcen i osiadania plyty sa o wiele
latwiejsze do wykonania niz pomiary tych wielkosci w podlozu, zwlaszcza bez
naruszania struktury jego materiatu.

2. PODSTAWY TEORETYCZNE OPRACOWANIA

Przyjmuje si¢ techniczna teori¢ plyty o sredniej grubosci podana w pracach
autora [1-4]. Modyfikacja owej teorii polega na przystosowaniu jej do
rozwigzywania plyt pod obciazeniami dowolnymi, w szczegdlnosci obciazen
stycznych dzialajacych na plaszczyznach ograniczajacych. Zaklada si¢ podloze
Winklera w rozumieniu trojkierunkowym, opisane dwoma wspotczynnikami k,
ik,.

Przyjete podloze jest bezinercyjne i dwustronne. W rozdziale 6 podaje si¢
dodatkowo réwniez komplet rownan ruchu plyty w przypadku przyjecia
dwuparametrowego podtoza jednokierunkowego typu Pasternaka—Wlasowa.
Przyjeta do rozwazan techniczna teoria plyt o $redniej grubosci opiera si¢ na
dwoch zalozeniach upraszczajacych:

przemieszczenia u, nie zaleza od z, zatem u,=w i g =0,

naprezenia styczne t,, i 7,, zmieniaja si¢ na grubosci ptyty wedlug danych
funkcji
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Rys. 2. a) Przyjety uklad dodatnich sit zewnetrznych stanowiacych obciazenie plyty. b) Fragment

plyty na dwuparametrowym podiozu Winklera w rozumieniu tréjkierunkowym. Pokazano tylko

sktadowe reakcji podtoza p, i p,. Interpretacja rownania wigzow geometrycznych wg Mindlina — 1,
wg Kaczkowskiego — II

2 E h?
Ve = 2(1— )< "4‘)’
TITRAG

y » T, oznaczaja skladowe obciazenia zewnetrznego, stycznego do

dolnej i gérnej powierzchni plyty, a y,, x, oznaczaja na razie nieznane funkcje
okreslajace Scinanie w plycie.

gdzie
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Wprowadza si¢ kombinacje obciazen poziomych i pionowych zgodnie
z (22) <

o - X, -,
(2.2) Kief =5 L U ¥yo| = pGE=TE
Z, (R i Z, s i

Oznaczenia (2.2) sg identyczne jak w monografii AMBARCUMIANA [23]. W pracy
uwzglednia si¢ wplyw naprezen o, (05;), wyliczajac je bez zadnych uproszczen
z trzeciego rownania ruchu dynamicznej teorii sprezystosci. Wektor przemiesz-
czen w plycie jest opisany trzema funkcjami w, y,, ,, identycznie jak w pra-
cach [1-4]. Plyta jest sprezysta, izotropowa i jednorodna. Stosujac znane,
standardowe postgpowanie, podane np. w pracy [4], wyznacza sily wewnetrzne
stanu tarczowego i plytowego dane odpowiednio wzorami (2.3) i (2.4)

%_H)@ X, i oY,
Nt om0yl W - ax 6«" +
dy  ox 6 5x
h*(0X, oY, 1
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Eh (6u ov\ h*(0X, 0Y.
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3

= m ozZnacza

Eh -4
gdzie S = {—,2 oznacza sztywnos¢ tarczowa plyty, D
—v
: ; v ; s .
sztywnoS¢ plyty na zginanie, 4, = L okresla wplyw naprezen o, na sily

P g - 5
wewnetrzne i ugigcia plyty. Wspolczynnik $cinania przyjety w pracy — x» = 6

Wprewadzajac za monografia KACZKOWSKIEGO [22] u$rednione Reis-
snerowskie katy obrotu 9; i B;, i = x, y zdefiniowane wzorami

19 h/2 h/2
(2.5 Q=3 f wzdz, B,=— [ y,dz, i,j=x,y,
h> iz S5h _y2
po wykonaniu przypisanych calkowan otrzymuje sie :
"
’_'9x— a 1 [Xl] h2 [Xx:l
= — W+— B
1 9, 9 GLY, | 50-v)|x
0y |

(2.6)

ﬁx P 6 [Xl—— B h2 [Xx:l
| 8,1 SGLY, | s(1-v|x, |
Usrednione katy 9; i B; zwiazane sa ze soba rownaniami wiezow geometrycz-
nych

d
L . ox Bl sl [X
e [ o el
dy

Funkcje y, i x, mozna uzalezni¢ od katow 9; i B, odwracajac zwiazki (2.5).

3. ROWNANIA RUCHU PLYTY NA PODLOZU SPREZYSTYM WINKLERA

W teoriach plyt o Sredniej gruboéci réwnania ruchu mozna otrzymac
niezaleznie kilkoma sposobami. Zasada zachowania pedu i momentu pedu
ukladu sit dziatajacych na nieskonczenie maly element plyty okresla wektor
glowny i moment gléwny. Jednoczesne przyréownanie do zera tych wielkosci
prowadzi do owych réwnan. Zasada pracy wirtualnej (tzw. zasada d’Alember-
ta) po uwzglednieniu sit i momentéw bezwladnosci, jak rowniez zasada
Hamiltona sa najczgsciej stosowanymi przy wyprowadzaniu dynamicznych
rownan réwnowagi plyty. Na szczegolna uwage zashuguje calkowa zasada


































































