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WPLYW DWUPARAMETROWEGO PODLOZA
SPREZYSTEGO NA DRGANIA WLASNE
PLYTY O SREDNIEJ GRUBOSCI

WACLAW SZCZESNIAK (WARSZAWA)

W pracy analizuje si¢ drgania wlasne gigtne i skretne plyty o Sredniej grubosci, spoczywajacej
na dwuparamerowym podlozu sprezystym typu Winklera w rozumieniu trokierunkowym. Izo-
tropowa i jednorodna plyta sprezysta w ksztalcie prostokata spetnia warunki brzegowe swobod-
nego podparcia. Drygi wspoélczynnik podtoza sprezystego k, komplikuje zarowno drgania wiasne
skretne plyty jak rowniez drgania gigtne. Czgsto$¢ rotacyjna lub zwiazana z nia predko$é fazowa sa
takie same jak dwie sprz¢zone czgstosci zwigzane z nieznanymi funkcjami y, i y, okreslajacymi
scinanie w plycie lub z odpowiadajacymi tym czestosciom predko$ciami fazowymi. Praca jest
uzupelnieniem, rozszerzeniem i poglebieniem oraz pewna korekta odpowiedniego rozdzialu
opracowania monograficznego autora [1], jak rowniez nawigzuje ona do prac autora [2-4].
Opracowanie jest ilustrowane licznymi rysunkami i tablicami wynikajacymi z zaprogramowania
rozwigzan na mikrokomputer.

1. WSTEP I MODELE PODLOZA SPREZYSTEGO

Podstawowe zadanie wszelkich konstrukcji nosnych stosowanych w budo-
wnictwie polega na bezpiecznym . przenoszeniu roznego. rodzaju obcigzen
dziatajacych na budowle i przekazaniu ich przez fundament na podloze
gruntowe. Podloze gruntowe jest zatem nierozerwalnie potaczone i zwiazane ze
wszystkimi typami budowli i obiektow inzynierskich. Kazda budowla ,wy-
rasta” z podtoza. Od ponad wieku tworzy si¢ rozne fizyczne i matematyczne
modele osrodka gruntowego. Pierwszym modelem opracowanym juz w 1867
roku jest podioze sprezyste typu Winklera, a zagadnienie graniczne plyty na
tego rodzaju podioza jest juz klasyczne w mechanice budowli. Uogolnieniem
modelu zajmowalo si¢ wielu badaczy. WIEGHARDT [5], PASTERNAK [6],
Weasow [7] opracowali podstawy teoretyczne modelu dwuparametrowego,
jednokierunkowego, uwzgledniajacego Scinanie osrodka. KACZKOWSKI w mo-
nografii [22] rozwaza plyt¢ na podlozu Winklera w rozumieniu trojkierun-
kowym. Podloze jest tu roéwniez opisane dwoma wspolczynnikami k, i k,,
ktérych wymiarem fizycznym jest [MN/xﬁ3].r W przypadku podloza Paster-
naka—Wlasowa drugi wspofczynnik podloza K, ma wymiar [MN/m]. Zgodnie
z rysunkiem 1 podstawowe roéwnanie modelu Pasternaka otrzymuje si¢
rozpatrujac rownowage wycietego, nieskonczenie malego elementu o jedno-
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Rys. 1. a) Nieskonczenic maly element podloza sprezystego Pasternaka z warstwa czula na
Scinanie. b) Uktad sil dzialajacych na element podloza sprezystego Pasternaka

stkowej wysokosci z warstwy czulej na $cinanie. Naprezenia styczne i sily
poprzeczne w tej warstwie, okresla si¢ zgodnie z prawem Hooke’a i definicja

sity poprzecznej
I:sz] ¥ Ktl:'))xz:l =. K! ax w,
Tyz yyz a

PR (b EET A

(1.1)
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Rownanie réwnowagi statycznej, zgodnie z rysunkiem 1b, jest okreslone
w nastgpujacy sposob

0 0
(1.2) Q. %9,

2 BE Vo R Rk
ax+ay+ ,=0,

gdzie R, = k,w okresla oddziatywanie sprezyny Winklera na warstwe Paster-
naka.

Po podstawieniu sit poprzecznych Qx i Qy okreslonych wzorami (1.1), do
(1.2) otrzymuje si¢ réwnanie jednokierunkowego modelu Pasternaka

(1.3) R(x, y) = k,w—K,V?w.

Model podioza sprezystego dwuparametrowego WLASOWA [7] zostat opraco-
wany przy zalozeniu jego ,rownowaznosci” warstwie sprezystej o wysokosci
H na sztywnej bazie. Zalozenie w warstwie u =0, v =0 oraz w(x, y, z) =
= w(x, y)¥(2), gdzie J/(z) przyjeta funkcja, opisujaca pole przemieszczeri na
grubosci warstwy oraz wykorzystanie tzw. ,,uogolnionych rownan rownowagi
w rozumieniu dopuszczalnych mozliwych przemieszczenn Lagrange’a” wy-
prowadzonych z zasady pracy wirtualnej, malego elementu warstwy prowadzi

do rownania modelu

(14) q, = kw(x, y)—2tV?w(x, y),
w ktorym
Eysy, Egryy = 2
— et = d ’
g s i +vy).. 1 g'ﬁ e
LAY E v
s z Bhes gr =2 gric
S11 g(&) . 4 L= Voo Yo L=y,

Réwnania (1.3) i (1.4) przy oznaczeniach g, = R(x, ), k=k, i 2t = K, sa
identyczne. Oba te modele uwzgledniaja $cinanie w warstwie, dzieki czemu
podtoze osiada rowniez poza miejscami kontaktu z obciazeniem. Funkeja /(z)
shy(H —z)
shyH
wspolczynnikiem zanikania przemieszczen na glebokoéci warstwy. Oba modele
sa jednokierunkowe, co oznacza, Ze nie moga by¢ w szczegolnosci obcigzane
sitami stycznymi. Modele te sq bezinercyjne, co w zagadnieniach dynamicznych
nie odpowiada podtozu gruntowemu (np. nie ma zjawisk falowych w podtozu).
Tg niedogodnos¢ usuwa model Wiasowa uwzgledniajacy bezwtadnosé podioza
opisany rownaniem (1.5)

w modelu Wiasowa moze by¢ przyjeta jako i, = , gdzie y jest

w(x, y, t)

(1.5) q(x, y, t) = kw(x, y, 1) —21V?w(x, y, t)+m, PP
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gdzie
H
S 2
my = mof '&(z)dZ,
0

my = i jest masa przypadajaca na jednostke objetosci sprezystego podioza, y,
g

jest cigzarem objetosciowym gruntu.

Modele dwuparametrowe byly rowniez przedmiotem badati WIEGHARDTE'A
[5], FrLoNiENKI-BoRroDICZA [27], HETENYE'GO [28], REISSNERA [12]. W pracy
Wieghardte’a wykorzystano rozwiazanie polptaszczyzny sprezystej do sfor-
mulowania rownania belki na pewnym podlozu opisanym wspotczynnikami c,
k. Model FrLoNENKI-BORODICZA [27] opisuje réwnanie (1.6)

(1.6) p =kw—TV?w,

gdzie T jest napigciem membrany przykrywajacej sprezyny Winklera.
Model-HETENYE'GO [28] opisany jest rownaniem (1.7)

1.7) p=kw+DV?*V?y,

gdzie D jest sztywnoscia plyty przykrywajacej sprezyny Winklera. Jezeli
zalozy¢ w rozwazaniach podloze Pasternaka—Wlasowa w rozumieniu troj-
kierunkowym, wowczas model jest opisany czterema wspolczynnikami
k., G, k, i G,. W takim modelu w szczegblnosci obciazenie moze byé poziome
i styczne do podloza. Zalozenie w takim czteroparametrowym modelu,
wspolezynnikéw opisujacych écinanie G, i G,, réwnych zeru prowadz do
modelu podloza Winklera w rozumieniu tréjkierunkowym. Tak rozumianym

modelem zajmowali si¢ URBANOWSKI [29] oraz KACZKOWSKI w monografii
 [22]. W pracy przegladowej KERRA [13], ktora poleca si¢ uwadze, podano
szczegOlowy opis tych wszystkich modeli wskazujac na ich zalety i wady.
Modele te aczkolwiek zasadniczo rozne i nie powinny by¢ pojeciowo mieszane
sa nazywane w literaturze przedmiotu modelami dwuparametrowymi. Modela-
mi wyzszego rzgdu zajmowali si¢ KERR [8-9], LEVINSON [10-11], REISSNER
[12] i wielu innych. MARTINCEK w pracach [14-16] uwzglednit w modelu
Wiasowa bezwladnos¢ podloza, operujac juz trzema wspolczynnikami
a w przypadku podloza nieliniowego fizycznie az czterema wspotczynnikami.
Dwuparametrowe modele podtoza zostaly adaptowane i rozbudowane w celu
opisu stanéw lepkosprezystych, sprezysto-plastycznych i lepkosprezysto-plas-
tycznych w o§rodku gruntowym. Model polprzestrzeni sprezyste; traktowane;j
jako podloze sprezyste jest rowniez przedmiotem badan w licznych pracach
[17-21]. Polprzestrzen sprezysta polaczona szeregowo z podlozem Winklera
tworzy model kombinowany [20]. Tematyka plyty na podiozu sprezystym
zajmowalo si¢ rowniez wielu polskich badaczy — Szczepaniak [20], SWITKA
[21], Kaczkowskl [22] i inni. Wplyw sprezystej podatnoéci podioza ma
dwojakie znaczenie. Z jednej .strony moze nas interesowaé stan naprezen
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i odksztalcen plyty przy zastosowaniu roznych rodzajow podioza w celu
zmniejszenia naprezen lub osiadan projektowanej plyty. Z drugiej strony ze
wzgledu na to, ze pomiary naprezen, odksztalcen i osiadania plyty sa o wiele
latwiejsze do wykonania niz pomiary tych wielkosci w podlozu, zwlaszcza bez
naruszania struktury jego materiatu.

2. PODSTAWY TEORETYCZNE OPRACOWANIA

Przyjmuje si¢ techniczna teori¢ plyty o sredniej grubosci podana w pracach
autora [1-4]. Modyfikacja owej teorii polega na przystosowaniu jej do
rozwigzywania plyt pod obciazeniami dowolnymi, w szczegdlnosci obciazen
stycznych dzialajacych na plaszczyznach ograniczajacych. Zaklada si¢ podloze
Winklera w rozumieniu trojkierunkowym, opisane dwoma wspotczynnikami k,
ik,.

Przyjete podloze jest bezinercyjne i dwustronne. W rozdziale 6 podaje si¢
dodatkowo réwniez komplet rownan ruchu plyty w przypadku przyjecia
dwuparametrowego podtoza jednokierunkowego typu Pasternaka—Wlasowa.
Przyjeta do rozwazan techniczna teoria plyt o $redniej grubosci opiera si¢ na
dwoch zalozeniach upraszczajacych:

przemieszczenia u, nie zaleza od z, zatem u,=w i g =0,

naprezenia styczne t,, i 7,, zmieniaja si¢ na grubosci ptyty wedlug danych
funkcji

HL - Vsl P+ T -
Tl 2LT,-T,7| h[T,"+T, -
a * dy "
vz
i £
10 [ X
[} T~// (\\l =
| ‘/_ £
s 5l ,,’
/ F
/ i o, =
SEpienay Sl e e 1Y Tx
(%
y +
Ty 12 ‘ vy
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Rys. 2. a) Przyjety uklad dodatnich sit zewnetrznych stanowiacych obciazenie plyty. b) Fragment

plyty na dwuparametrowym podiozu Winklera w rozumieniu tréjkierunkowym. Pokazano tylko

sktadowe reakcji podtoza p, i p,. Interpretacja rownania wigzow geometrycznych wg Mindlina — 1,
wg Kaczkowskiego — II

2 E h?
Ve = 2(1— )< "4‘)’
TITRAG

y » T, oznaczaja skladowe obciazenia zewnetrznego, stycznego do

dolnej i gérnej powierzchni plyty, a y,, x, oznaczaja na razie nieznane funkcje
okreslajace Scinanie w plycie.

gdzie
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Wprowadza si¢ kombinacje obciazen poziomych i pionowych zgodnie
z (22) <

o - X, -,
(2.2) Kief =5 L U ¥yo| = pGE=TE
Z, (R i Z, s i

Oznaczenia (2.2) sg identyczne jak w monografii AMBARCUMIANA [23]. W pracy
uwzglednia si¢ wplyw naprezen o, (05;), wyliczajac je bez zadnych uproszczen
z trzeciego rownania ruchu dynamicznej teorii sprezystosci. Wektor przemiesz-
czen w plycie jest opisany trzema funkcjami w, y,, ,, identycznie jak w pra-
cach [1-4]. Plyta jest sprezysta, izotropowa i jednorodna. Stosujac znane,
standardowe postgpowanie, podane np. w pracy [4], wyznacza sily wewnetrzne
stanu tarczowego i plytowego dane odpowiednio wzorami (2.3) i (2.4)

%_H)@ X, i oY,
Nt om0yl W - ax 6«" +
dy  ox 6 5x
h*(0X, oY, 1
ez, 4 G 1]
Eh (6u ov\ h*(0X, 0Y.
2.3 Nxy = Nyx = i
23) e 4 gy 2(1+v)(6y+6x)+24< dy +5x>
2w *w e , Oy
—_2_+ 2 2 B
M, ox dy h 0x ay
=Y P T A PP e—te +
My 6_K+va_ - —%-f- aXx
PE T oy " ox
0X, .S Y,
0 "oy ’
6(1—v) | 0y, oX, 10\ax oy
__+v—
dy 0x
h?(0X, 0Y,\ oh*®d*w][1
L2\ e o) 12 ot 1
‘w Dh*[dy, 0x h{0X, .aY
2ilhe s spimiley, kil . TINIEN BT B il 3
( ) xy yx ( 6xay 10 <6y = 6X>+12< ay ;- ax)

Q.= —Dy.+hX,, Q,= —Dy,+hY,
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3

= m ozZnacza

Eh -4
gdzie S = {—,2 oznacza sztywnos¢ tarczowa plyty, D
—v
: ; v ; s .
sztywnoS¢ plyty na zginanie, 4, = L okresla wplyw naprezen o, na sily

P g - 5
wewnetrzne i ugigcia plyty. Wspolczynnik $cinania przyjety w pracy — x» = 6

Wprewadzajac za monografia KACZKOWSKIEGO [22] u$rednione Reis-
snerowskie katy obrotu 9; i B;, i = x, y zdefiniowane wzorami

19 h/2 h/2
(2.5 Q=3 f wzdz, B,=— [ y,dz, i,j=x,y,
h> iz S5h _y2
po wykonaniu przypisanych calkowan otrzymuje sie :
"
’_'9x— a 1 [Xl] h2 [Xx:l
= — W+— B
1 9, 9 GLY, | 50-v)|x
0y |

(2.6)

ﬁx P 6 [Xl—— B h2 [Xx:l
| 8,1 SGLY, | s(1-v|x, |
Usrednione katy 9; i B; zwiazane sa ze soba rownaniami wiezow geometrycz-
nych

d
L . ox Bl sl [X
e [ o el
dy

Funkcje y, i x, mozna uzalezni¢ od katow 9; i B, odwracajac zwiazki (2.5).

3. ROWNANIA RUCHU PLYTY NA PODLOZU SPREZYSTYM WINKLERA

W teoriach plyt o Sredniej gruboéci réwnania ruchu mozna otrzymac
niezaleznie kilkoma sposobami. Zasada zachowania pedu i momentu pedu
ukladu sit dziatajacych na nieskonczenie maly element plyty okresla wektor
glowny i moment gléwny. Jednoczesne przyréownanie do zera tych wielkosci
prowadzi do owych réwnan. Zasada pracy wirtualnej (tzw. zasada d’Alember-
ta) po uwzglednieniu sit i momentéw bezwladnosci, jak rowniez zasada
Hamiltona sa najczgsciej stosowanymi przy wyprowadzaniu dynamicznych
rownan réwnowagi plyty. Na szczegolna uwage zashuguje calkowa zasada
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mechaniki Hamiltona, mozna tu bowiem poza rownaniami ruchu plyty
otrzymac naturalne warunki brzegowe. Zasada wariacyjna nabrala szczegolnie
na znaczeniu w ostatnim okresie, gdyz u jej podstaw leza metody kom-
puterowe, jak np. MES powszechnie stosowana w obliczeniach. W odniesieniu
do plyt $redniej grubosci metoda wariacyjna jest przemiotem badan T.
LEWINSKIEGO W pracach [24-25]. Ostatecznie wszystkie te zasady w przypadku
stanu plytowego prowadza do trzech réownan rézniczkowych czastkowych.
Laczny rzad tych rownan jest szosty. Podstawowe rownanie ruchu plyty
mozemy napisa¢ nastepujaco: ¢

D > 60D(1—v) 60D2(1—v) ot*
_Z, (@-wK i oh® 2Z, h, Q-

G.1) V4w +Q_hﬁ_ M_thvz@z_“’)_ " i
: or?

P 1. Sde V2
D 10D(1—v) 27 60D%(1—v) o2 D¢ 60D(1—v) 4
eh® ¢
ad 2 252
360D*(1—v) ot
oX {5 8Ypo U ; RS {e, '
gdzie ¢ = +6_y jest dywergencja kombinacji obciazen poziomych.
Wprowadzajqc oznaczenie
Jy,. Ox
32 L A Ay
(32) K

gdzie Y, ,,) Oznacza rotacj¢ nieznanych funkcji x, i x,, otrzymamy réwnanie
(3.3)

10 oh® o*y 5h 5oh 0*T
3.3 VY- ——— —V[————
o 4 hzlll 6D(1—v) a2 6Dv i 6GD ot*’
3 X, eX ; i LAy A ;
gdzie I' = 7}1—_5; oznacza rotacj¢ kombinacji obcigzen poziomych. Nie-

znane funkcje x, i yx, spelniaja rownanie (3.4) i sa zalezne od ugigcia
w 1 kombinacji X,, Y, i Z,

0
10 oh® *x ox 10 11gh *w
Sid) i P e 1l o x| = By i ilBu 0 W
ik [ 2 6D(1—v)at2][ ” Y YT eDi—y) o2
dy
. [ox, oy, 0’ X,
z, i h ox oy | [4-5v +_5£ ay*
D(1—) 6D(1—v) |2y, X, || -1 6D | 0%,

oy ox 0x?
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(3.4) _ Soh *[X,
[cd.] 6GD 2| Y, |

W przypadku dwuparametrowego podioza sprezystego Winklera okreslonego
wspolczynnikami k, i k, odpowiednia skltadowa reakcji podloza jest opisana
W nastgpujacy sposob

(35) pP: = kzwa b= ktui’ i=Xx, Y.

Kombinacje obciazenia stycznego w plaszczyznie styku plyty z podlozem sa
okreslone wzorami (3.6)

0
X, kh|ox ki 1] y
(3.6) I:Y1]_ ) w4+ 241wz | Z,=q—k,w.
dy

Wykorzystujac (3.6), jak rowniez trzecie rownanie dynamicznej rownowagi
plyty (3.1, mozemy napisa¢ podstawowe rownanie zadania granicznego
w postaci

BT Viw

+%62w 17—6v 32 3w & 0% h® 6_4_vg+
D o 60D(1—v)° o> ) T 60D2(1—v) t*

st Bpe B yrjercol oo 2930
I D 10D(1—v) 60D2(1—v o>

1 (k2
L VZ‘“(Q”—”‘ )J

w o (2—vh* _, oh’®
X[B_éoD(l—v)v T oD (1 —v atz

A gon (2—v)h? oh®  9%q +

o 117 Bk 60D2(1—v) or>
£ Fa. B gy " ST ST
1—u| D 60D(1—v) 360D%(1—v) ot |

" 4
24D(1—v)
wplyw nieznanych funkgji x, i x, na sily poziome w plaszczyznie styku plyty
z podlozem. Zwraca si¢ uwagg, ze dla wspotczynnikow k, opisujacych podioza
gruntowe, wartosci u sa bardzo male w stosunku do 1. Przyjecie u= 0
upraszcza réwnanie (3.7), ktore teraz jest podane w nastepujacy sposob:

ehd*w  17—6v . _,(0%w o*h®  o*w
& VY eh 2 2 &
D o2 _60D(1—v) a2 ) T 60DZ(1 =) ot

gdzie p= jest bezwymiarowym wspolczynnikiem okreslajacym

(G8) Viw+
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(3.8) w  (2—v)h? oh’ .0*w
o V2 o
[cd ] kz|:D 10D(1 —v) W+6OD2(1~_v) ot?
kh*>_[w (2—v)h? oh> 3w
SR om0 S MOERR SRR AR, WSS A R
4 V[D 60D(—v) " t360D2(1 ) o2
OGRS WS E WL oh>  9°q
=D 10b(i—y) " 4tepri v o
Istotnemu uproszczeniu ulega rowniez roOwnanie (3.6)
0
X| kh|ox
(39 {Yl]— s la "
ay ° 7

ijest identyczne jak w przypadku plyty cienkiej na dwuparametrowym podlozu

odksztalcalnym. Przy duzych wartosciach k,, np. podioze gruntowe wzmoc-

nione systemem pali ukos$nych, wartosci x sa duze i nie sposob zakladaé u = 0.
Roéwnanie (3.3) po uwzglednieniu (3.6) jest nastepujace

10 oh?® *y
10 1=n) V2 — i — =052 =0
(3 G) ( ”z) ‘p hz'/’ 6D(1—v)\ .r’tl atz
4
gdzie n, = 144D(1— 44Dt( =) jest bezwymiarowym wspoétczynnikiem okreslajacym

wplyw nieznanych funkgji y, i x, na sily styczne dzialajace w plaszczyznie styku
plyty z podlozem. Uklad rownan (3.4) w przypadku w =01 Z, = 0 oraz po
uwzglednieniu (3.6,) mozemy zapisa¢ w sposOb nastepujacy -

4—5v e & ] _

0
5(1—v) 0
0x
Uklad réwnan (3.11) mozna zapisa¢ réwniez w postaci operatorowej
(3.12) [Lll le]I:Xx] = 0’
L,y Ly dlx,
gdzie

i 4—5y S 1 Y 0? P
I““(l__—_"')v 2 6Da—v) Mo si-way

7 — Rozprawy Inzynierskie 1/89
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n, 0

5(1—v)oxay’

o A N 19, o e
Lzz—(l—m'h)v e Pl ”')aﬁ 5(1—)0y" -

Nie jest trudno zauwazy¢, ze dwa rownania (3.11) po niewielkich przeksztal-
ceniach sg identyczne jak rownanie (3.10).

L12 =L, =

4. WLASNE DRGANIA GIETNE PLYTY NA PODLOZU SPREZYSTYM WINKLERA

Zakladajac warunki brzegowe prostokatnej ptyty o wymiarach a, b podpar-
tej przegubowo na obwodzie i majacej sztywne przepony uniemozliwiajace
przemieszczenia wzdluz brzegu plyty w postaci

x=0, w0,)=0, M/0,))=0, x0,y=0,
x=a, w@a, =0 M/J(,y=0, 2@y)=0
y=0, wx0=0, Mx,0=0, x(x,0=0
y=b, wx,b)=0, My x,b)=0, x(x,b)=0

mozemy wyznaczy¢é az trzy pasma czestoSci drgan wlasnych plyty — dwa
pasma drgan wlasnych gietnych i jedno pasmo drgan wlasnych skretnych.
Nadmienia si¢ réwniez, ze termin swobodne podparcie w przypadku plyty
o $redniej grubosci nie jest jednoznaczny [1]. Warunki brzegowe (4.1) zostana
spetnione, jesli za funkcje w(x, y, t) obierzemy

@.1)

S, G

4.2) w(x, y, t) =Y. C,, sina, xsina, ycosd, ,t,
gdzie am=@, an=ﬂ, men=1,3, 5%
a o b
Podstawienie (4.2) do réwnania (3.7), w ktorym g(x, y, t) = 0, prowadzi do (4.3)
4.3) PROMLE L) S Lo LA RS
. m,n 12 h m,n mn 576\’1 m,n

gdzie

g 6(1 )

R, 60(1—v)(1 — ) + 72, [17—6v+u(2—v)]+

Qr%l,n Bee 240(1 _v)')j:tn.na
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3 6(1—p) / —v
4 2
Yman = 6-5# {ymn"' \1+10(1 ) +

0 By
+[u+4(1 _V)vﬁ.,,.][l +———60(1 _v)v?.,,nb},

k, ki k,h*
S i rme—e, U, = s
k. 24D(1—v) D

Ymn = h? (e +03).

Bezwymiarowy parametr y,, wprowadzony tutaj za praca J. MOssA-
KOWSKIEGO [26], odgrywa zasadnicza rolg. W przypadku plyty na dwupara-
metrowym podiozu sprezystym Winklera mamy do czynienia z parametraml
Tmn Wb V0. Pty hiraka podiogs 8 = =" = hi=k, =0.9.8= n. PO
rozwiazaniu (4.3) oraz wprowadzeniu bezwymlarowych czestosci wiasnych
drgan gietnych mamy

= 1 o 1/2
(4.4) Q3= { et (Pl Q.z..,..)”z]} :
‘Ym n
gdzie
T2 o Q, = 301 0
. Wy 3 Wy

E

2
Cp—

oA YDV g

n=m\ETEN\G) "n/z
.
a

e ed R 2 A ___f e
')’m,n_n C (m +A n ), }, b, 6 Q(I—Vz)

X

N
~

y
Rys. 3. Schemat statyczny rozwazanej plyty

Jezeli przyjmuje si¢ u = 0, co oznacza nieuwzglednienie wplywu nieznanych
funkgji x, i x, na sily styczne dzialajace w plaszczyznie styku plyty z podiozem
i co jest uzasadnione technicznie w przypadku szerokiej klasy podioza
gruntowego, wowczas czgstos¢ drgan wlasnych nalezy wyznacza¢ z rownania
(3.8) przy pominigciu w nim prawej strony — rownanie jednorodne. Przyjecie
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rozwigzania (4.2) doprowadza do réwnania (4.3) w ktorym sg inne o Qm,,,,
i §,,..- ROWnanie to przepiszemy jeszcze raz pomijajac znak ~ nad charakterys-
tycznymi wielko$ciami oraz uwzgledniajac fakt ze,

' ife\ e\t
g I P D 2 Sl ¢ 0 gt o
(4'5) wm,n 12( h) m,n wm,n + 576< h) Qm,n 0’
gdzie

2 Oymn
Pm,n = 60(1 —v)+(17_6v)'})m.n+”z 1+ s

24
Omn = 4*[15(1-V)],

. 2—v 0 2—v

;n = :n 1 s 2 el e A rznn rznn .

i b, +“={ +[10(1—v)+4< teoa—y" >]y }
Bezwymiarowe czestosci drgan wiasnych gigtnych plyty sa w tym przypadku
okre§lone w sposob nastgpujacy

4.6 0,5 = —{Lep 7 P2 -2y}
) 1/3_‘))_'2",; 2 m,n+( mn~ m.n)] s

Na rysunkach 4-8 poréwnano czestoéci drgan wlasnych gigtnych wyliczonych
ze wzoréw (4.4) i (4.6). W tablicy 1 poréwnano te same czgstosci dla kilku

o
(12
|
?

4 a &
FE L 1004 3 - -S
=  E
o ~ =
€ 80 £
B 2
© R=075 B
5 < S
> =
g £ 60 5
2hY 8
2 c 3
S

e 401 : 3
g .
] 0w
§ | §
@ - | 2
[

S Q=075 B
o bt
5 *e
03 M 00 01 02 03 M

Rys. 4 Rys. 5
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C.E& > u'w ) VUI
& 25 ydAwdib wobip yoAupogoms 125035823  auoloin
TR R P - e o Sadl 1 Lo 1B Mo | =
Vwy s u'uy &
7 yokudib  ypbip yoAupogoms 1§0}sézd  auoloin o
S -~ ) 5 13
(32
G
& o
G G 1y
o
~N
b n
% @ 1S
+ (=]
+ ¢ + + : S
5] g 8 g 3 3
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re

1004 §23

swobodnych drgar gigtnych

80t 3

Q@m,n< Pmpn

~

Urojone czestosci

+ : + } —> Rys. 8

00 01 02 03 04 M

Rys. 4-8. Poréwnanie czgstosci drgan wiasnych gigtnych piyty z uwzglednieniem i bez uwzgled-

niania wptywu funkcji x, i x, na skladowe poziome sit 1 Ty" lub X, i Y, dziatajacych
w plaszczyznie kontaktu plyty z podlozem Winklera w funkcji parametru 6 = k/k,

realnych wspotczynnikoéw dwuparametrowego podtoza Winklera. Jak wynika
z tej tablicy i rysunkéw 4-8, dla malych wartosci wspolczynnikow k,, tzn.
matych wartosci p, réznice migdzy odpowiednimi czestosciami gigtnymi sa
minimalne. Przy duzych wartosciach wspolczynnikow k, i pu roznice migdzy
czestosciami Q3 i Q3 sa znaczne. W tablicy 2 analizuje si¢ wptyw grubosci
plyty na pierwsze czestosci drgan gigtnych. W tablicy 3 za§ wplyw liczb
potfalowych m i n na owe czgstosci gigtne. W tablicy 4 analizuje si¢ z kolei
wplyw bezwymiarowego parametru 0 = k,/k,, a w tablicy 5 wplyw wspolczyn-
nika k, na rozwazane czestoSci. Wreszcie w tablicy 6 pokazano wplyw liczby
Poissona v na wszystkie trzy czestosci drgan wlasnych rozwazanej plyty.

5. DRGANIA WEASNE SKRETNE PLYTY O SREDNIEJ GRUBOSCI
NA DWUPARAMETROWYM PODLOZU SPREZYSTYM TYPU WINKLERA

Przyjety do rozwazan wariant teorii plyty o sredniej grubosci pomija
sprzezenie stanu tarczowego i plytowego wywolane skladowymi poziomymi
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Tablica 1. Porownanie czestosci wiasnych drgan gietnych plyty o $redniej grubosci spoczywajacej na
dwuparametrowym podiozu sprezystym typu Winklera w przypadku udzialu funkcji y, i y, na
skladowe poziome sil T* i ’I'y+ lub X, i Y, dzialajacych w plaszczyZnie kontaktu plyty z podiozem

Pierwsza gi¢tna Pierwsza gig¢tna
czgstos¢ drgan czgstos¢ drgan
wlasnych bez  wlasnych z udziatem|
udziatu funkgji funkcji x, i %, 5
Wartosci liczbowe Xx 1 %, na sily na sity X, i Y, Q,—-Q, 100
wspolczynnikow Liczby X, 1Y, wplasz- | w plaszczyznie a3,
sprezystosci potfalowe czyznie kontaktu kontaktu plyty
podioza k,, k, min plyty z podlozem | z podlozem spre- blad wozglcdny
[MN/m?%] sprezystym typu zystym typu [%]
Winklera w rozu- | Winklera w rozu-
mieniu trojkierun- | mieniu tréjkierun-
kowym kowym
Ql fj  §
k, =0 m=1l,.n=l 0,897053 0,897053 0%
k. =0 m=3 n=3 0,584 234 0,584 234 0%
0=0 m=9 n=9 0,246 062 0,246 062 0%
k, = 50 MN/m? m=1 n=1 0,907 694 0,907 802 —0,011 886%
k,=100 MN/m?® | m=3 n=3 0,584 485 0,584 508 —0,003 855%
0="1/2 m=9:n=9 0,246 077 0,246 070 0,002 731%
k,=100 MN/m® | m=1 n=1 0918212 0918433 —0,024 128%
k. =200 MN/m® .im=3 n=3 0,584 737 0,584 782 —0,007 686%
6=12 m=Qn=9 0,246 092 0,246 092 0,005474%
k,=500 MN/m®> | m=1 n=1 0,998 373 0,998 772 —0,140 180%
k,=1000 MN/m* | m=3 n=3 0,586 743 0,586 972 —0,039375%
0=-1/2 m=9-np=9 0,246 213 0,246 146 0,027 280%
k,=5000 MN/m?® | m=1 n=1 1,650909 1,686 052 —2,128 700%
k,=10000MN/m3| m=3 n=3 0,608 887 0,611 751 —0,470289%
0=1/2 m=9 n=9 0,247 575 0,246921 0,264 060%
k,=50000MN/. | m=1 n=1 4478132 6,591 762 —47,198950%
k,=100000MN/..| m=3 n=3 0,799 314 0,882098 —10,357060%
0=1/2 M=% >n="9 0,260 877 0,256 442 1,700210%




104 WACLAW SZCZESNIAK

Tablica 2. Wplyw grubosci plyty na bezwymiarowe czestosci Q, i Q, drgan wlasnych gietnych. Dwa
przypadki: zupelny brak podloza sprezystego k, = k, = 0 oraz k, = 50 MN/m? i k, = 25 MN/m?,
0 =kjk, Q5> Q,

Q, 2,
h k,=0 k, = 50 MN/m* k,=0 k, = 50 MN/m?
a 1 1
k=0 =3 k=0 0=>
: ;
< 0,897 053 0,902 388 9,981 378 9,981373
1
= 0,970 166 0,044 863 36,916 664 36,916 667
1
% 0,986 320 1,316270 81,702055 81,702053
1 .
5 0992214 1,839 200 144,384 745 144,384 740
- E =20000MPa, v= 0,167,
MNOZNIK @y = o2 B .
h/12 m=n=1;/-a=b=1m

Tablica 3. Wplyw liczb pétfalowych m i n na czgstosci bezwymiarowe drgain wlasnych gietnych plyty.
Dwa przypadki: zapelny brak podioza sprezystego pod plyta i jego obecnosé

Q, Q,

Tpie k,=0 k, = S0 MN/m? k,=0 k, = 50 MN/m?

. k, =0 k, = 25 MN/m? k=0 k, = 25 MN/m?
1t 0,897053 0,902389 9,981378 9,981373
3,y 0,584 234 0,584 360 1,702861 1,702857
5,5 0,407 428 0,407 458 0,879059 0,879057
1, 1 0,204 304 0,204309 0,362 199 0,362198
21,2t 0,109 533 0,109 535 0,185363 0,185366
51, 51 0,045 454 0,045455 0,075735 0075735
101, 101 0,022979 0,022980 0,038196 0,038 196

PmaCp E=20000MPa, v=0167, a=b=1m
MNOZNIK p /12 hla=02, kh*/D = 00588327, m,n — zmienne.




WPLYW DWUPARAMETROWEGO PODLOZA SPREZYSTEGO NA DRGANIA WLASNE PLYTY 105

Tablica 4. Wplyw wspolczynnika 0 = k,/k, na bezwymiarowe czestosci Q, i Q, drgan wlasnych
gigtnych plyty

k,
0 = k—z Ql Q3
0 0,901 962 9,981 404
0,5 0,902 389 9,981 373
1 0902815 9,981 342
1,5 0,903 241 9,981 311
2 0,903 667 9,981 281
5 0,906 219 9,981 096
10 0910456 9,980 787
50 0,943 686 9978317
100 0,983 691 9,975224 0 05 sskRe
1000 1,540 283 9,918 533 E = 20000 MPa,
y=0,167,
2 k,=S0MN/™, a=b=1m,
MNOZNIK 1m2% b o
b /12 h=02m, knh*D =00058327,
E
m=n=1, ¢}=—-—.
o(1—v?)

reakcji podloza sprezystego na dolnej plaszczyznie ograniczajacej, wspolnej dla
plyty i podloza. Poziome reakcje podioza sprezystego roztozono na sktadowe
antysymetryczne i symetryczne. Skladowe antysymetryczne X, i Y, uzalez-
niono od wspodtczynnika k,, wykorzystujac réwnanie modelu podioza. Po
podstawieniu tych skladowych do rownan ruchu plyty otrzymano réwnanie
(3.7) oraz réwnania (3.10) lub (3.11). Laczny rzad tych réwnan jest szosty.
Wprowadzenie oddzialywan reakcji podloza do wzordéw (2.1), juz wiec na
etapie hipotezy kinematycznej, prowadzi do sprzezonego ukiadu pigciu rownan
ruchu o ich tacznym rzedzie rownym dziesie¢. Rozwazania rozpoczyna si¢ od
analizy czestosci drgan wlasnych skretnych plyty zwiazanych z funkcja
Y(x, y, t). Przyjecie rozwiazania (5.1) spelniajacego warunki brzegowe (4.1)
w nastepujacej postaci

(5.1 Y(x, y, £) = Y. Ky, nCOS 0, XCOS A, YCOS By ot
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Tablica 5. Wplyw wspélczynnika podloza sprezystego k, przy réznych wartosciach 0 = k/k, na
bezwymiarowe czestosci drgan wlasnych gigtnych plyty o Sredniej grubosci

0 = kj/k, k,[MN/m?] Q, Q,
50 0,901 962 9,981 404
500 0,945098 9,981 640
s 5000 1,299 035 9,984 023
50000 3,096 169 10,010 109
50 0,902 389 9,981 373
500 0,949 066 9,981 332

0=0,5

5000 1,328 536 9,980 254
50000 3,227 507 9,976 254
50 0,902 815 9,981 342
500 0953115 9,981 023
oo 5000 1,357433 9,981933
50000 3:355617 9,941 639

MNOZNIK 1™ ;Ao E =20000 MPa, v =0,167,

h\/ﬁ m, n=1"ha=02 a;b:lm
k, — zmienne, %= R

Tablica 6. Wplyw liczby Poissona v na bezwymiarowe czestosci drgan wlasnych gietnych plyty na
podiozu sprezystym Winklera

i v=0 v =0,167 v=03 v=05

Q :

Q, 0,912640 - 0,902 389 0,890933 0,863 819

Q, 10,190 322 9,300 588 8,525 836 7,205 646

Q, 10,814 398 9,981 373 9,264 808 8,069334 .

E = 20000 MP — zmienne,
MNOZNIK Y™ o Cp 3a, v = zmienne
h /12 k,=50 MN/m®, 0=1/2, m=n=1,
a=b=1m, kh*D =00058327, hja=02.
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po podstawieniu do (3.8) prowadzi do réwnania kwadratowego z ktorego
okreslimy bezwymiarowa rotacyjna czesto$¢ drgan wiasnych Q.

N oy g
52 2, = O = o3| 6=V F+Vma ) | »
( 2 ¢ y,zn,,,[ ( )(f, ! >]
gdzie
. = 5k, h*
gz s Qro' — w—kl', ét = l_np nt it m—v—).

Jak juz wspomniano, uklad rownan (3.11) lub (3.12) po niewielkich przeksztat-
ceniach mozna napisa¢ réwniez w nastgpujacy sposob

10 ok? ke o
(5.3) [(l—m)vz_ﬁ_m( ”‘)mz][x,]_o

Dwie sprzgzone czgstosci drgan skretnych zwiazane z funkcjami g, i g,
wyznaczone z ukladu (5.3) s3 rowne i takie same jak czgsto$¢ rotacyjna Q,
okreslona wzorem (5.2). Na rysunku 9 podaje si¢ zaleznos¢ owej czestosci
w funkcji bezwymiarowego parametru #,. Punkt #, = 1 lezy na asymptocie.
Okresla on jednocze$nie pewien graniczny wspotczynnik podioza dwuparamet-
rowego Winklera k,. Przy wartosciach #, > n,(gr) lub k,(gr) nie sa mozliwe
drgania skretne ptyty. W tablicy 7 podane sa czgstosci rotacyjne w funkcji kilku
wartosci wspolczynnikow k,.

Tablica 7. Wplyw wspolczynnika k, na bezwymiarowa rotacyjng czesto$¢ drgan wlasnych skretnych
plyty @, = ﬁm przy roinych wartosciach liczb péifalowych m i n

k=0 k, = 25 MN/m? k, =50 MN/m* | k, =100 MN/m?

m, n 2 = = =

Q, Q, Q, Q,
1,1 9,300 589 9,300 693 9,300 798 9,301 008
33 1,301 193 1,301 202 1,301218 1,301 230
5,5 0,617 637 0,617 639 0,617 642 0,617210
1.7 0,403 206 0,403 206 0,403 209 0,403 210
10,10 0,267 053 0,267 054 0,267 054 0,267 055
21,21 0,121 516 0,121516 0,121 516 0,121 516

y h
MNozNIK YmaCp - : E=20000 MPa, v=0167, —=02,
h\/12

m, n — zmienne, k,, n,, £, — zmienne,

% 5k,h4 i £y 1 1/2
”'_-IZZD_(I—-_v)’ Ge=1-n, Q= & [5(1-V)<¢t+7-..):| .
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22

40

mn

‘I/ ~
_Q.z= ;—2 |(5(1~\) (10+Yr:,n ]:‘ 27 Szrot.= )}’12 {:6(1'\))(19' b Xl"?.l'\) —J/Z
m,n

30

20

Asymptota

- 5keh”
tT 4D 1-v)
0 s 4
01 02 03 0,4 05 06 07 08 09 10

21 lgr)

Rys. 9. Drgania wlasne skrgtne plyty o $redniej grubosci na dwuparametrowym podiozu
sprezystym typu Winklera w funkcji wspotczynnika 7,

W tablicy 8 podane sa zaleznosci migdzy bezwymiarowym wspoiczyn-
nikiem podloza n, oraz liczbami poffalowymi m i n a czgstoscia rotacyjna
swobodnych drgan skretnych plyty. Przypadek n, = 1 jest interesujacy zarow-
no z teoretycznego jak i technicznego punktu widzenia. Jezeli n, =1 to
Y(x, y, t) = 0, a wigc w analizowanym modelu ptyty o Sredniej grubosci brak
jest rotacji funkeji y, i x,. Z réwnan (5.3) wynika natychmiast w takim
przypadku, ze y, = x, = 0. Fizycznie oznacza to, ze nie istnieja drgania wlasne
skretne plyty. Wydaje si¢ to zrozumiale, bowiem trudno jest mowi¢ o podiozu
sprezystym w tym przypadku, gdyz jego charakterystyki mechaniczne sa
wigksze od charakterystyk mechanicznych samej plyty. Na rysunku 10
pokazano posta¢ drgan skretnych plyty odpowiadajaca czgstosci rotacyjnej a,.
Jak latwo zauwazyé posta¢ ta w dowolnym punkcie plyty ma w=0.
Zaznaczono roéwniez usrednione katy Reissnera 9,1 3,, ktore sa rozne od zera
w tym przypadku. Przypadek w =0 i Z, =0, po wykorzystaniu pierwszego
z wyjéciowych réownan ruchu (2.36) podanego w cytowanej pracy autora [1]
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Tablica 8. Czestosci skretne drgain wlasnych plyty w funkcji bezwymiarowego wspolczynnika 1, i liczb
pétfalowych m, n

m=1n=1 m=3, n=3
Sk,h* - i
" 144D(—y) Q,
n,=0 1 1
0,1 1,05022 1,03197
0,2 1,10982 1,07 058
0,3 1,18 206 1,11 827
0,4 1,27 196 1,17 886
0,5 1,38 810 1,25 880
0,6 1,54 604 1,36 999
0,7 1,77 837 1,53754
0,8 2,16963 1,82711
0,9 3,05637 2,50225
0,95 4,31388 3,47953
0,9999 96,272 76,461
nt" =1 00 00

oraz po wykorzystaniu odwroconego zwiazku (3.6) niniejszej pracy, prowadzi
do nastgpujacego wzoru na dywergencje funkcji X, i ¥, lub . i g,

aX P AN

@y ox 0y &

(5:4) ¢ =
Z drugiej za$ strony przeksztalcone rownanie ruchu plyty (3.1) przy w =0
i Z, =0 prowadzi do réwnania rézniczkowego

¢ 6(2 v)D 360(1 v)D
0 T 1
Réwnanie to nie moze okresla¢ jednak zadnych drgan, bowiem jak to wcze$niej
wykazano, ¢ = 0 i nie istnieje w tym przypadku zadna dywergencyjna czesto$é

drgan plyty. W cytowanej juz pracy autora [1] zakradt si¢ blad w réwnaniu
(3.251). Rozwazania i wzory od (3.25i) do (3.25p) sa bledne. Rowniez czestosé

(5.5)

Vo ¢ =0.
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% ke h3 X

Yy 24-(1-v) Xy

Vs y 4

LI 0 BR e
5(1-v) | 246

v, Xy

Rys. 10. Postaé drgan skretnych plyty odpowiadajaca czestosci @, = Q.

drgan podana wzorem (3.25t) jest pozbawiona sensu fizycznego bowiem takie
drgania nie istnieja.

W zakoniczeniu tego punktu wskazuje si¢ na inny mozliwy wariant teorii
obliczania plyty o $redniej grubosci na dwuparametrowym podlozu sprezystym
typu Winklera. Wariant ten uwaza si¢ za Scisly. Zatozymy, ze sity T," i T," sa
powiazane z reakcjami podioza sprezystego w nastgpujacy sposob

G
T u, | kh|ox kh® [y
5.6 =k 0|+ -t
R [Tf} ‘[vo]+2 0 ¥ 12(1—v)[xy]
ay

Tak wyliczone sity T,", « = x, y, nalezy podstawi¢ do rownan (2.1) a wigc juz
na poziomie hipotezy kinematycznej uwzglednia si¢ przyjety do rozwazan
model podloza. Tak sformulowany wariant teorii bedzie prowadzit do pigciu
pasm czestosci drgan wilasnych plyty i do sprzgzenia stanu tarczowego ze
stanem plytowym.
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6. ROWNANIA RUCHU PLYTY NA PODLOZU SPREZYSTYM TYPU
PASTERNAKA—-WLASOWA

Omawiane w punkcie 1 jednokierunkowe podloze Pasternaka—Wlasowa
rozni si¢ zasadniczo od przyjetego w pracy modelu podloza Winklera
w rozumieniu trojkierunkowym. W przypadku przyjetego w opracowaniu
modelu podtoza Winklera warunki kontaktu ptyty z podlozem zdefiniowane sa
w nastgpujacy sposob:

przemieszczenie pod plyta

wa(x, y, t) = w,(x, y, ),
(61) ud(x, y’ t) = up(x’ ya t)’
v(x, ¥, 1) = v,(x, ¥, 1),

gdzie indeksem d oznaczono przemieszczenia dolnej ptaszczyzny ograniczajacej
plyte a indeksem p oznaczono przemieszczenie podioza w plaszczyznie styku
z dolnq.powwrzchma ograniczajaca .plytg. Poza plyta jest w, = u, = v, = 0, jak
to wynika ze specyfiki modelu Winklera,

naprezeniowe pod plyta, z = h/2,

07 = —p, =2, =q—k,w,, X,=T' Y, =T,
(62) Tiz ™ _px = Xl FF —ktud’
= —p, =Y, = —ku,.

gdzie g jest wektorem pionowych obciazen zewnetrznych. Poza powierzchnia
kontaktu plyty z podlozem naprezenia w podlozu sa rowne zeru.

W przypadku plyty na podiozu sprezystym Pasternaka—Wlasowa warunki

kontaktu plyty z podiozem sa inne:
przemieszczeniowe pod plyta, z = h/2

wy(X, ¥, 1) = wy(x, y, 1),
(6.3) ug(x, y, ) #0, u,(x,y,t)=0,
0,06, ¥, ) #0, v,(x, y,1)=0;

przemieszczenie poza plyta
Wy(x, y, ) #0, wu,=v
K,V*W,—k, W, =0;

z"p

(6.4)

naprezenie pod plyta
a‘: FonhRAT Zz = q—kzwp+K,Vzwp,. K, # kt’
(65) rizz _Px=X1=O, X1=T.;c+, 152#0,
= =Py Yy =0, Yy T s aho# 0;
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napre¢zenie poza plyta
(6.6) ab=0, 5#0, -, #0.

Roéwnania ruchu plyty o $redniej grubosci na podlozu sprezystym Paster-
naka-Wilasowa otrzymuje si¢ z rownan (3.1), (3.3) i (34) jesli przyjaé
X, =Y, =0oraz Z, = g—k,w+ K,V?w. Rownania te mozna napisa¢ w spo-
sOb nastepujacy:
w+@a_zﬂ__£:_61_9h3 2<62W>_ Q’h O'w

D dt* 60D(1—v) ot* ] 60D*(1—v) at*

15 e 5 2
—[1 s )| RN a](kzw—K,VZW)=

v4

D 10D(1—v)  60D*(1—v)ar?
g Rk, e 2
=D 10D(1—v)  1TeoD(1—v) 3

g = gl eahgadihd [vz_ﬁ___@’” _52][’&}

2" 6D(1—v) o h?* 6D(1—v)ar* || z,
<
ox 10 11oh  0*w 1 }
o s g OB ol —K.V2?w—q]}.
El { 2 Y tepawer T paoylr KV W
0y

Poza powierzchnia kontaktu plyty z podiozem obowiazuje rownanie
(6.8) K, V*W%,—k,w,=0.

Na rysunku 11 pokazano pogladowo element ptyty zginany walcowo na tego
typu podiozu sprezystym. Jak latwo zauwazy¢ komplet rownan (6.7) jest inny
od rownan ruchu ptyty na podtozu Winklera w rozumieniu trojkierunkowym,
rownania (3.1), (3.3) i (3.4). Réwnania ruchu plyty w obu modelach podioza sa
te same jesli zatozy¢ ze, k, = K, = 0.

7. WNIOSKI 1 UOGOLNIENIA

W plycie o $redniej grubosci spoczywajacej na dwuparametrowym podiozu
sprezystym typu Winklera w rozumieniu tréjkierunkowym istnieja dwa pasma
czestosci drgan wilasnych gietnych oraz jedno pasmo drgan wlasnych skret-
nych. Czestoé¢ Q, jako podstawowa jest zawsze mniejsza od czgstosci
swobodnych drgan gietnych Q,. Wniosek ten, jak nietrudno zauwazy¢, dotyczy
rowniez podloza jednokierunkowego typu Pasternaka—Wtasowa. Podstawowa
czestosé Q, jest rowniez zawsze mniejsza od podstawowej czestodci tej samej
plyty ale obliczanej metoda klasyczna — plyta cienka, réznice sa tym wigksze,
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ql(x)
AR/ d5=§>hl;?w7dx
My /
T%‘ dx
]
‘15:311

R(x)=(sz_Kt%%)dx t t T 1
d

dx

8y [MN/ms]
Ky [MN/m ]

Rys. 11. Nieskoriczenic maly element plyty na podlozu sprezystym typu Pasternaka wraz
z ukladem sit wewnetrznych dzialajacych w plycie i podiozu

im plyta jest grubsza oraz im wyzsza jest czgstos¢ drgan. Czestosci drgan
wlasnych, gietnych plyty na podlozu sprezystym sa zawsze wigksze niz
czgstosci tej samej plyty ale nie spoczywajacej na podlozu. Liczba Poissona
v wplywa zawsze na wszystkie czestosci drgan wiasnych plyty. Wpiyw funkcji
X« 1 X, na poziome sily dzialajace we wspdlnej plaszczyznie styku plyty
z podlozem Winklera, moze by¢ pominigty w przypadku gdy wspolczynnik
podioza k, lub p, jest maly. W przypadku podloza gruntowego pominigcie
wplywu tych funkcji, w przypadku stanu plytowego, na skladowe reakcji
podloza X, i Y, nie wplywa albo w minimalnym stopniu na czgstosci
swobodnych drgan skretnych i gigtnych. Przyjeta do szczegolowej analizy plyta
o $redniej grubosci, swobodnie podparta ma ograniczone zastosowanie prak-
tyczne. Tym niemniej analiza drgan wlasnych takiej ptyty pozwala na pewne
wazne uogolnienia i wnioski przenoszace si¢ i na inne plyty o innych
warunkach brzegowych, w szczegoélnosci na plyte o brzegach swobodnych,
jako najbardziej interesujacy praktyczny przypadek plyty.

8 — Rozprawy Inzynierskie 1/89
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PesoME

‘BJIMAHUE OBYITAPAMETPUYECKOI'O VIIPYI'OI'O OCHOBAHUSA
HA COBCTBEHHBIE KOJIEBAHWS TUIMTHI CPEAHEN TOJII[UHbBI

B pabore aHanM3MPYHOTCS COOCTBEHHBIE M3IHOHBIE M CKPYYMBAIOIIME KOJNEOAHHS ILUIHTHI
Cpe[HEH TOJIIMHEL, HAXO/AIEHCS Ha JIByapaMeTPHYeCKOM YIPYIrOM OCHOBaHMM THNa BuHKIEpa
B TPEXHANpPaBJICHHOM CMBICJIE. YHpyras, H30TPONHAs ¥ OJHOPOJHas IUMTA B (HOpPME NpAMO-
YTOJIbHHKA YAOBJETBOPAET IPAaHAYHLIM YCJIOBHSM CBOOOIHOrO onupanus. Bropoil xoagduumest
YIPYroro OCHOBaHHMS K, YCIIOXHSET, NMpPEXIE BCEro, COOCTBEHHBIE CKPYYMBAIOIIHE KoJeGaHus
IWATHL. POTanuMOHHas 4acToTa WIM CBA3aHHAA C Heif-(asoBas CKOPOCTb HE OTJIMYHA OT JABYX
CONPSDKCHHBIX 9aCTOT, CBS3AHHBIX C HEU3BECTHBIMA QYHKIMSMH ¥, H X,, ONPEACIAIONIUME CABAT
B IUIMTE WJIM C COOTBETCTBYIOIMMH 3THMH 4acTOTaM (pa3oBbiME ckopocTsmu. PaboTa sBisercs
PaCIIMPEHHEM H YryGJleHHEM COOTBETCBYIOINErO paszelna MOHorpaduyeckoif paspaborku [1]
'aBTOpA, KaK TOXE HaBs3bIBacT oHa k pab6oram [2—4] aBTropa. Pa3paGoTka MiumIOCTpHpOBaHA
MHOT'OY¥CIICHHBIMA PHCYHKaMH M Ta0JMIaMH, BRITEKAIONIMMH H3 IIPOrPAMMHEPOBAHHS PEIIEHHK
Ha MHKPOKOMIIBIOTEDE.

S UMMARY

INFLUENCE OF TWO-PARAMETER ELASTIC FOUNDATION ON FREE VIBRATIONS
OF A PLATE OF MODERATE THICKNESS

Transversal and torsional vibrations of a plate of moderate thickness are analyzed; the plate
rests on a twoparameter Winkler-type elastic foundation. The elastic, isotropic and homogeneous
rectangular plate satisfies the conditions of simple support at the edges. The second parameter k, of
the elastic foundation influences mainly the torsional plate vibrations. The vibration frequency and
the corresponding phase velocity are not different from the two conjugate frequencies connected
with the unknown functions y,, x, describing the shear, or from the respective phase velocities. The
paper represents a generalization of the corresponding chapter of book [1] by this author, use
being also made of papers [2-4]. The results are illustrated by several figures and numerical results.
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