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ZAGADNIENIE BUDOWY ROWNAN DYNAMIKI
SPREZYNY WALCOWEJ

JERZY FRANKOWSKI ( KIELCE )

W komunikacie przedstawiono rownania dynamiki nieliniowej deformacji zwoju sprezyny
$rubowej walcowej. Deformacja ogdina okreflona jest wektorem przemieszczenia punktéw osi
grodkéw mas u(s,7) oraz katem obrotu (s, 7) mierzsacym obroty materialu zwoju spreZyny
wokdt niedeformowane]j osi. Zwia,zi{i geometryczne i kinematyczne procesw deformacji szcze-
golowo zostaly przedstawione przez J. FRANKOWSKIEGO | K.WILMANSKIEGO w [2]. Réwnania
ruchu spresyny whprowadzane sa na podstawie praw bilansu pedu i momentu pedu. W kofico-
wej czedci komunikatu przedstawiono uklad réwnari dynamiki sprezyny dla ogdlnego przypadku

deformacji {(u, ).

1. WSTEP

Niektére zalozenia dotyczace przyjetego modelu fizycznego sprezyny
(preta przestrzennie zakrzywionego) zostaly przedstawione w [2].
Wystarczajs one do okreslenia miar deformacji charakteryzujacych ruch
materialu sprezyny i stanowia podstawe do wprowadzenia zwigzkow fi-
zycznych. :

Zagadnienie budowy réwnan dynamiki zwoju sprezyny walcowej,
w przypadku nieliniowej deformacji, wymaga wprowadzenia podanych
ponizej zatozen fizycznych:

material sprezyny spelnia liniowe zwiazki fizyczne (prawo Hooke’a)
i jest jednorodny, ' .

oddzialywania w sprezynie ograniczajg si¢ do rozciagania lub sciska-
nia tzw. widkien materialnych (patrz [10]) oraz do $cinania pomiedzy
wloknaini,

powierzchnia tworzaca sprezyny jest nieobciazona,
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wplyw sit objetosciowych pominieto, ktére to zalozenia pokrywaja
sie w zasadzie z przyjetymi w klasyczne] pracy [4] (por. réwniez [ 1,5,
9)). | T

W literaturze istnieja nieliczne prace na ten temat. W zakresie '
pelnej teorii nieliniowej (réwniez fizycznie) najwczes$niejsza praca jest
artykul G.E.HaYy’A [5], rozszerzony pézniej przez A .E.GREENA [4] i
J.L.ERICKSENA [1]. Nalezy zaznaczy¢, ze prace te dotycza zagadniens =
statycznych i nie prowadza do efektywnych wzoréw dla wysitkéw prze-

krojowych. Wynika to z braku jawnej postaci energii odksztalcenia.

Podobny zakres zagadniefi - réwniez statycznych - obejmuja monogra- -
fie E.P.Porowa [8] i A.A.ILJUCHINA [7]. Zagadnienia dynamiki Li- =
niowej sprezyn obejmuje monografia M.W.CHWINGII [6] oraz prace,
ktérych autorami sa:V.A.SVETLICKT {11, 12], L.A.STAROSELSKI [13], -
B.A.Korbur, T.V.LAZAREWA [14]. :

Wykorzystane w tej pracy zwigzki geometryczne i kinematyczne, jak™
réwniez omoéwienie ukladdéw wspdlrzednych mozna znalezé¢ w [2].

‘Autor chcialby wyrazié wdziecznoéé Prof. K. WILMANSKIEMU za po—
moc w opracowanlu teorii przedstawionej w tej pracy. '

2. ROWNANIA RUCHU SPREZYNY

Réwnania ruchu sprezyny wyprowadza si¢ na podstawie praw bilansu
pedu i momentu pedu.

Afssds) -

Rys. 1

Na rys.1 pokazany jest wyciriek sprezyny o dlugodci AS w jego kon-
figuracji aktualnej w chwili 7y.
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T=Tp

Rys. 2

Rysunek 2 przedstawia wycinek sprezyny zaréwno w konfiguracji od-
niesienia { w chwili 7 = 75 ) jak'i aktualnej ( w chwili 7 =7, }. We-
ktory jednostkowe tg, ng, by tworza ruchomy tréjécian Freneta o orien-
tacji prawoskretnej okreSlony w kazdym punkcie osi érodkéw mas po-
przecznych przekrojéw ( opisanej wektorem ry ) w konfiguracji aktualnej.
Wektor wodzacy wldkna materialnego r okre$lony jest zwiazkiem (2.8)
podanym nizej. Kat mierzacy obroty materialu zwoju sprezyny wokdl
niedeformowanej osi érodkéw mas poprzecznych przekrojéw oznaczono
symbolem . ‘ ' o '

2.1. Rownanie bilansu pedu

Postaé¢ calkowa rownania bilansu pedu dla rozwazanego wycinka
Zwoju sprezyny jest nastepujaca:

(2.1) [ pidV = §  Tda,

gdzie AV oznacza obszar wycinka, AV — powierzchnie tego obszaru,
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dA— zewnetrznie zorientowany element powierzchni, p—gestoéé masy,
T- tensor naprezen Pioliego-Kirchhoffa oraz ¥— przyspieszenie.

Wyrazenie po lewej stronie (2.1), po wykorzystanin zwiazku (2.9)
podanego nizej przyjmie postaé:

(2.2) jMpist - fAVp {£o[iio — 2Bop — bog — no())z+
+bo + 2it0¢ + nog — by ()"} dV.
Poniewaz uklad z,y jest centralny, to
(2.3) [prdd=0, [pyda=0.
Wprowadzajac do réwnania (2.1) oznaczenia
(2.4) 6:= [ TtdA,

gdzie weltor 8 jest wypadkows, silg przekrojowa w przekroju poprzecz-
nym o wspoélrzednej S oraz

(2.5) m = LpdA,

gdzie m— oznacza mase sprezyny na jednostke dlugosci w konfiguracji
aktualnej ; i przechodzac do granicy AS — 0, otrzymujerny

(2.6) . miy = 9gb.

Réwnanie to, zgodnie z twierdzeniem o ruchu érodka masy- ukladu, re-
prezentuje zasade zachowania pedu dla sprezyny.

2.2. Rdumanie bilansu momentu pedu

Opierajac si¢ na przedstawionych zalozeniach réwnanie bilansu pedu
mozna napisaé w postaci:

(2.7) Jo, & X (pE)dV = § r x (TdA),

gdzie r oznacza wektor wodzacy wldkna materialnego okreslony
wyrazeniem

(2.8) r = rg + ngzbyy,

I oznacza przyspieszenie dowolnego punktu sprezyny,
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(2.9) i = fg[ng — 2o — bop — no(¢)?]x[bg + 2nep+

410 = bo(¢)]y.

Wprowadzajac oznaczenie
(2.10) M = | (noz + boy) X (Tto)dA,

gdzie wektor M jest wypadkowym momentem przekrojowym w prze-
kroju poprzecznym o wspdlrzednej S oraz przyjmujac klasyczne ozna-
czenia dla charakterystyk przekrojowych:

I, =/Apy2dA, -Iyszp:r:sz,

(2.11) 9 9
Ly=[peydd, I = [ o2’ +y")dA = L+1,

uwzgledniajac (2.3), (2.8), (2.9) i przechodzac do granicy AS — 0 otrzy-
muje sie réwnanie

(2.12) g x (itg — 2¢bg) L, + by x (by + 2pn0)I; — Glotet

+{bo x (iig — 2¢bo — (9)’ng) + g x (bo + 2110 — ($)*bo) 1Ly =
=ty X Q + 8;M

obrazujace zasade zachowania momentu pedu dla sprezyny.

3. SILY UOGOLNIONE W SPREZYNIE

W praktycznych zastosowaniach réwnania bilansu pedu i momentu
pedu wygodniej jest wykorzystywaé w postaci rozpisanej w lokalnym
ukladzie odniesienia.

Wektor naprezenia [T tg] wyraza si¢ przez wektory podstawowe
t9, ng, by w postaci zwigzku:

(31) : Tto=octp+7onp+ 7y by,

gdzie o oznacza skladowa normalna wektora naprezenia w kierunku osi
to, 7,— skladows styczna w kierunku osi ny, 7,—skladowa styczna w
kierunku osi by.
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W podobny sposéb rozklada sie wypadkowa sila przekrojowa Q w
przekroju poprzecznym S okreélona w (2.4)

(32) Q =N tg -+ Q:,; 1)) + Qy bg,

gdzie N oznacza sile normalng w kierunku osi g, @, — sile tnaca w kie-
runku osi ng, Q,—sile tnacy w kierunku osi by oraz wypadkowy moment
przekrojowy M okreslony w (2.10)

(3.3) M = M, ty+ M, ng+ M, by,

gdzie M,— oznacza moment skrecajacy w kierunku t;, M,;— moment
zginajacy w kierunku ng, M,— moment zginajacy w kierunku by.
Poszczegdlne skladowe wysitku przekroju nazwano zgodnie z nazew-
nictwem klasycznym stosowanym w wytrzymalosci materiaiéw.
Podstawiajac zwiazki (3.1), (3.2), (3.3) w definicjach (2.4) i (2.10)
otrzymuje si¢ nastepujace zaleznosci sit uogélnionych od napreze:

N = [odA, M, = [yodA, M, =-[z0dA
Q. = jA rdA, Q, = [r,dA, Mg = A(%_%) JA.

Jak widaé ze zwiazkéw (3.4) oraz (3.1) sily uogélnione N, M,, M,
mozna obliczyé znajac rozklad naprezen normalnych o, a sity uogélnione
Q. Qy, M, znajac rozklad naprezen stycznych 7., 7.

(3.4)

4. PODSTAWOWY UKEAD ROWNAN RUCHU DLA PRZYPADKU OGOLNE]
DEFORMAQCJI ZWOJU SPREZYNY

Podstawiajac wyrazenia (3.2) i (3.3) do zasad zachowania (2.6) i
(2.12) z uwzglednieniem ortogonalnosci wektoréw tg, ng, by oraz wzo-
ré6w SERRETA-FRENETA [3], otrzymuje si¢ réwnanie pedu:

mty Ty = O0s N — Ky Qs

(4.1) mnﬂ-i‘g = 6SQ£+.<0N—00Q3,,
mby -ty = 05 Qy+ 0y



ZAGADNIENIE BUDOWY ROWNAN DYNAMIKI 99

oraz réwnania momentu pedu:
by - (g — 2¢bo)Jy — no - (bo + 2¢10) > — Plo+
+[ bo - (Bo + 2 11y = ()*bo) = mg - (g — 29bo — ()"0} 1Ly =
= 0,M, — koM,
(42) Qy = g, M, + figMS — O’()My —tp - (b(] + 2(‘0110)133—
—-t() . (l’lg — zl,ébg)I_-.;y,
Q:c = "asMy - O-OM:B — - (Il() - 2‘Pb6)Iy —to- (b() + 2¢ﬁO)Izya
gdzie kg oznacza krzywizne gléwna osi érodkéw mas w konfiguracji ak-
tualnej oraz gg—skrecenie osi §rodkéw mas w konfiguracji aktualne;.

Powyzsze sze$é rownan, po wykorzystaniu odpowiednich zwigzkéw
fizycznych, powinno stuzy¢ do okreslenia czterech pél u, .

W ogélnym przypadku deformacji zwoju sprezyn jest to uklad prze-
okreélony. Réwnania (4.2)s3 mozna w tym przypadku traktowac jako
okreélajace rozklad naprezen stycznych 7,, 1,— poprzez zwiazki (3.4)—
w zaleznodci od rozkladu naprezeii normalnych o, na przekroju poprzecz-
nym zZwoju Sprezyny.

Otrzymany rozklad naprezen na ogol bedzie spelnial réwnania ruchu
teorii sprezystosci w sposéb catkowy, a nie cisly. Problem ten pojawia
sie réwniez w klasycznej teorii zginania pretéw prostych.

W Zwia,zku Z powyé,szymi rozwazaniami eliminuje sie sity Q., @y
z ukladéw réwnan (4.1) i (4.2). Po prostych, cho¢ Zmudnych prze-
ksztalceniach otrzymuje sie nastepujace cztery réwnania:

mtg - Fo = 0N + Ko[O: M, + oM, + to - (g — 2¢bg) I+
+to - (o + 2¢19) Iy,
—35{;16{711110 Fo.— Ko + B, M, + oM, + to - (g — 2bo) I, +
+to - (bo + 29'01'10)13;3;]}}: mby - £y + 09 { O:My + ooM.+
+to « [(1 ~ 255’50)131 + (BO + 2(;')1'10)1;3,]},
(4.3)

8,M, = by - (iig — 2¢bo) I, ~ ng - (by + 2¢m0) I — G+
[bo - (bo + 2¢mg ~ ()”bo) — Mg - (fio — 2¢bo — (¢)*19)] Ly + koMo,
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(4.3) [c.d.]

-E” {mbo -Ty 4+ O’g[asMy + oM, + 1ty - (Il(] - ZQObg)Iy + tg - (bg +
0

.. 1 1 . w
+2<PnO)Ia:y]}+”g[;as (K:_(J) {"mnﬁ -Fg+ HON - as[asMy - O'UM,, + tO ' (HO_

N e e e

10.
11.

12.

13,

—92¢bo)I, + +to - (bo + 2¢110) Ly]} = bo - (g — 2¢bo)T, — ng - (bo+
+2¢110) I, — $Io + [by - (b + 2610 — ($)?by) — mg - (g — 2¢bg—
(¢)200)] Ly + KoM, + 0, ( ) 10,M, — o0, — to - (o + 2ho) -

1
Ky
~tg - (fig — 2¢bg) L) -
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Peawue

IIPOBJIEMA CTPOEHUS YPABHEHUN AMHAMUKH LIWTHHIPUYECKOI
NPYKHUHBI

B coofuenan Mpe/cTaBIEHs! YPaBHEHAA HeaWHeRROM OBHAMHKA JedopMalui BATKA
BUATOBON NRMIMHAPHYecKol MPYKEHL. O6mas HedopManus onpeneNeHa PEKTOPOM -
PEMEIIERHA TOYEK OCH IEHTPOB Mact u(s,7) M yrioM Bpamenus (s, T), MsMepaIOIAM
DPAlleHNd MaTepMala BHTKA NPYXHHL BOKDYT HemedopMapyemoit ocw. TeomeTprye-
CKHe M KMHEMATHYECKHNe COOTHONIEHHSR Tpolecca edopMaun moxpobmHo IpefCTABIEHE
A.PpankopckuM u K.BunsMansckum B [2].¥paBHenmsn mewoxenms [IPY>KUHSI BhIBEJEHEI,
OMUPAsACh Ha 33KOHH GalaNca HMIYILCA H MOMEHTA HMIYNhca.B 3aKIOUNTETLHON YaCTH
- COOBLIEHNS MpeicTaBIeHa CHCTEMa YPABHEHHH IHHAMAKH OPYXAHK Ong obIiero coyvas
medopmanun (u, ).

SUMMARY

EQUATIONS OF DYNAMICS OF CYLINDRICAL SPRINGS

Equations are presented governing the dynamics of finite deformation of a coil of helical
spring. General deformation is determined by the displacement vectar of the axis of mass
centers u{s,r), and by the rotation vector ©(s,7) measuring the rotation of the spring coil
about the undeformed axis of the spring. Kinematic and geometric relation of the deformation
process were presented in detail by J.Frankowski and K. Wilmasski in [2]. The equations of
motion of the spring are derived from the conditions of balance of momentum and moment of
momentum. Finally, the set of equations is presented, concerning the general case of dynamic
spring deformation (u, ).
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